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NOTE  SUR  LES  SYSTEMES  DE  FORMULES  QUI  RELIENT  LES  SL\  ÉLÉMENTS 
FONDAMENTAUX    DUN    TRL\NGLE 


Dans  aucun  des  nombreux  ouvrages  de  trigonométrie  qui  sont  destinés  aux  élèves  de  nos  lycées, 
même  dans  ceux  qui  s'adressent  aux  élèves  de  Mathématiques  spéciales,  je  n'ai  trouvé  une  discussion 
approfondie  des  systèmes  de  formules  classiques  qui  relient  les  six  éléments  fondamentaux  d'un 
iriangle.  L'objet  de  cette  note  est  d'exposer  la  méthode  que  je  suis  dans  mon  enseignement  sur  ce 
point,  depuis  une  dizaine  d'années  déjà. 

1.  Je  commencerai  d'abord  par  établir  ces  systèmes  de  formules  eux-mêmes.  Pour  cela,  je  consi- 
dère un  triangle  quelconque  ABC  dont  je  désigne,  suivant  l'habitude,  les  côtés  par  a,  6,  c  et  les  angles 
par  A,  B,  C,  et  j'écris  que  BC  est  la  somme  géométrique  de  BA  et  de  AC, 

BC  =  BÂ  +  A(j. 

En  formant  le  carré  géométrique  de  BC,  j'ai 

BC'  =  BÂ'-4-AÎ7'-i-2BÂ.IC  cos(-—  A), 
^  c'est-à-dire 

a-  =  6^4-c-  —  Ihc  cosA. 
En  projetant  sur  l'axe  BC,  j'ai 

a  :=  h  cos  G  -H  c  cos  B  ; 
et  enfin,  en  projetant  sur  la  perpendiculaire  à    BC,    orientée  du  côté  où  se 
trouve  le  point  A,  j'ai  aussi 

b  sin C  =  e  sin B. 
Je  puis  donc  écrire  maintenant  les  trois  systèmes  que  voici 

I    u  ^  h-  -\-  c-  —  a-  —  ibc  cos  A  =  0, 

(1)  si-  =  c-  -h  a-  —  6-  —  2trt  cos  8=0, 

1  w  ^  a-  -h  b-  —  c-  —  2(ib  cos  C  =  0  ; 

/     u'  ^  h  cos  C  -t-  c  cos  B  ^  a  =0, 

v'  ^  c  cos  A  -+-  «  cos  G  —  /'  =  0, 

w'  ^  a  cos  B  -I-  ''  cos  A  —  c  =  0  ; 

a  h  ■  c 

sin  A    ^    sin  B    ~    sin  C  ' 

A-^n-l-C  =  -. 


K^) 


(3) 


\ 


2  FORMULES  QUI  RELIENT  LES  SIX  ÉLÉMENTS  FONDAMENTAUX  D'UN  TRIANGLE 

La  première  des  équations  (1)  renferme  seule  l'inconnue  A;  la  seconde,  l'inconnue  B;  et  la  troi- 
sième, l'inconnue  G.  Ces  trois  équations  sont  donc  indépendantes.  D'autre  part,  il  est  certain  que  les 
éléments  du  triangle  ne  peuvent  pas  être  reliés  par  une  équation  nouvelle  indépendante  de  celles-ci  ; 
car,  s'il  y  avait  quatre  équations  indépendantes  entre  «,  b,  c.  A,  B,  C,  il  suffirait  de  se  donner  deux  des 
éléments  d'un  triangle  pour  que  celui-ci  fût  déterminé,  et  l'on  sait  que  cela  n'est  pas.  11  est  donc  évident 
a  priori  que  l"on  peut  déduire  toutes  les  relations  qui  suivent  des  trois  premières,  u  —  0,  u  =  0, 
IV  =  0. 

Je  me  propose  alors  d'étudier  la  question  d'équivalence  entre  les  systèmes  (I),  (2)  et  (3)  d'une  façon 
complète,  à  un  point  de  vue  algébrique  tout  à  fait  général. 

2.  Pour  cela,  je  remarque  que  l'on  a  immédiatement,  entre  les  systèmes  (i)  et  (2),    les  liaisons  qui 

suivent  : 

iu  ^^  au'  —  bv  —  cw' , 
î;  Hs  —  au'  -+-  bv'  —  cir', 
u'  =  —  nu  —  bv'  -+-  cw'. 

Ceci  montre  d'une  façon  évidente  que  toute  solution  du  système  (2)  appartient  au  système  (1). 
Voyons  la  réciproque  :  si  j'écris  que  v,  v  et  w  sont  nuls,  j'ai  le  système  linéaire  et  homogène 

au'  —  bv'  —  cir'  =  0, 

—  au'  ■+-  bv'  —  cw'  =  0, 

—  au'  —  bv'  -\-  cw'  =  0  ; 

le  dulciminanl  de  ces  équations  est  égal  à  — iahc ;  par  conséquent,  elles  n'entraîneront  forcément 
u'  =  v'  —  w'  =  0  que  si  aucun  des  nombres  a,  h,  c  n'est  nul.  Les  deux  systèmes  ne  sont  donc  équi- 
valents que  pour  les  solutions  ofi  aucun  des  nombres  a,  b,  c  n'est  nul. 

Si  dans  une  solution  de  (1),  a  est  seul  nul,  alors  les  équations  précédentes  obligent  v'  et  w'  à  être 
nuls,  mais  elles  n'imposent  aucune  obligation  à  u'.  Si  dans  une  solution  de  (i),  a  et  b  sont  nuls,  alors 
w'  est  nul  aussi,  mais  nous  n'apercevons  aucune  obligation  imposée  à  u'  et  à  v'.  Enûn,  si  a,  b,  c  sont 
nuls,  les  équations  précédentes  sont  vérifiées  et  ne  nous  apprennent  rien  sur  w',  v',  w'  ;  toutefois,  il 
n'y  a  qu'à  les  regarder  pour  apercevoir  que  celles-ci  sont  nulles  aussi. 

Entrons  donc  dans  quelques  détails,  et  voyons  ce  qui  se  passe  quand  a  est  seul  nul  dans  une  solu- 
tion du  système  (1);  r  =  0  et  w  =  0  donnent  alors  b  —  c  ou  b  =  — c  ;  choisissons  b  =  c, 
par  exemple.  Dans  ce  cas  la  solution  du  système  (1)  que  nous  envisageons  est  a  =  0,  h  —  c, 
i  —  cosA  =  0;  en  la  i)ortant  dans  le  système  (2),  nous  voyons  que  v'  et  w'  s'annulent  et  que  u' 
prend  la  valeur  non  nulle,  absolument  quelconque,     b{vos  B  -t-  cos  C). 

En  résumé,  les  syslnites  (1)  et  (2)  sont  complcicmcnl  équivalents  au  point  de  vue  ahjèbrique  pour 
toutes  les  solutions  où  aucun  des  mimbirs  a,  !>,  c  n'est  nul  et  seulement  avec  'celte  restriction  ;  le  système 
{{)  est  le  plus  étendu. 

Je  vais  établir  maintenant  que  le  système  (2)  se  décompose  en  une  inlinité  de  systèmes  analogues 
au  système  (3),  celui-ci  compris.  Pour  cela,  j'écnrlc  l'unique  solution  a  =  b  =  c  =  0  qui  vérilie  le 
système  (2),  mais  qui  ne  vérifie  pas  complètement  le  système  (3).  Pour  toute  autre  solution  de  (2),  le 
déterminant  du  système  où  a,  b,  c  sont  regardés  comme  les  seules  inconnues  est  nul  ;  nous  avons 
donc  déjà 

0, 

cos'-  A  -h  cos''  B  -f-  cos'-  C  -f-  2  cos  A  cos  II  cos  C  —  i  =0. 
Eu  formant  un  carré  avec  les  deux  termes  en  cos  A,  ceci  s'écrit 


—  1 

cosC 

cos  |{ 

cos  c 

-1 

cos  A 

cos  B 

cos  A 

—  1 

puis 
et  enfin 


FORMULES  QUI  RELIENT  LES  SIX  ÉLÉMENTS  FONDAMENTAUX  D'UN  TRIANGLE 


(cos  A  -^  cos  B  cos  C)-  —  sin-  B  sin-  C  =  0  ; 

(cos  B  cos  C  ^-  sin  B  sin  C  ■+-  cos  AXcos  B  cos  C  —  sin  B  sin  C  -i-  cos  A)  =  0, 
[cos  (B  —  C)  -I-  cos  A]' cos  (B  -i-  C)  -I-  cos  A]  =  0, 

A-f-B  — C    R  +  C  — A    A-t-C  — B    A-+-B  — C 

4  cos cos : cos  ; COS =  0. 

2  2  2  2 


Cette  équation  se  décompose  en  une  infinité  d'autres 

A-i-B+C  =  (2A-  +  l)7i, 
B  +  C  — A  =  (2A--H1)-, 
A-hC  —  B  =  [2k-h\]-, 
A-hB  — C  =  (-2/L-+l)7T, 
où  k  désigne  à  chaque  fois  un  nombre  entier  quelconque,  positif,  négatif  ou  nul. 

Prenons  d'abord  la  première  relation;  alors  les  équations  (2)  se  réduisent  à  deux,  par  exemple  aux 
deux  premières, 


et  elles  donnent 


—  a-{-  h  cos  C  -I-  c  cos  B  =  0, 
a  cos  C  —  b  +  c  cos  A  =  0, 


cos  A  cos  C  +  cos  B         cos  B  cos  C  H- cos  A         1 — cos'C 
Mais    cos  B  =  — cos(A-(-C),     cos  A  =  — cos(B-(-C);     donc  nous  avons  finalement 

n      _       b      _       r 
sin  A         sinB   ~"   sin  C 
Si  nous  prenons  maintenant  la  seconde  relation     B-^G — A  =  (2/t  +  1)-,    les  rapports  que  nous 
venons  de  calculer  se  réduisent  k 

a  b  c 


—  sin  A         sin  B         sin  C 
et  ainsi  de  suite. 

Il  est  donc  prouvé  que  le  système  (2)  se  décompose  en  une  infinité  de  systèmes  qui  sont  : 

I  1^1  b  c 


sin  A         sinB         sin  C 

A-hB+C  =  {2k-^i)-; 
a  b 

'  — sin  A         sin  B         sin  C 

—  A-hB-i-G  =  (2A--+-1)-: 


sin  A 

—  sinB         sin  G 

A  —  B  -i-  C  =  (2/,  +  i): 

a 

b                 c 

sin  A 

sinB         —  sin  G 

f  A-^B  — c  =  (2A--I-1)-. 

Si  l'on  veut  se  borner  maintenant   à  envisager  les  solutions    dans  lesquelles  les  six  nombres 

a,  b,  c,  A,  B,  C  désignent  des  éléments  de  triangles,  c'est-à-dire  celles  dans  lesquelles  a,  b,  c  désignent 

des  nombres  positifs  non  nuls  et   A.B,  C    des  nombres  compris  entre   0   et  -,   on  voit  aisément  que  le 

seul  système  acceptable  est  le  système  (.3).  Par  conséquent  l'équivalence  des  trois  systèmes,  à  ce  point 

de  vue  restreint,  est  complètement  établie. 

E.  H. 
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ALGEBRE 


1277.  —  On  considcri'  une  i';fjuatioii  du  quatrième  degré 

ax'  -1-  bx^  4-  cx^  H-  rfx  -H  /■  =  0 
e(  on  envisage  les  quatre  rnrines  comme  étant  les  abscisses  de  quatre  points  A,  B,  C,  D,  de  Ox. 

Trouver  l'équation  qui  admet  pour  racines  les  abscisses  des  points  P  tels  que     PA.  PB  =  PC.PD. 

Voir  ce  qui  se  passe  quand  celte  nouvelle  équation  admet  une  racine  nulle,  une  racine  infinie  ou  une 
racine  double. 

Montrer  que  dans  le  cas  général,  il  suffit  de  connaître  une  racine  de  cette  équation,  pour  pouvoir  calcu- 
ler celles  de  la  première. 

Il  y  a  bien  des  méthodes  pour  traiter  celte  question.  L'une  des  plus  simples  est  la  suivante. 

Appelons  u  l'abscisse  du  point  P,  et  portons  l'origine  en  ce  point,  c'est-à-dire  changeons  x  en 
H-w  ;  nous  aurons  alors  à  exprimer  que  les  racines  de  la  nouvelle  équation  vérifient  la  relation 
XiX-,  =  XiXi.  Or,  si  nous  désignons  par  f\x)  le  premier  membre  de  l'équation  primitive,  celle  que  nous 
cherchons  sera 

/•(.,•  -+-  u)  =  /-(u)  +  j/'(  m)  -)-  ~f"iu)  -+-  ^  f"'iu)  +  ax-  =  0. 

écrivons  maintenant  que  le  premier  membre  est  le  produit  de  deux  trinômes  ayant  même  terme 
constant,  tels  que     w- -(- au -h  ^     et    m- -+-«'« -f-^,     nous  obtenons  les  quatre  équations  do  condition 

ai,?-...)  =  m, 

a'f.-  =  f{u). 

lia  première  et  la  Iroisirme  nous  dorment     &  =     .  et  la  nualrièine  devient  alors 

'  /'"(») 

■S6af'{uy  =  f(u)f\uf, 
ou 

ayAau^  +  SIju-  +■  2cu  +  rf)-  =  (iau  -(-  h)'-{au^  -+-  bu'  -+-  'x'  -v-  du  -+-  f) . 

Développons  et  réduisons,  nous  avons  finalement  la  relation 

(  1  )     (8a=rf  -  habc  -H  /^^)« '  -h  (Uw( Y"*"  "^^^l'il  —  '^'^e-  4-  b-c)u^  +  (8ai/"  -+■  b-d  —  -'tard  Ht  -+-  b-f—  ad-  =  0, 
qui  est  l'équation  demandée. 

Un  autre  mode  do  calcul  très  simple  aussi  est  le  suivant  :  a|)pelons  a,  p,  y,  i  les  quatre  racines  de 
l'équalion  proposée  et  posons 

»-»-?'  =  ",  a?  =  u',  Y  -I-  0  =  y,  yo  =  v', 

nous  aurons  d'abord 

Il  ,  ,  d 


UO-i-  u'  4-  u' 


UV  -'-  DU     =  — 

a 
f 


puis,  en  posant     (=0!',     I'A  =  ï  — .r,     Pl!  =  f>  — x,     PC  =  y  —  x,     Pl)  =  3  — x,     cl  eulin,    puiscjuc 

PA.PB  =  PC.PD, 

(a  — x)(p  — X)  =  (Y_x)(ô_a;), 
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(U  —  v)x  :=   u' —  v'. 

La  première  et  la  cinquième  relation  nous  donnent  de  suite 

h         u'  —  V'  ,  b 

In  = 1 2,)  —  —  _ 


et,  en  portant  ces  valeurs  dans  les  trois  autres, 

,  62        4f         iu'  —  v')- 

iu  +t')-i = 1 

a-  a  X- 

'id         ^  ,  ,  ,      I    _   {u'  —  v'f 
a  a  X 

u'v'  =  —  • 
a 

Les  deux  premières  donnent  immédiatement     ii'-i-v'    et    {u'  —  v'y-,    et  la  dernière  jointe  à  celle-ci, 

permettra  d'avoir  ensuite  deux  valeurs  de     (u'-r-î)')^  ;     ce  procédé  donne  successivement 

{b-  —  4ar)x—^ad 


u  -+-V    = 


a{4ax  -+-  b) 


(Ha-d  —  iabr  -i-  b^)x- 

^"' -'')'=       -" .\ia.v^h) 

et 

{»a-d  —  iahc  -h  b^)x-        Af_  _   [(&- —  4ar).r  —  garf]^ 

a^liax-^-b)  a  a-(iax  +  bY 

U  suffit  alors  de  développer  cette  deuxième  équation  pour  retrouver  Téquation  (1)  où  le  nom  de 
l'inconnue  seul  a  été  changé. 

Enfin  une  troisième  méthode,  élégante  aussi,  conduit  tout  aussi  vite  au  résultat. 

Posons 

À  =  (.r  —  3.)(x—  P),  p-  =  (x  —  v,(j'  -  5j, 

nous  aurons 

bx 
aXfi  =  f{x),  A  -H  ij  =  2a-- 1-  »â  -H  -(i 

et 

À  —  [j.  =  0. 

Mais  nous  avons  aussi 

dx         2/' 

Il  a 

Par  conséquent,  puisque     ;-i  =  À, 

al-  =  f{x),  2X  =  2x'  H ^  +  a^  -+-  -fi 

et  (ap  H-  y8)(X  -  x')  =    "^  '  '^  ^^  • 

Éliminons     a^  -t-  --o     entre  les  deux  dernières  relations,  nous  obtenons  déjà 
2rr(À  —  x^-f  —  bx(\  —  x^)  —  dx-'if=0  ; 
nous  lemjjlarons  ensuite  (û-  par  f(x)  et  nous  trouvons  facilement 

_    4ax'  +  '6bx^  -i-  2c j;  +  </ 
Aax  -i-  b 
11  suflit  maintenant  d'exprimer  que     al-  =  f[x)    pour  avoir  l'équation  demandée 
a(4aa-3  -(-  Séx^  4-  ^cx  -h  df  —  (4ax  +  b)-f{x)  ; 
nous  retombons  ainsi  sur  le  premier  calcul. 

Si  l'équation  (1)  admet  une  racine  nulle,  c'est  qu'il  y  a  deux  couples  de  racines  de  l'équation  donnée, 


ALGEBRE 


I,  ^  et  f,  S  tels  que    a3  —  -fi.     D'ailleurs  l'équalîon  (1)  nous  donne 

iy— «2d=0; 
c'est  donc  là  la  condition  pour  que    ap  =  -fi,     et  ceci  se  vérifie  aisément. 
Si  l'équation  (1)  a  une  racine  infinie,  on  a    a  -(-  3  =  v  -i-  5    et 

Sa^'d  —  kahc^b'  =  0. 
C'est  là,  comme  il  est  aisé  de  le  voir  également,  la  condition  pour  que  l'on  ail 

a  -t-  p  =  V  -+-  °- 
Enfin,  si  l'équation  (i)  a  une  racine  double,  ou  trouve  aisément  que  l'équation   proposée  a    aussi 

une  racine  double,  ou  bien  que  Ton  a 

='  +  ?'  =  ï  -s-  à, 
par  exemple,  c'est-à-dire  que  deux  des  couples  de  points,  A,D  et  B,C,  ont  le   même   milieu.   Donc  en 
annulant  le  discriminant  de  l'équation  (1)  on  devra  trouver  celai  de  l'équation  proposée  et  en  outre,  au 

moins  une  fois  le  facteur 

8«-(/  —  iabc  -H  i  ' 

qui,  égalé  à  0,  exprime  justement  que  deux  des  couples  ont  le  même  milieu. 

Nous  pouvons  préciser  :  quand  l'équation  proposée  a  une  racine  double,  l'équation  (1)  a  aussi  une 
racine  double  qui  coïncide  avec  celle-ci  ;  quand  l'équation  proposée  est  telle  que  a  -+-  ^  =  y  "+"  °'  P'''' 
exemple,  l'équation  (1)  a  une  racine  infinie  et  les  deux  autres  sont  égales. 

Le  calcul  est  alors  aisé:   représentons  par    ÂJf^ -f- Bx- -t- Cx -h  D  =  0    l'équation  (1),    ses  deux 

dérivées  sont 

3Aa"  -I-  2Bj:  -t-  C 

et  Bx^  -i-  2Cj  4-  3D, 

et  le  discriminant. 

(9AD  —  BC)^  -  4(3AC  —  B^XSBD  -  C-)  =  0  ; 

la  partie  indépendante  de  A  est 

3B-(4BD  —  C^) 

et  ^BD  — C^  est  juslement  le  discriminant  de  l'équation  Bj-- -i- Ca- -t- D  =  0,  qui  reste  quand  nous 
faisons  A=0;  il  s'agit  de  démontrer  que  4BD  —  C-  est  nul  quand  A  lui-même  est  nul,  c'est-à- 
dire  de  vérifier  que    4BD  — C-    contient  A  en  facteur  ;  ce  dernier  calcul  no  présente   aucune  difficulté 

et  donne 

4BD  —  C^  =  A  { —  ^afd  -f-  ^bcf—  bd'). 

Le  discriminant  de  l'équation  (1)  s'écrit  donc  déjà  de  la  façon  suivante  : 

A  H 1 A D"  —  rj-4BCD  -+-  1 2G-'  —  3B-(8a/'rf  —  Ucf  -+-  6(i-)]  =  0. 
Laissons  de  côté  le  facteur  3  et  prenons  dans  le  crochet  — 1GBCDh-4C^;  ceci  s'écrit  — 4C{4BD— C^) 
et  nous  avons,  d'après  ce  qui  précède, 

—  4C(4BD  —  C-)  =  —  4AC  (—  ^afd  -t-  46c/'—  bd'). 
Il  ne  reste  plus  entre  crochets  que   la  partie    — 2BCD  —  B-(8«/'(/  —  hbcf+%d-)     (|ui  ne   contienne 
pas  visiblement  A  en  facteur  ;  si  nous  y  mêlions     —  B     on  facteur  et  si  nous  développons,  nous   trou- 
vons aisément 

2CD  -+-  B(8o/'(i  —  Ucf  -h  W-)  :^  A(  tëaf  -+-  cd^  -  \c-f-\-  ibfd). 
Finalement  le  discriminant  de  ré(|ualion  (1)  s'écrit  ainsi  : 

3A-|;â7U-  -H  4C(8a/'rf  —  Ahcf-i-  bd')  —  B(l(5a/'-  -\-  cd' —A,-f-\-'ibfd)]  =  0  ; 
il  renferme  deux  fois  le  facteur  A  et  un  autre  facteur  (jui  est  le  discriminant  do  l'èciualiondu  (}ualrième 
degré . 

Pour  montrer  que  l'équation  proposée  est  résolue  dès  (lue  l'on  connaît  une  racine  .v  de   l'équation 
(1),  le  second  procédé  est  particulièromontavanlagoux  :  il  nous  monlro  en  efl'el  ([ue  dès  que  nous  avons 

,        ,       ,        ,  (b'  —  4fic).t  —  2arf  c 

X,  nous  avons    ii  +  i' ,    u  -^  v  = ;- ;  nous  calculons  ensuite    uv  = («  h-  w  )  : 

a(4'/x-i-  //)  a 
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nous  connaissons  n -\- v  et  uv,  nous  avons  donc  u  et  y  ;  il  est  alors  facile  d'avoir  !«' et  i''  sans  aucune 
ambiguïté,  puisque  n'  -t-  v'  et  iio'  -+-  vu'  sont  connus.  L'équation  donnée  se  décompose  alors  en 
deux  équations  du  second  degré 

a'-  —  icx  -T-  u'  =  0, 

x^  —  yx  -H  v'  =  0. 

b 
Remarque. —  Quand  l'équation  (i)  a  une  racine  infinie,  les  deux  autres  rscines  sont  égales  à -, — i 

et  si  l'on  change   x    en     x —       dans  l'équation  proposée,  celle-ci   devient   bicarrée.    Ceci    résulte 

immédiatement  de  ce  fait  qu'il  y  a  deux  couples  de  points  A,B  et  G,D,  par  exemple,  qui  ont  pour  milieu 

h 

commun  le  pomt      x  = 

ia 

Solutions  satisfaisantes  :  MM.  fARnoD  ;  FnizAc  ;  .1.  Haac;  .1.  Hoi>.\. 
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1259.  —  On  considrre  toutes  les  coniques  V  conjuijuées  n  un  triani/le  ABC  et  cn/ant  leurs  centres  sur 
une  droite  D  passant  au  point  A. 

Montrer  que  l'enveloppe  des  asymptotes  de  ces  coniques  est  une  parabole  P  dont  l'axe  est  la  droite  D, 
et  que  le  lieu  du  foyer  de  cette  parabole  est  un  cercle,  quand  ta  droite  D  tourne  autour  du  point  A. 

Prenons  pour  axes  les  côtés  .\B,  AC  du  triangle  et  désignons  par  a  et  i  les  longueurs  AB,  AC  que 
nous  pouvons  toujours  supposer  orientées  dans  les  sens  positifs  de 
Aj-  et  de  Ay.  Soit  alors     y  =  mx     l'équation  de  la  droite  D. 

L'équation  de  BC  est h  -r  —  1=0 

a         0 

ou  z  ^  bx  -hay  —  ab  —  0. 

L'équation  générale  des  coniques  conjuguées  au  triangle  ABC  est, 

comme  on  sait, 

Aj---i-A'</^-f-A';-  =  0. 
Les  coordonnées  du  centre  de  l'une  d'elles  sont  données  par 

Aa-  -+-  \"bz  =  0,  A'i/  -r- X'uz  =  0, 


et  l'on  a  entre  elle.s  la  condition 


A.r 
k'y 


d'autre  part,  on  a  entre  elles  la  relation     y  =  mx,     donc     -—  =  •     et  l'on  peut  prendre,  à  cause 

de  l'homogénéité,     A  =  bm,     A'  —  a.     L'équation  générale  des  coniijues  de  l'énoncé  est  donc 

'/-{bmx^  -+-  ai/)  -t-  :-  =  0. 
Pour  exprimer  qu'une  droite     ux -\- vy -j- w  —  0     est  asymptote  à  cette  conique,  il  suffit  d'écrire 
que  les  deux  rayons  qui  joignent  l'origine  aux  points  de  rencontie  de  cette  droite  avec  la  conique  sont 
confondus  avec     ux-i-vy  —  0.     Or  l'équation  de  ces  rayons  est 

l(bnix-  -+-  ay-)  -+-     bx  -i- ay -\-  - —  i  i(,r  -+-  uf/)      =  0  ; 
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le  premier  membre  de  celte  équation  doit  se  réduire  à     k\uj:-i-vy)-.     Prenons  d'abord  la  partie  qui  ne 
contient  pas    ux  +  vi/    en  facteur, 

l(bmx-  -h  ay-)  4-  (bx  -h  ayf  ; 

elle  devra  être  divisible  par    ux-^vy,     ce  qui  donne  la  condition 

'/.{bmv- -t-  au-)  -tr(bv  —  au)^  =  0  ; 
d'ailleurs  le  quotient  par     ux -h  vy     est 

lbm-+-  h-  '/.a  -+-  a- 

u  V         ^' 

de  sorte  que  la  partie  autre  que [ux  -+-  vy)-     est  le  produit  par     ux  -^  vy     de 

Àèm4-//-  /.i  +  fl2  'iah    , 

■ X  H 1/  H (6x  -I-  ay)  ; 

"  V  H' 

cette  dernière  partie  doit  donc  se  réduire  à     u.v  +vy    à  un  facteur  près,  ce  qui  donne  la  nouvelle  con- 
dition 

\hm-\-b-  la -h  a-  ^ab   ,, 

1' u  -i (bv —  «III  =:  0, 

M  ('  /'• 

ou  'f.{bmv- — au-)-h{bv  —  au]l  br-+-(tu-i-  ~ )  =0. 

En  éliminant  À  entre  les  deux  conditions,  on  trouve 

bmv-  -+-  au-  bv  —  au 


hmv-  —  air                                 2iibuv 
bv  -t-  nu  H 


ou  finalementjloutes  réductions  faites, 

(1)  bmv-  -+-  au-  -t-  ir{u  -+-  mv)  =  0. 

Telle  est  en  définitive  la  condition  pour  que  la  droite  u.r-i-vy  -hu:  =  0  soit  asymptote,  c'est-à- 
dire  l'équation  tangentielle  de  l'enveloppe  des  asymptotes.  Cette  équation  représente  une  parabole  tan- 
gente aux  droites  qui  joignent  les  points  u{au-hw)  =  0  aux  points  v{bv-\-ir)  =  0,  c'est-à-dire  à 
DC  et  aux  droites  13E  et  CE  parallèles  aux  axes. 

Il  résulte  de  laque  le  lieu  du  foyer  est  le  cercle  circonscrit  au  triangle  BCK. 

Pour  le  trouver  par  le  calcul,  appelons  (a-,  y)  le  foyer  et  menons  les  tangentes  issues  de  ce  point  ; 
nous  aurons  à  chercher  les  solutions  communes  à  l'équation  (t)  et  à  ux-+-vy--rw  —  0.  En  élimi- 
nant ('•  entre  les  deu.x,  nous  aurons  l'équation 

«-(«  —  r)  -t-  mv'-[  h  —  y)  —  uv[y  -t-  mx)  =  0, 
qui  représente  l'équation  tangentielle  des  deux  points  à  l'inlini  sur  les  tangentes.  Ici,  où  le  point  (a-,  y) 
est  le  foyer,  celte  écjuation  devra  être  identique  à  celle  des  points  cycliques  à  un  facteur  près;  nous 
aurons  donc  ;i  écrire  qu'elle  a  ses  coellîcienls  proportionnels  à  ceux  de 

u-  -h  u'  -  2ia'  cos  'I  =  0, 
ce  qui  (Innne 

a  —  v  =  vub  —  \i)  —  — 

•^  2  cos  'I 

1,'éliminalion  de  m  entre  les  deux  érpjations  donne  le  lieu  du  foyer 

xix  —  u) -+-  y\y  —  b  +  2{x  -    a){y  —  b)  cos  0  =  0. 
Il  est  visible  que  c'est  un  cercle  cinonscril  au  trianule  UCK. 

Iliiniif»  s(iliilir)ns  :  MM.  Dm.cihv  ;  J.  IIaai.  ,  J.  I)     DcnuT. 

Autre  solution.         I,  équation   langenlielle  des  coniques  conjuguées  par  rapport  au  triangle 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 


et  de  même  pour  l'asymptote, 


ABC,  lorsqu'on  prend  pour  axes  AB  et  AC,  est 

A(ua  +  wy  +  B(up  -t-  wy  +  Cw-  =  0, 
ou,  en  développant  et  rendant  le  coefficient  de  w-  égal  à  l'unité, 

),uV  +  [il)-p2-|-^Xau;f-f-2;jLSyit'  +  (i'-  =  0. 

Les  coordonnées  du  centre  d'une  conique  r  sont    x  =  Àsc,    y  =  [jl^    et  l'équation  de  cette  conique 
devient,  en  fonction  des  nouveaux  paramètres  x  et  i/, 

oxM-'-f-  pyu-  +  'ixuw  -f-  ^yvw  +  w^  =  0. 
D'ailleurs,  l'équation  de  la  droite  D  étant  vérifiée  par  i\  ;/,  on  a 

y  =  m.v, 

ux  -\-  vy  -i-  ir  =  0. 
Le  résultat  obtenu  en  éliminant  x  tl  y  entre  ces  trois  équations, 
u\ T.U-  -t-  Smu-  -f-  w(u  -\-  mcy  —  0, 
nous  montre  que  l'enveloppe  des  asymptotes  se  décompose  en  l'origine  et  une  parabole  dont  l'axe  est 
parallèle  à  la  droite  D,  puisque  son  point  à  l'infini  a  pour  coordonnées  1,  m,  0. 
Les  équations  ([ui  déterminent  le  foyer  sont 

.1-  —  a  =  miy  —  S)  et  2{x  —  a)  cos  0  =  —  (mx  +  y), 

ce  (|ui  montre,  en  éliminant  m,  que  le  lieu  décrit  par  le  foyer  est  le  cercle 
x{x  —  a)  -4-  y  [y—  p)  +  2  COS  0(a-  —  a)(y  —  p)  =  0. 
Si  on  désigne  par  D   le  quatrième  sommet  du  parallélogramme  qui  a  pour  autres  sommets  A,B,C, 
l'équation  de  la  parabole  indique  que  cette  courbe  est  tangente  aux  droites   BC,  BD,  CD.    Son  foyer 
décrit,  par  conséquent,  le  cercl^  circonscrit  au  triangle  BCD. 

DNALLOR  LECRAM,  R.  BOUVAIST  et  T.  LEMOYNE. 


Remarque.  —  L'origine  correspond  aux  coniques  évanouissantes  (jui  ont  leur  centre  au  point  A, 
et  qui  se  composent  de  deux  droites  conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  cotés  AB  et  AC  ;  en 
coordonnées  tangentielles     «■-  =  0. 


Solution  géométrique.  —  Soit  w  le  point  d'intersection  de  la  droite  D  avec  la  droite  BC  ;  déterminons 
sur  BC  les  points  a  et  ^  tel  que  l'on  ait      wi"  =  oj-j.'  =.  ojB.wG;      ce  sont  les  points  d'intersection  du  cercle 

de  centrer,  orthogonal  au  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC, 
avec  le  côté  BC.  Les  droites  Aa,  A^  sont  évidemment  tan- 
gentes en  a  et  ^  à  toutes  les  coniques  considérées. 

Nous  sommes  ramenés  à  chercher  l'enveloppe  des  asymp- 
totes des  coniques  tangentes  à  deux  droites  données  en  deux 
points  donnés.  Soient  P  etQ  les  points  d'intersection  avec  A^ 
des  asymptotes  d'une  des  coniques  considérées,  P^  =  £Q; 
cherchons  les  points  P'  et  (J'  d'intersection  de  ces  asymptotes 
avec  Aa. 

Si  nous  joignons  les  points  P  et  Q  à  un  point  M  variable 
sur  A(u,  les  droites  PM,  QM  déterminent  sur  Aa  des  points 
d'une  homographie,  d'ailleurs  les  points  P'  et  (J'  appartien- 
nent à  une  involution  ayant  pourpoints  doubles  le  point  a  et 
le  point  à  l'infini  de  Aa.  En  prenant  les  points  communs  à 
l'homographie  et  à  l'involution  considérées,  on  obtient  les 
points  P'  et  Q'  ;  en  joignant  ces  points  de  telle  sorte  que  les  droites  PI",  (jQ'  se  coupent  sur  Aw,  on  obtient  les 
asymptotes  d'une  conique  du  faisceau. 
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Il  en  résulte  qu'à  un  point  P  pris  sur  AS  correspond  un  point  P'  et  un  seul 
pris  sur  Aa  et  inversement;  par  suite  l'enveloppe  des  asymptotes  est  une  conique 
tangente  à  Aa  et  A!î  ;  les  points  de  contact  sont  d'ailleurs  les  points  a'  et  i'  tels  que 
Ai  =  aa',  B3  =  33'  ;  cette  conique  est  tangente  à  la  droite  ai  et  à  la  droite  de 
l'infini.  C'est  une  parabole  facile  à  construire  et  admettant  pour  diamètre  la  droite  D. 
Soient  B'  et  C'  les  points  d'intersection  des  droites  AB  et  AC  avec  la  droite  a'^', 
le  triangle  AB'C  est  conjugué  à  la  parabole,  par  suite  le  foyer  de  cette  dernière 
décrit,  quand  la  droite  D  tourne  autour  du  point  A,  le  cercle  des  neuf  points  du  triangle  AB'C. 

R.  BOUVAIST. 

Remarque.  — On  sait  que  lorsque  deux  coniques  se  coupent  en  quatre  points,  les  huit  tangentes  à  ces 
coniques  menées  en  ces  points  sont  tangentes  k  une  même  conique.  Si  donc  on  coupe  l'une  des  coniques  du 
faisceau  actuel  par  la  conique  impropre  composée  de  la  droite  a^  et  de  la  droite  de  l'infini,  ces  deux  droites  et  les 
tangentes  aux  points  a  et  3  ainsi  que  les  asymptotes  sont  si.\  droites  tangentes  k  une  même  conique  ;  cette 
conique  est  donc  une  parabole  tangente  k  trois  droites  fixes  Aa,  A^  et  a^.  D'autre  part,  le  système  des  asymp- 
totes et  celui  des  deux  tangentes  Aa,  A3  admettent  le  même  diamètre  AI)  conjugué  de  la  direction  a^  ;  il  en 
est  de  même  de  la  parabole  et  celle-ci  est  fixe. 

Donc  l'enveloppe  des  asymptotes  est  cette  parabole  même.  Le  reste  en  découle  aisément. 

Bonne  solution  de  M.  i.  Haag. 
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1304.  —  .1  i]uel  polenliel,  exprimé  en  volts,  devrait  être  portée  rme  bulle  de  savon  de  6  centimètres  de 
diamètre,  isolée  dans  l'espace,  pour  que  la  pression  de  l'air  intérieur  fût  la  même,  malgré  la  tension  super- 
ficielle, que  celle  de  l'air  extérieur  ?  On  sait  que,  dans  un  tube  vertical  de  1  millimètre  de  diamètre,  l'eau 
monte  par  capillarité  à  3  centimètres  environ  au-dessus  du  plan  général  de  la  surface  libre. 

Un  élément  de  surface  de  la  bulle  électrisée  est  soumis  à  deux  forces  normales  égales  entre  elles, 
/',  dirigée  vers  l'intérieur  et  /'j  dirigée  vers  l'extérieur. 

La  force  f,  est  produite  par  la  pression  du  gaz  extérieur  et  par  la  pression  p  résultant  de  la  tension 
superûcielle. 

La  force  fi  est  produite  par  la  pression  du  gaz  intérieur  et  par  la  pression  électrostatique  p'. 
Par  hypothèse,  la  pression  de  l'air  intérieur  égale  la  pression  de  l'air  extérieur;  donc 

p  =  p'. 
Si  nous  appelons  A  la  constante  capillaire  et  R'ie  rayon  de  la  bulle,  la  formule  de  Laplace  donne 

4A 

Soil  <i  la  densité  électrique  superficielle;  on  sait  que 

p'  =  2i:iJL-^. 

Q  CV 

Si   (J   est  la  charge,  V  le  potentiel  et  C  la  capacité  électrique,      y.  = — Mais  la 

4-R'-         -i-R-' 
capacité  éleclrostaliquc  d'une  sphère  est  égale  à  son  rayon,  donc 


d'où 


D'autre  part,  en  appliquant  la  loi  de  Jurin  à  l'ascension  de  l'eau  dans  le  tube  capillaire,  on  a 


V 

^  -   i.R  • 

iA 

\! 

V-  =  327:RA 

U 

-''  ^^  liS^HV              '' 
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rh  = 


2A 

9 


d'où 


V-^  =  16-l«/%. 


Exprimons  tout  en  unités  C.  G.  S. 

V^  =  16XTrX3x0,0bx3x981  =  22190,  V  =  119. 

L'unité  électrostatique  C.  G.  S.  vaut  300  volts.  Le  potentiel  cherché  atteint  donc  la  valeur  énorme 

de  44  700  volts. 

A.  CA.MPISTRON,  pensionnat  Saint-Louis  à  Saint-Étienne. 
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I.  —  Algèbre  et  Analyse. 

3868.  — Dans  la  division  du  polynôme  A  ^  a,, -h  a,x -h  a^x- -i- ■  ■  ■  parle  polynôme  B  ^  6„-t- 6,3;-f-fc.j;=+ ..., 
calculer  un  terme  quelconque  du  quotient.  Montrer  que  l'identité  A  ^^  BQ  +  H  est  homogène  par  rapport  aux  lettres 
a  et  b. 

3869.  —  Diviser    x' -h  ax'' -h  bx'^  +  cx^ -h  d    par    {x  +  h]^. 

3870.  —  Si  un  polynôme  symétrique  en  x  et  y  est  divisible  par    x  —  y,    il  est  divisible  par    [x  —  y]-. 

3871.  —  Conditions  pour  qu'un  polynôme  du  quatrième  degré  soit  carré  parfait. 

3872.  —  Démontrer  qu'un  déterminant  symétrique  gauche  de  degré  impair  est  nul. 

3873.  —  Calculer  le  déterminant 


—  1 
0 
0 


0 


by  -+-  b-z 


Généraliser. 

3874.  —  Résoudre  les  systèmes 
x  +   ly  —  2z  =  9, 

2x-i-\0y  —  5z  =  7, 

Sx-h   iy—   z=8,  '    X  +  cy  +  c'z  =  c', 

3875.  —  Soit  le  système 

X  =  by -h  cz -+- du, 
y  ^  cz-h  du-h  ax, 
z  =  du  +  ax  +  by, 
u  =  ax  -h  by  -h  cz  ; 
condition  pour  que  ce  système  ait  d'autres  solutions  que  j:-=  y  =  :  =  m  =  0 
Cette  condition  étant  remplie,  résoudre  le  système. 

X-  —  yz  y-  —  zx         z-  —  xy 


ax  +  by  -h  cz  ^  0, 


bx  +  cy  - 

ex  +  ay  - 


3870. 


Des  relations 


déduire  des  quantités  proportionnelles  à  x.  y,  :. 


3877.  —  A  quelles  conditions  trois  nombres  o,  b,  c  peuvent-ils  faire  partie  d'une  progression  arithmétique  avec  les 
rangs  p,  q,  r  ?  Si  a,  b,  c  sont  entiers,  montrer  que  p,  q,  r  peuvent  faire  partie  d'une  progression  arithmétique  avec  les 
rangs  a,  b,  c. 

3878.  —  Progression  géométrique.  Heprésentatiim  géométrique  de  la  somme  en  supposant  la  raison  imaginaire. 

3879.  —  Éliminer  x  ei  y  entre  les  équations 

x-\ =0,         j/H =  b,        .r//H =  c. 

^  y  xy 

3880.  —  Étudier  les  séries  qui  ont  pour  termes  généraux  : 

_L,  (_,rJ_,  (£)■■,  (  _L  y,  \ ,  JLtl,  ,_ip±,  -^n'-^n-^i 

n!  "!  \»/  \n!/  1.3.5...2JH-1  n'-¥-i  »"  4h'  +  3 

__J /     X    \\  j_  _  1  2n=-i-l  i 

\  logn  /  '  'v'n-*'  ' 


n(n-i-l) 


H(n  H-  l)...(n-i-p  — 1) 


ni 


v'rt(n-t-lKv^- 


1-2 
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log- 


.rloglogîi  Y 


log  »  log  (n  -t-  1| 


/  .rloglog 
\      logn 


n[Ln)r 


n"{Lii)'' 


)i-t-l 


3881    —  Calculer  à     près  les  sommes  des  séries  qui  ont  pour  termes  généraux 

1000 

1 


n  !  \  »  !  / 


3882.  —  Calculer  la  somme  des  séries  ayant  pour  termes  généraux 
1  1  1 


n{n  +  1  ) 

71(H 

-  1)(H 

-^2)              nln  +  l)...  («+p  — 1) 

n  ! 

3883.  —  Calculer  à 

près  la  SOI 

lUO      ' 

mme  de  la  série 

1            d                   1 

2          3X4          HXtiXT 

3884.  —  Calculer  p- 

^     W 

près. 

3885.  —  Étudier  la  série 
1 

l 

1                   1                             1 

1 

3886.  —Limite  Je 


v/2-1        v/5+1        v/:i-l        /3  +  1 


v'n  —  1        </n-hi 


quand  m  et  m'  augmentent  indéfiniment  par  valeurs  positives. 


m  —  m 

3887.  —  On  suppose  que  la  série  S«„  à  termes  positifs  converge,  que  peut-on  dire  de  la  série  Sh„-  ? 

3888.  —  Calculer  les  dérivées  des  fonctions  suivantes  : 

1  .         x°  .        2x  .1 

arc  tg  - 


Jx-^i 


arc  sin 


log 


Vtt 


arc  sin 


arcsin 


y/l  —  X- 


log  log  log  X, 
3x  —  x' 


arc  tg 


arc  cos  ix  ^'i  —  x'. 

■iX  —  iX' 


l  —  ^x- 

■  I 


arc  tg 


iircsin- 


arc  tg  - 


X  -h  l 


x^,         X-  arc  tg  — - 
X- 

(COS  X)  '' 

ge'',         ai-c  (g 


arc  sin  ■ 


arc  sin  (logx)-, 
2t 


(sinj)-t=  > 
I 

X^^S", 


log  log  tg  .(■, 


1—61^-4-1»  i  —  ax 

cotg=  j  cos-  X 


1— a;= 
arccos  [ox  +  \/(l — a'-)(l  —  a;-)li  arctga    i 


cotg=  X  —  cos-  X 

—  1  are  cotg  x, 

X  I 


(arc  sin  x)  ' 
X+y/x 


(arc  tg  i;)'-''+'^', 


.  arc  tg  - 


3889.  —  Dérivée  de    L(cos  a; -+-isin  .r).    Kn  déduire  la  formule  d'Kuler. 

38î)0.  —  L'expression  de  la  surface  d'un  cercle  est  fonction  du  rayon.    Si  l'on  différcntie  son   expression,  on  obtient  la 

longueur  diî  la  circonférence.  Peut  on  trouver  directement  ce  résultat. 

3801 .  Étudier  les  variations  des  fonctions  suivantes  : 

x~hi  e^  1-.T  Lx  Ix  e'--i  ,     -J-  xLx  ' 

±-— ,  — .  .  ,  1  4X6'--!,  —; T' 

X-  —  1  X  a-  —  1  X''  X-  -h  1  X-  —  l 

i  /         i  V  ,  -T  flj-  i±f 

^,  (  1 -H ).  J  — logx,  -, >  a'^—x,         — >  xe'-J-, 

\         X  /  log„a;  X 

l±£  j-l 

xL(x'+px  +  q),  e'-^,  (x'- —5x+~)e',  Ly/l  —  J:^  xe    ^, 

L[s'  —  3x-^-2),  xe'°—',  10^  — lOOx,  a'-', 


{X  -+-  2)(x  -  3) 
(Lx)' 


arctgv/^~    .  Lcos.T, 

V   x  +  l 

L(x  -h  y/l  +  x'),  x-e-  • , 


tg3a 
tg2a; 


3H!)'2.  —  Trouver  une  fonction  continue  <f{x)  telle  que  l'on  ait,  quels  que  soient  xei  i/,    '?(x)'9{y)  —  o(.r  -f  y). 
38!»3.  —  Dans  la  formule    f(x  +  h)  =^  fiJ')   h  A/"(x4-0/i),    on  suppose  que  A  tend  vers  zéro.  Quelle  est  la  limite  de  9; 
généraliser. 

3804.  — Dérivées  successives  de    o(e'). 

3805.  — Dérivées  d'ordre  n  des  fonctions  :  x'e^,    e'^f(x),    (arcsina'i',    c   ■'. 

3800.  —  Dérivée  d'ordre  H  de    (x  —  a)"(x  —  6)".    Cas  où    o  —  b.    En  déduire  la  somme  des  carrés  des  coefllciiiits  du 
hliiome. 
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3897.  —  Soit    y  =  e\    y,  =  — '         ■    y.  =  — V,         . .  ■    Calculer  !/„. 

dx  dx 

3898.  —    Si    une    fonction    f{x)    S'annule    pour   n    valeurs  différentes  de  x  a,  li.    ...    l,  fix)    est    de    la   forme 

— — ^ f  "  {:■),    z  étant  compris  entre  le  plus  petit  et  le  plus  grand  des  nombres  a,  h,  . ..  l. 

3899.  —  On  considère  les  trois  fonctions 

ei  -h  e-^  e-r  —  e-i  S(.r) 

C,x)=— ^,  S,.,  =  ^p-,  T(x,=J-L. 

Calculer   les  dérivées  de  ces  fonctions.  Quelle  courbe  obtient-on  en  portant  en  abscisse    X  ^=  C(.r)    et  en  ordonnée 
Y  =  S(.r)  ?    Signification  géométrique  de  x. 

dy 

D 

3901 .  —  Valeurs  principales  des  infiniment  petits  : 

i 

x  sin(sin.r)  — sin-.r,  .r  —  tg.r,  ii  +  x)'' — e. 

3902.  —  Étant  donnée  la  fonction    u=  — — ■—  -H .     on  demande  Tordre   de  l'infiniment  petit  !/,  — 

x  —  ax—bx—c  X 

étant  l'inûniment  petit  principal.  Faire  en  sorte  que  Tordre  soit  le  plus  grand  possible.   Variation  de  y  pour  x  inQni. 

3903. —  ([.T)  étant  un  polynôme  qui  a  toutes  ses  racines  réelles  et  distinctes,  étudier  les  variations  de    »/ = Ordre 

infinitésimal  de  (/,   —  étant  Tinliniment  petit  principal. 

3904.  —  Développer  tgj;  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x. 

3905-  Développer  en  séries  les  fonctions  suivantes  : 
cos(x-+-a),  cos(ax-  +  b),  xL[a  ^  x),  arctga;,  e^^sina;,  e^cosa-,         cos'a-.         secr,         L  cosa;. 

3906.  —  Calculer  cos  10"  avec  douze  décimales  exactes,  en  employant  le  développement  en  séries. 

3907.  —Calculer   cos'20' à   -^  prts.  -1     x.   0  ,l\^ 

3908.  —  On  donne    LIO  =  2,3026,    calculer  L3  en  se  servant  dos  tables  ordinaires.       '-' & 

3909.  —  On  se  propose  d'arroser  un  jardin  circulaire  avec  Teau  d'un  puits  situé  sur  la  circonférence  de  ce  jardin. 
On  sait  que  le  prix  de  l'arrosage  d'un  élément  de  surface  est  proportionnel  à  Taire  de  cet  élément  et  à  sa  distance  au  puits  ; 
on  sait  également  que  le  pris  de  l'arrosage  de  Tunité  de  surface  située  à  Tunité  de  distance  est  égal  à  a  francs.  Trouver  le 
prix  total. 

11  1 

3910.  —  Démontrer  que  quand  n  augmente  indéfiniment  l'expression    l^"5"''""ï"'+"'- I-"    <*  une  limite. 

3911.  —  Limites  des  fonctions  suivantes  : 

1  —  sin' X  it  /  2  1    \"-'  .    „    .  (.r--li- 

— p ; —  pour  j;  =  — -.  M  -I- 1 pour  m  infini, pour    .r  =  1, 

<Jxco%-x     "  2  \  m         m'  !       ^  1  — cos-c   ^ 

1  —  sin^r                         -               I  tg.r  \  '■  -t 

—7=-—- —  pour    X  =  —,  pour     r  =  0,  (cosj^pour    x  =  0. 

\/X  COS"  I  2  \     X     I  t  \        1      r 

[R                             1                 TXJ-COS''!                                                                                Ij.  gjp    j,,i 
1  H 1 :r^ pour  m  infini,            — —  pour    x  =  0, 
m        m'  sin  a  J              '                                    (1  _  cos  .ri=   ^ 


\/x' 


■  1  —  v/x--t-  a,x  H-  2  pour  .r  infini.  I— |  pour    j- =  0. 


3912.  —  Dérivée  d'une   fonction   implicite.  Cas  où   Ti  fonction   y  est  liée  à  la  variable   x   par  Tune  des  équations 
suivantes  : 

I  I 

«      +e      =^x+y,  y^  —  xy  =  0,  e^ —  e^x  —  yf  =  0. 

.      ???^'  —  ?/  et  :  sont  deux  fonctions  de  x  définies  par  les  équations    x-  -i-y- +  z^~a-  =  0,    x  +«-+-:  =  0  ;    calculer 
les  différentielles  de  )/  et  de  î. 

?^^^;,  ~  Différentielle  totale  d'une  fonction  de  deux  variables.  Étant  données  deux  fonctions  f{x,  y)  et  'f  (.r,  y],  à  quelle 
condition  Texpression    fix,  y)dx  ■+-  <^(x,  y)dy    peut-elle  être  une  différentielle  totale  '?  ... 

f„„.H^*^;  ~  ""  ul°""^f   ''T''"'""*  ^^  '*  ^°'""^    /'''^"  X,.,  ...  x„  ...  x„|  =  0    qui  définissent   a-,,  x,.  ...  x„   comme 
fonctions  des  variables  indépendantes  x^„  x,^,,  ...  .r„.  Calculer  les  dérivées  partielles  du  premier  ordre  de  ces  fonctions. 

i^A^^f^A^T  !*'\"'  données  trois  équations  entre  x,  y.  3,  t,  u  qui  définissent  x.  y,  z  comme  fonctions  des  deux  variables 
indépendantes  (  et  u.  calculer  les  dérivées  partielles  de  x,  y,  z  par  rapport  à  t  et  m. 

tinn^H»V't~   On  donne    m  +  l    rel.ations  de  la  forme    f.<x,  y,  u,,  «.,  ...  «„,  2)  =  0  :    elles  définissent  :  comme  fonc- 
tion de  X  et  y  après  élimination  de  i<„  u„   ...  u,„.    Calculer  la  différenUelle  totale  de  :. 
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3918.  —  Discuter  les  équations  : 

a;3  —  a-  —  I  =  0  ;  a:'  —  a;'  —  4a;-  —  Sa;  —  3  =  0,  2.i;'  —3x-  —  2x+l  =0,         ix"-  —  x^  ~  x"-  —  x  —  l  =  0, 

a;8  4- a;°  +  a;- +  a  =  0,  a;' —  4a;' +  6a;2  — 4a;+ 5,  a;' —  8a;  —  24  =  0,  a;' —  a;  —  60  =  0, 

a;*  — a'  +  a;2  — a;+ I  =  0,  a;'"  —  3a;5  +  2  =  0,  4a;3  —  5a;  +  1  =  0,  4a;°  —  Sa;^  +  2  =  0, 

7a;'  — (2a; -4-1)3  =  0,  a;^  —  (a;  +  1)- =  0  ; 

xi'  ■+-  axi  -H  &  =  0,         a;'  +  pa;  -f-  î  =  0,         x'"  -^  px-  +  y  =  0,         a;''  +  /w;  '  +  <?  =  0, 

nx'^  —  a;""'  —  a;""-  —  •  •  •  —  x  —  1  ^  0  ; 

—  ■^— — +-J— -  =  0,  — 1 5_^H 1=0    (A,  B,  G  positifs)  ; 

X        X  —  I         X  —  2  X  —  a        X  —  b        x  —  c 

X — tga;  =  0,  x-(-cosa'  =  0,  sin  a;  —  2L  COSa; -)- 1  =  0,  x  —  aLa;  =  0. 

8910.  —  Calculer    ^—     pour  l'équation    œ'+px  +  ç  =  0. 

3920.  —  Calculer  la  somme  des  puissances  )|n"i(;s  des  racines  de  l'équation    x-  +  px  -\-q  =  0. 

3î>21.  —  Calculer    \;— 7    pour  l'équation    a;' +  3,r=  —  2.r  —  1=0. 

3922.  —  Soient  ai,  a.,  ...  a„  les  racines  de  l'équation    f(x)  z=  0,    on  considère  le  déterminant 

1      ai     aj      ...      a"~ 
1     aj     Or,      ...      a','~ 


1      a„     a},      .  .  .      a" 

lîst-ce  une  fonction  symétrique  des  racines'?  Calculer  le  carré  de  ce  déterminant  et  montrer  qu'il  est  égal  au  signe  près 
au  produit  n«.)rM---  /■(»")• 

3923.  —  Ktant  donnés  deux  polynômes  /"(x)  et  ç(a-),  calculer  ïçla),  a  étant  racine  de    {[x)  =  0. 

3924.  —  Calculer  Sa'  pour  a-'  -t-px-  +  gj  -H  r  =  0. 

3925.  —    Soient    a,,   a.,    ...  a„_|     les    racines    de    l'équation      ,x"~' -I- î;"~- -I- •••-+- a;  +  1 .      Calculer    le    produit 
(l-a,)(l-a,)...(l-a„_,). 

3926.  —  Calculer    'Z\a  —  h)-    pour    x' +  pi -1- ^  =  0 . 

3927.  —  Eliminer  x  entre  les  deux  équations    x'  +  px  +  q  =  0,    x^'  +  p'x  +  q'  =  0. 

3928.  —  Même  question  pour  les  équations    x^  +  px  +  q  =  0,    x'  -h  p'x  +  5'  =  0 . 

3929.  —  Même  question  pour    .t'  —  ;ij'  -(-  2  =:  0,    .T*  +  px'-  —  1  =  0. 

V'^      1                 V^      ^ 
3939.  —  Calculer       ▼, et       r , pour  une  équation  algébritiue  quelconque. 

3931.  —  Calculer     ^^^    pour  l'équation    /'(.x)  =  0. 

3932.  —  Calculer    i;(o  —  b|'(o  —  c)-'    pour  l'équation    ax^  +hx'-  ~ir  ex  +  d  =  f>. 

3933.  —  Calculer  ila'   pour    a;' —  2a; -1- 3  =  0. 

3934.  —  Calculer     V — ? pour    .t'  — 3j;  +  1^0. 

393').  —  Calculer     \jt^'    De  quelles  fonctions  entières  cette  fonction  est-elle  le  quotient? 

393(>.  —  Hésoudre  l'équation    a;'  —  3a;'  +  2j;  +  o  ^  0    sachant  que  le  produit  des  racines  est  égal  i\  1. 

3937.  —  Hésoudre  l'équation    x^ -¥  ax' +  bx'' -\- cx  +  d  =  0    sachaul   (|ue  la  somme  de  deux  racines  est  égale  à  la 
somme  des  deux  autres. 

3938.  —  Équation  aux  sommes  des  racines  deux  à  deux  de  l'équation    a;"  -t-  pa-  +  9  =  0. 

3939.  —  L'équallon  du  cinquième  degré  à  coefficients  rationnels  peut-elle  avoir  des  racines  nuilliples  irrationnelles  ? 

3940.  —  Ecrire  r|u'une  équation  du  septième  degré  admet  deux  racines  doubles  et  vme  racine  triple. 

3941 .  —  Si  une  é(|uation   à  coefftcienis  commensurables  admet  p  fois  la  racine    a  4-  \Jb,    elle  admet  p  fois  la  racine 

«  —  y///. 

3942.  —Condition  pr!ur  (|ue  l'équation    a;' +  aa;" -)- fc    ait  une  lacinc  douMe.    Uni'lle  foriiie  prend  alors    l'éciuation 'f 
PruI  ipii  la  résoudre'.' 

39'»3.  —  Hésoudre  une  équation  algébrique  sachant  que  les  racines  sont  en  progression  aritliniéli(|ue. 

39^i.  —  Somme  des  cubes  des  racines  de  l'équation    a-' -)- p.r -^- 9  —  0. 
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3945.  —On  donne  une  équation  algébrique  f{x)  =  0  qui  admet  a  pour  racine  simple.  Sachant  que  l'on  a 
fia)  =  0,  calculer  la  relation  qui  existe  entre  cette  racine  a  et  les  autres  racines  de  l'équation.  Appliquer  à  l'équation  du 
troisième  degré. 

3946.  —  Écrire  que  l'équation    x'  -i-  6px=  -f-  iqx  +  r  =  0    a  deux  racines  distinctes.  Résoudre  l'équation. 

3947.  —  Déterminer  le  polynôme  f{x)  de  moindre  degré  tel  que  l'on  ait  f{0)  =  f{0)  =  0,  f{[)  =  f'H)  =  i, 
f{2)  —  f'{2)  =  2,    et  construire  la  courbe    y  =  f[Ji:\. 

3948.  —  Soit  a  une  racine  de  la  dérivée  f'{x)  d'un  polynôme  fn).  Si  l'on  a  f(i]r[^}  >  0,  l'équation  f{x)  =  0  a  au 
moins  deux  racines  imaginaires. 

3949.  —  Étant  donnée  l'équation  x' -^  px- —  qx  —  r  =  0.  trouver  l'équation  transformée  en  a  —  x-.  Les  deux 
équations  peuvent-elles  être  identiques? 

3950.  —  Étant  donnée  l'équation  s' -i- px -t- g  =  0.  condition  pour  que  l'une  des  racines  soit  égale  au  carré  d'une 
autre.  Cette  condition  étant  remplie,  résoudre  l'équation. 

3951 .  —  .appliquer  la  méthode  de  Newton  pour  calculer  la  racine  positive  de  l'équation  J*  —  ô  =  0.  Se  servir  de  la 
règle  à  calcul . 

3952.  —  Décomposer  en  éléments  simples  les  fractions  rationnelles  suivantes  : 

i  Xi  1  x«  ^ fiX) 

x'  —  l'  {x—lnx  —  2)  '  {x  —  l\{x  —  2)  ...  (I  — n)  '  (X-  — Ir  '  (X- l)'(x-r-lr  '  J-' —  1  ' 

{f\x)  désignant  un  polynôme). 

3953.  —  On  donne  deux  polynômes,  /(x)  de  degré    m  — 2    et  5(x)  de  degré  m,  ayant  des  racines  simples  a,  b,  ...  l. 

Démontrer  qui'     V.    „   ,   =  0 . 

3954.  —  Calculer  les  intégrales  suivantes  : 

./    x>  —  i  ,  /     x'  —  1  J    x^—l  J    x'  —  i.  ,  '     x=  —  3x  -f- 2 

/"  J  -■-  3  r  dx  r     dx  r{x-hi)dx         r    dx 

J    x'  —  l    ^'  J    x'-^l'  J    X3  — Ix-f-e'  J     x(x  — 1)  '  ,/    (x*-i-l)»' 

/'      (2x^l)dj  r  dx  /'     dx  r    x-dx 

J    (X— l)-(x= -)-!)=  '  J    (x  +  l)'(x=-i-l|-  '  J    x~— l'  ,/    (x=  +  l)'' 

r    dx  r         xdx  r  x'  —  i  /'     x-dx 

J   x«  — 1  '  J    x=^llx-!-30  '  J    x'  —  l      '  J    {a'—x'-r'' 

/•  IX  -!-  ,3  r  dx  C  dx  

/  ^<  I     I  ^'  I     I  "'  fj2x-hldx, 

,'     y/ax'-hb  J    f/ax'-i-bx+c  J    t/x'-i-x+l 

/-•     (x-(-3)dx  /•       dx  r    3?dx  r    x-dx  r    x^dx 

f/l^^dx,  J  ^1==='  J  -^^==^  J    ^-^—^'  J    ^^5— j-'  J    ^T^T^' 

fsvD?xdx,  fsin'xdx,  fcos'xdx,  fcos'xdx,  fxcosxdx,  fx'cosxdx,  fsinxxcos^dx, 

/dx 
I  ^' 

3955.  —  Calculer    I„  =  fcaîT  Çds.     Trouver  une  loi  de  récurrence  entre   Im  et  U_;. 

II.  —  Trigonométrie. 

3956.  —  Calculer  tg  ^^  connaissant  sina.  Cas  particulier  où    sin  a  =:  1. 

5 

3957.  —  Calculer  cos  5a  en  fonction  de  tg  a. 

3958.  —Calculer  tg  —  connaissant  sina,    cos—  connaissant  tg  a,   cos  —  connaissant  tg--.   sin—  en  fonction  de 

's  "5"'    Ig —  connaissant  tg  a,    sin  —  a  en  fonction  de  cos -^  a. 

3 

3959.  —  Etant  donné    tga  =  5,  calculer  cos  yO. 

3960.  —  Former  l'équation  qui  donne  cos -r- connaissant  tga.  Cas  où  tga  est  infini.  Résoudre  l'équation  et  donner 

la  valeur  de  cos  -^-   Se  servir  de  la  règle  à  calcul. 
10 

3961.  —  Calculer  cos — -'   tg  — —  • 
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3962.  —  Calculer    S  cos  (±  fli  =fc  a;  =fc  «3  •■■  ±a„),    le  signe   -   s'appliquant  à  toutes  les  combinaisons  de  signes  qu'il 
est  possible  d'effectuer.  Étudier  d'abord  le  cas  de    n  =^  2. 

11  1  1 

396K.   —  Calculer  les  arcs    .r  =  4  arc  tg  — arctg— — -•     J/ =  2  arc  tg  — - -^  arc  tg —    En  déduire  le  calcul  de-. 

.0  239  3  7 

sinx  XX  X 

3964.  —  Montrer  que  est  la  limite  du  produit   cos  —  cos  —  ...  cos .   pour  x  infini. 

X  2  4  2" 

3965.  —  Eliminer  x  entre  les  équations 

a  sin  j; -i- 6  cos  X  ^  c,  a' tgx-i-6' cotgx  =  c. 

3966.  —  Sachant  que    2  cos  o  = 

3967.  —  Calculer  sin5i~  sans  se  servir  des  lables  de  logarithmes. 

3968.  —  Rendre  calculables  les  sommes 

S  =  cos  a  +  cos  (o  -4-  fc  )  -t-  cos  (a  +  2/»)  H h  cos  [a  -t-  {n  —  1  )A], 

S'  =  sin  a  +  sin  (a  -f-  ft)  +  sin  (a  +  2ft)  -i-  . . .  -<-  sin  [a  +  (n  —  1)A]. 

3969.  —    Rendre  calculable  :    1^      cos=p  — sin^g;         2'J      sin  A -f-sin  B  j- sin  C      en  supposant      A-4-B  +  C  =  -; 
3"    cos  a  —  cos 6 -h cos c    si    a-hb  ~c  =  —■ 

3970.  —  Démontrer  que  si    A  +  D-4-C  =  -    on  a    tgA  —  tgB  +  tg  C  =  tg  A  tg  B  tgC.     La  réciproque  est-elle  vraie  ? 

3971.  —  Résoudre  les  équations  suivantes  : 

sin  2x  —  sin  x  —  (cos  2x  —  cos  x)  =  1,  cosxl  1  -l-  tgx  tg  —  ]  =  a,  sin  ,r  sin  3x  =  a, 

sin  7x  —  sinx  =  sin3x,  sin  x -+- 2  cos  x  =  sec  x,  sin  x -+- sin  2x -t- sin  Sx  =  0, 

cos  X  +  cos  2x  +  cos  3x  =  0,  sin  x  -l-  sin  2x  -l-  .  •  ■  -t-  sin  mx  =  0,  arc  tg  x  -h  arc  tg  2.r  =  -J^  ■ 

3972    —  Résoudre  l'équation    v'sin  x -i- \/cos  x  =  1 .    Construire  géométriquement  les  racines  en  prenant  l'intersec- 
tion des  deux  courbes    x=-t-i/-  — 1,    \/x  +  </y  =  \. 

3973.  —  Résoudre  les  systèmes  d'équations  : 

ix-^y  =  a,  (sinx-sin!/=l,  (  tg  (x -^  y)  =  3. 

I  sinx -^  cos  (/=(.,  ^cosxcosi/  =  -.  /tg(x-s/)=:~ 

3974.  —  Des  trois  formules  analogues  à    a-  =  t-  -t-  c-  —  26c  cos  A,    déduire  directement  les  formules 

_^  =  _^=-^,  A-^B  +  C  =  .. 

sin  A         sin  B         sm  C 

3975.  —  A   l'aide  de  la  règle  à   calcul,  résoudre  un  triangle  connaissant    a  =  145n>,o,     B  =  SSo.SO'    C  =  62\t5'. 

8976.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant:  1°  le  périmètre  et  les  angles  :  2'  les  trois  hauteurs. 

sin  B  -t-  sin  C  „       . ,    ,  ...       ,    , 

3977.  —  Dans  un  triangle  on  a    sin  A  = — •     quelle  est  la  forme  du  triangle  ? 

cos  B  -I-  cos  L 

tg  A  sin=  A 

397S.  —  .Même  question  si  I  on  a     - — i-  =     .  . ..  • 
^  tg  B         sin- B 

3«>79.  _  Calculer    'J^^i,  Y'-  Solutions  analytique  et  trigononi étriqué.  Comparer  les  résultats. 

3980.  —  Étudier  les  équations: 

x'-'l  =  0,    .T'  — Ir^O,    x'  +  l  =  0,    x'=  — 1  =  0,    (x-i-l)~  — (x— IV  =  0,     (x-4-i)-  — (x  — i)"' =  0. 

3981.  —Calculer  la   somme    (1 -^.r)- -t-(l -+-j".x)'"  +  (l +;-x)'",    j  et  /-  étant  les  racines   cubiques   imaginaires   de 
l'unité,  et  m  désignant  un  exposant  entier  positif. 

3982.  —  Calculer     ^^   '  "     •   i  désignant  une  racine  de  l'équation    .r"  —  1  =  0.     et  (  une  quantité  fixe  plus  petite 

que  1 . 

3983.  —  Que  devient  la  formule  fondamentale  delà  trigonométrie  sphérique  quand  le  rayon  de  la   sphère  augmente 
indéllnimcnt,  les  longueurs  des  côtés  restant  fixes? 

III.  —  Géométrie  analytique  à  deux  dimensions. 

3984.  —  a,  p,  V.  ô  étant  des  longueurs  données,  construire 

x='-'-r'- 


C/inslruirc    x  =  — -•    x  ■= 
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3985.  —  Étant  données  les  coordonnées  de  deux  points  A  et  B  par  rapport  à  deux  axes  rectangulaires,  calculer  les 
coordonnées  d'un  point  C  tel  que  le  triangle  ABC  soit  équilatéral. 

3986.  —  Montrer  analytiquement  que  les  trois  bissectrices  d'un  triangle  sont  concourantes. 

3987.  —  Démontrer  que  les  deux  droites    Ax-  +  2Bxy  ■+-  Cy°  -h  '/..{x-  -\- y-]  =  0    ont  mêmes  bissectrices,  quel  que  soit  a. 

3988    —  Etant  pris  un  point  M  à  l'intérieur  d'un  triangle  AliC,  quel  est  le  lieu  décrit  par  ce  point  si  les  angles  CAM  et 
CBM  sont  égaux? 

3989.  —  Soient  P  et  y  les  points  de  contact  des  côtés   BA  et  .VC   d'un  triangle  ABC  avec  le  cercle  inscrit.  Lieu  des 
points  P  et  Q  lorsque  BC  restant  fixe,  le  point  A  se  déplace  de  manière  que  l'angle  BAC  soit  constant. 

1  1 

3990.  —  Condition  pour  que   les  deux  droites     —  ^  ai  cosw  +  6i  sinu,    —  =  a-  coso>  +  b:  sin <u    soient  perpendi- 
culaires. 

1  1  1 

3991.  — Condition  pour  que  les  trois  droites  — =:  a.  cosw -i- 6i  sin  w,    —  =  a.  cosu  +  6.  cosw,   —  ^fljcosw-t-hs  cosu 

P  ?  ? 

forment  un  triangle  équilatéral. 


3992.  —  Construire  les  courbes  qui  ont  pour  é(|uations  en  coordonnées  rectilignes  : 

X'                                                                               X  —  l 
y  =  —, 7. — —^  (points  d'inflexion),  y  = — .  y  - 


x'-^-Jx  +  i"                                     ■         (.r  +  l)(.T— 2)  {.r  — l)(.r  — 2)(,r  —  3) 

1  {x  —  \}{x-2) 

y-  =  x^  ~  i  (pomts  d'inflexion),  y=  — -.  y  = 7— < 

x^                         1111  X'                                  fT 

X-  —  1            ■'       X       a;  - 1        x  —  i       a;  -  3            ■'  i  —  x-            "'             y   x 

,   /  [x—l)[x-2)                              .  / x'-h5x-  —  i  .   I      X                                .T"" 

/  4'j;3  -f-  1                                          

y  =  2a;  —  1  -H  W  -^ .            y  ^  \l X -\- 1  -  \l X  '\-  \-,  y  =  x-  —  sjx' -+-  1 , 

, 5          1             1                                X-iX-'^i]  1 

y  =  v'i  — x-  +  —  -  -7-        y  =  —, — HT-'  y  ~ 


XX-  1  —  2,1;  a;  -+-  v^l  —  x- 

X  —  3 


y  =  y/ax  -t-  \/ax—  X-  (a  >  0),  y  =  x-  -\-ix-^l  -h 

=  -1. r  (quadrature),  y  =  -^ — -  (id). 


{X—l)(X  —  2) 

.r'  —  6.r  +  t 


x'-  —  1  '  j;=  —  1 

/     2x  y 

y  =  ^V/  YZZ —    (rayons  de  courbures  aux  points  de  rencontre  avec  la  bissectrice  des  axes),  .r  =  —  ^n-  —  y-    (rayon 

de  courbure  au  point  le  plus  haut),  y  =  \/x'-  —  1  —  </x'-  -+- 1 , 

Oay-  =  a;{a;  —  3a)'    (aire  de  la  boucle), 

y  =  L        '  (normale  passant  par  l'origine),  Lxly  =  K, 

v/a'-  -^  x- 

urbure), 

y  =  y—   (point  d'inflexion,  rayon  de  courbure  au  point  d'ordonnée  minimum),  j/  =  e^  -1-  rj-, 

2  arc  sin X—  3  arc  sin  y  =  0  (degré),  2  sin  x  —  3  sin  !/  =  0, 

22  il 

x'+y'  =  i,  a;'- +(/■-=!,  y'  —  x'  =  l,  x[x- —  y-)  +  x-  +  y- =  0, 

{X-  +  !/•-)='  —  ax-  =  0,  yx-  —  xy-  -i-  x  +  y  =  0,  x^'  +  y'  —  3a-y  =  0, 

■r'  +  1/^  —  3aa;.v  =  0  (aire  de  la  boucle),  x'y'  —  2x'y-  -1-  a;'  —  1  =0, 

s'  _  j/2  4-  33:y  =  0,  (x-  -+■  tf','  —  a-(x'-  —  y-)  =  0,  {■'■  —  3y)-y  —  2(x  +  y)[x  —  3y)  —  3a;  =  0, 

x'  —  ■2xy  -hy-  =  0  (point  d'ordonnée  maximum),  x-y-  —  t/»  ^  r'  =  0, 

x-y'  -h  xy-  -1-1  =  0,  xY-  —  '2y'  -+-  S.r'-  =  0,  i'  —  1/*  —  id'xy  —  0,  5x-y-  +  j/'  —  2j  =  0, 

y' —x' —  X- +y  =  0,  x'-hy'' —  Sax-y- =0,  fir'-i/'- +  j/' —  2j- =  0,  y^x -+- y' +  x- =  0, 

[x  -+-  y)-y  +  \x{x  +  y)  -i-  V  =  0,    x^  —  j/»  —  5ai"j/  =  0     (aire  comprise  entre  Ox.   une  branche  infinie  et  son  .asymptote)  ; 

X-  -hy^  =  e''  '"  '«  T    (construction  géométrique  de  la  tangente)      x  —  1/^  =  0 

(        _        21  I        _     I— <  l        _     2-K  I        _  _i!_ 

I   X  =  R(«  -  sin  «),  ""  -    )  ^  (»  ■  l-''-T+^'  )'^"~(1  — 0-"  |-''-|-«2' 

(   y  =  R(l  —  cos  (),  )       __   i  +  f-  j       _       fi  I       __    2  — t  )       _     t  —  2 
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I  I  — (3  ]'  ~  i-ht^  \     ~  n  —  ty  \     ~  («— i)(f  — 2) 

)  _  (2  J  _     1  -h  fi  )  _       t^-\-  1  )  _  <-+  I 

1  -+-  (  —  Lt  1    a-  =  3(-,  (aire  de  la  boucle). 

_        t  —  Lt  I    y=:Zt  —  fi, 

^  "~    l  +t  —  Lt  ' 

3993.  —  Asymptotes  de  la  courbe    (x  —  y)-{x-  -h  y'-)  ■+-  2(x'  —  rf)  —x-  =  0. 

3994.  —  Construire  la   courbe    y  —  f{x)cos  xx,    connaissant  la  courbe    y  =  f(x).    Points  où  les  deux  courbes  sont 
tangentes. 

3995.  —  Construire  les  courbes  qui  ont  pour  équations  en  coordonnées  polaires  ; 

1  cos  w  .   ,„  1  .1 

p  = ,  0  = 7  p  =  a  +  2Rcosu,  p=:COSl 

1  -H  sin  (D  +  cos  u             '         1  —  cos  u 
1  cos  u  sin  M  j    M 


cos2o. 


P  =  tg  u  tg  2w, 


1  —  sin  M  v'cos-  w  -t-  sin2  to  cos 


cos  2u  ' 

P  —  =■"  <- 

cos  M 

1 

1 

cos  2w 

''        cosu 

-+-cos2w  ' 

a 

1- 

b 

cos  u  ^  c  sin 

tù 

v/cosii)+ sin2w  cos^ 


(aire  comprise  entre  l'asymptote,  l'axe  Oy  et  la  branche  de   courbe  correspondant 


2 


-  \  1  1  11 

à      0<u<—    .  —  =  H-C0Sw,  p=a(a  —  2-),  —  =  to=  —  1,  p  =  uH ,  -=u(--o)), 

2  /  p  P  w  p 


p  =  - 

j    (enveloppe  des  normales),           p  : 

o'+pu 

>-hq. 

m 

=  w  cos  u  — 

p 

■sin  M       (asymptotes), 

p  = 

sin  ( 

cosu 

sin=  u 

«f 

)  +  a 

p 

°         0,2  —  a- 

>  —  a 

4 

■2t 

'         i-l^ 

3996.  — 

Construire  les  courbes  suivantes  et 

calculer  la  longueur  de 

l'arc  : 

m 

»( 

cos  w 

:(U>-X){u 


0)  <o-  '  W 

1 

3997.  —  Etudier  la  courbe    o  =Rcosu)-(--^^ — •    /■('■')  étant  un  polynôme.  A  quelles  conditions  cette  courbe  est-elle 

extérieure  au  cercle    p  ^  R  cos  u  ? 

3998.  —  Klant  donnée  la  courbe    p  =  — ■    étudier  les  tangentes  aux  points  de  rencontre  de  cette  courbe  et  d'une 
droite  passant  par  le  pôle. 

3999.  —  Ktudier  les  coniques  déQnies  par  les  équations 

(X  ^  2v  +  1  )=  4-  j/  -)-  2.r  —  1  =  0  (sommet),  y  =  3x±  \/\—x  —  lc-, 

2x''  -(-  ;/'  -+-  2xy  —  5x  —  iy-t-\  =  0  (directions  asymplotiques,  centre,  rôle  de  X), 
9x'  —  Sxy-^y-—2x-hy=0  (foyer),  ixy  —  2j;  —  2//  + 1  =  0  (foyers), 

•I''  —  ~i'!l  —  !/■  4  2j;  =  0  (foyers),  x'  —  ixy  -+-  iy  (rayon  de  courbure  aux  sommets  et  ii  l'origine), 

(X  -(-  ;/  -H  1)»  4-  2(x  —  !/)■-  —  l . 
/tOOU.  —   On   donne   un   cercle  et   une  sécante,  calculer  le  rapport  des  airos  des  deux  segments  déterminés  par  la 
sécante  dans  le  cercle.  Déterminer  la  sécante  de  manière  à  diviser  l'aire  du  cercle  en  moyenne  et  extrême  raison. 
•4001.  —  Équation  de  la  tangente  .^  la  courbe    p'cosu  —  2p(l -i-sin  w) -l-eos'u  =  0    au  point    w  =  0,  p=l. 
400*2.  —  Ivtudier  la  concavité  delà  courbe    y  ^x^  — 1. 

4003.  —  F.tant  donnée  la  courbe     p  =  cosuih »      calculer  l'aire  comprise  entre  la  courbe  et  son  asymptote. 

cosw 

4004.  —  Lieu  des  sommets  des  angles  droits  circonscrits  à  une  cycloïdo. 

4005.  —  Quel  est  le  nombre  maximum  de  points  doubles  d'une  courbe  de  degré   »i  '.' 
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4006.  —  Par  le  sommet  A  d'une  strophoide  droite  on  mène  une  sécante  rencontrant  la  courbe  en  P  et  Q.  Lieu  du  con- 
jugué harmonique  de  A  par  rapport  à  P  et  Q. 

4007.  —  Étant  donnés  deux  points  M  et  M'  infiniment  Toisins  sur  une  courbe,  démontrer  que  la  distance  du  point  M' 
à  la  tangente  au  point  M  est  du  deuxième  ordre  infinitésimal,  si  l'on  prend  Mil'  comme  infiniment  petit  principal. 

4008.  —  Diamètre  des  cordes  parallèles  à  la  direction    y — x  =  0    dans  la  courbe    y'  —  x^  —  x. 

4009 .  —  Lieu  des  milieux  des  cordes  parallèles  à  la  direction    j/  —  a;  =  0    dans  la  courbe    x'-hy'  —  3axy  =  0 . 

4010.  —  On  suppose  que  l'équation  d'une  courbe  est  mise  sous  la  forme  y=  cx  +  d-t-°(x),  3(.!:)  tendant  vers  zéro 
quand  x  croit  indéfiniment.  Ordre  de  l'infiniment  petit  =?(.!),  —  étant  l'infiniment  petit  principal.  Conditions  pour  qu'il  y  ait 
inflexion  à  l'infini. 

4011.  —  On  donne  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy  et  une  courbe  flx,y)  =  0.  Par  un  point  M  de  cette  courbe  on 
abaisse  des  perpendiculaires  MP  et  )IQ  sur  les  axes.  Enveloppe  de  la  droite  PQ.  Cas  où  f{x,y)  est  du  premier  degré. 

(i  l 2 

4012. —Étant  donnée  la  courbe    x=— --,    y= ^,     on  demande  de  construire  cette  courbe,  de  trouver 

1  —  t-  (1  —  /i- 

ses  points  doubles.  Tangente  au  point  de  rencontre  avec  Oi/.  On  projette  coniquement  la  courbe  sur  un  plan  de  façon  qu'il  n'y 
ait  plus  de  point  à  l'infini.  Quelle  p('Ut  être  la  forme  de  la  courbe  ? 

4013.  —  Chercher  la  racine  cubique  de  a-hbi  en  partant  de  l'égalité  [x +  yi)'' =  a  +  bi.  Définir  géométriquement 
les  solutions  par  l'intersection  de  deux  courbes. 

4014.  —  A,  B.  C,  D  étant  des    nombres    imaginaires  et  i  une  variable  réelle,  étudier  le  lieu  du  point  (.r,  7)  défini  par 

A~t-B: 
1  égalité    x-\-yi=   ^^^^    • 

4015.  —  Conditions  pour  que  les  deux  courbes    ((x,y]  =  0,     i.iix.y)  =0     se  coupent  à  angle  droit.    Cas  où  ces  courbes 

sont  des  cercles. 

4016.  —  Points  d'inflexion  de  la  courbe    //  =  j;"  +  bx'  +  ex-  -t-  dx  -H  e. 

4017.  — On  considère  une  circonférence  et  deux  diamètres  rectangulaires  AB  et  CD.  Sur 
la  tangente  en  un  point  M  on  prend  une  longueur  MP  =  arc  AM.  Lieu  du  point  P.  Calculer 
l'aire  comprise  entre  le  cercle,  la  courbe  et  la  tangente  CE. 

4018.  —  Montrer  que  si  une  courbe  plane  admet  deux  axes  de  symétrie  non  rectangulai- 
res, elle  en  admet  en  général  d'autres.  Y  a-t-il  des  courbes  algébriques  admettant  deux  axes 
de  symétrie  parallèles  ? 

4019.  — On  donne  un  cercle,  un  diamètre  AB  et  un  point  P  sur  ce  diamètre.  Trouver  sur 
le  cercle  un  point  M  tel  que  si  on  abaisse  MH  perpendiculaire  sur  AIJ,  le  rayon  MO  soit  bissec- 
trice de  l'angle  HMP. 

4020.  —  Quadrature  et  rectification  de  la  cycloïde. 

4021.—  On  considère  la  courbe    .v  := Calculer  la  longueur  de  l'arc.    On  faii  tourner  cette  courbe  autour  de 

Ox,  calculer  le  volume  engendré  compris  entre  deux  plans  perpendiculaires  à  Ox. 

4022.  —  p-  étant  le  nombre  des  normales  qu'on  peut  mener  d'un  point  à  une  courbe  de  degré  p,  pourquoi  n'y  en  a-t-il  plus 
que    p{p  —  l)    quand  ce  point  s'éloigne  à  l'infini  7 

4023.  —  Equation  aux  coefficients  angulaires  des  tangentes  issues  du  point  (a,^)  à  la  courbe    j/-  —  t^  =  0. 

4024.  —  Asymptotes  de  la  courbe  ?.(*',!/)  -1-  9i{x,y]  =  0,  les  fonctions  <p  étant  homogènes  et  d'un  degré  indiqué  par 
l'indice. 

4025.  —  Lieu  du  point  tel  que  les  tangentes  menées  de  ce  point  à  deux  cercles  fassent  un  angle  donné. 

4026.  —On  considère  la  courbe  y  =  a;^  Par  l'origine  0  on  mène  une  sécante  qui  rencontre  la  courbe  en  deux  points 
M  et  M',  et  on  prend  sur  cette  sécante  un   point  P  tel  que  l'on  ait 

MO  2ittP   _ 

lieu  du  point  P  quand  la  sécante  varie. 

4027.  —  Construire  la  courbe  xix- +  y']  —  ay- —  0 .  Parlorigine  on  mène  deux  droites  rectangulaires  qui  rencontrent 
la  courbe  en  A  et  B.  Lieu  du  milieu  de  AB. 

4028.  —  Enveloppe  des  courbes    f[x,y,'k)  =  0.  Cas  où  l'équation  peut  se  mettre  sous  la  forme    X  =  °{x,y). 

4029.  — Courbe  diamétrale  de  la  courbe  x' — y'—ia'xy^i).  Points  communs  à  la  courbe  donnée  et  à  la  courbe 
diamétrale . 

4030.  —  On  donne  deux  cercles  ayant  même  centre  0;  parce  point  on  mène  un  rayon  rencontrant  ces  cercles  en  des 
points  A  et  H  situés  d'un  même  côté  du  point  0.  Par  le  point  A  on  mène  une  parallèle  à  une  direction  donnée  et  par  le  point 
B  une  perpendiculaire  à  cette  droite.  Lieu  du  point  de  rencontre.  Tangente. 

4031.  —  Tangentes  menées  par  le  poinl  (i.p)  à  la  courbe    x^y-  =  a'.     Discussion. 

4032.  — Construire  la  courbe  .t' -1- )/'-+- 3ax)/ ^  0 .  Aire  de  la  boucle.  Aire  de  la  portion  de  plan  comprise  entre  la 
courbe  et  l'asymptote. 


20  QUESTIONS  POSÉES  AUX  EXAMENS  ORAUX  (1904) 


4033.  —  Étant   donnée  la    courbe    y  = ,    trouver  les  points  d'inflexion,  la   courbure  au  point  de  rencontre 

avec  Oy,  Taire  comprise  entre  la  courbe,  Oy  et  une  ordonnée.  Aire  totale.  La  partager  en  parties  égales  par  un  procédé  gra- 
phique. 

4034.  —  Construire  la  courbe  !/=2sina;— r.  Intersection  de  cette  courbe  avec  une  droite  passant  par  l'origine. 
Démontrer  que  les  tangentes  aux  points  d'intersection    sont  tangentes  à  une  courbe  algébrique. 

4035.  —  Construire  la  courbe  (x-h  y)-y  H-  x(x  +  y)+  i  =0.  Projeter  la  courbe  coniquement  de  façon  à  ramener  le 
point  double  à  distance  finie. 

4036.  —  Étudier  la  courbe  lieu  du  point  de  rencontre  des  deux  droites  .rsin  o-(-«cos9  =  — — -— ■    x  cos  o  +  j/sinç^O, 

i  ■  '         sui  2'^ 

quand  ç  varie. 

4037.—  Sur  la  bissectrice  d'un  angle  AOB  on  prend  une  longueur  OC  =  y/OÂTÔB,  on  fait  de  même  pour  les 
angles  AOC  et  COB.  En  continuant  ainsi  on  obtient  une  infinité  de  points  tels  que  C.  Sur  quelle  courbe  se  trouvent  tous  ces 
points. 

4038.  —  Points  de  rencontre  de  la  droite  M.r  -t-  r!/  +  w  =  0     et  de  la  courl)e    oc^y'  =  a'-'. 

4039.  —  Mener  par  l'origine  une  normale  à  la  courbe    x'y'i  =  1. 

4040.  —  On  donne  un  cercle,  un  rayon  fixe  OA  et  un  rayon  mobile  OB.  Lieu  du  point  de  concours  des  hauteurs  du 
triangle  OAB.  Aire  de  la  boucle. 

4041.  —  Vne  courbe  du  troisième  degré  peut-elle  avoir  deux  asymptotes  réelles  1 

4042.  —  Lieu  des  pôles  d'une  droite  par  rapport  aux  coniques  d'un  faisceau  ponctuel. 

4043.  —  La  normale  en  un  point  M  d'une  ellipse  rencontre  la  courbe  en  un  deuxième  point  .N.  Par  le  centre  0  de 
l'ellipse  on  mène  un  vecteur  équipollent  h  NM.  Lieu  de  l'extrémité  de  ce  vecteur. 

4044.  —  Lieu  des  foyers  des  paraboles  qui  ont  un  sommet  donné  et  sont  tangentes  à  une  droite. 

4045.  —  Étant  donnés  une  ellipse  et  un  cercle  concentrique,  on  leur  mène  une  tangente  commune  et  on  demande  le 
lieu  du  milieu  des  points  de  contact,  quand  le  rayon  du  cercle  varie. 

4046.  —  On  donne  une  ellipse  et  un  point  P  dans  son  plan  ;  par  ce  point  on  mène  une  sécante  PAB,  puis  par  le 
milieu  C  de  Ali  on  mène  une  perpendiculaire  à  AB  sur  laquelle  on  prend  une  longueur    CM  ^=  AB.     Lieu  du  point  M. 

4047.  —  D'un  point  M  on  mène  les  tangentes  MA  et  MB  à  une  conique;  lieu  du  point  M  tel  que    MA'  =  2MB. 

4048.  —  Lieu  des  centres  des  coniques  d'un  faisceau  ponctuel  /■-+->>?  =  0.  Nature  du  lieu.  Condition  pour  que  ce 
lieu  soit  un  cercle. 

4049.  —  Calculer  les  coordonnées  des  points  de  rencontre  des  tangentes  comijnunes  ii  deux  coniques.  Cas  particulier 
où  ces  coniques  sont  des  cercles. 

4050.  —  Équation  de   l'ensemble  des  tangentes  menées  à  l'hyperbole —  —  1  =0,     aux  points  de  rencontre 

fl-         b- 
.ivcc  la  droite    ux  +  vy — l  =  0. 

4051.  —  Lieu  du  foyer  d'une  parabole  de  grandeur  constante  tangente  en  un  point  fixe  à  une  droite  fixe. 

4052.  —  Par  les  extrémités  d'un  diamètre  variable  d'une  ellipse  on  mène  des  parallèles  à  deux  directions  fixes.  Lieu 
du  point  de  rencontre. 

4053.  —  Par  un  point  P  de  l'axe  r''cl  d'une  hyperbole  équilatère,  on  mène  une  perpendiculaire  à  cet  axe.  Aire  du 
sigment  limité  par  celte  corde. 

4054.  —  On  donne  une  ellipse  et  un  point  A.  On  joint  ce  point  k  un  point  P  variable  sur  l'ellipse  et  on  demande  le 
lieu  (hi  point  de  rencontre  de  la  tangente  en  P  et  de  la  perpendiculaire  menée  par  le  point  .\  à  AP.  Étude  géométrique 
ilu  lieu. 

4055.  —  Écrire  f|uc  la  droite  y  =ax+b  est  diagonale  du  rectangle  construit  sur  les  axes  de  la  conii|ue 
2j-=  —  ^xy  ■+■  \)y-  —  2.r  —  1  =  0 . 

4056.  —  Construire  une  hyperbole  connaissant  les  asymptotes  et  un  point.  Généraliser  la  construction  pour  une 
conique  définie  par   deux  tangentes,  les  points  de  contact,  et  un  point  quelconque. 

4057.  —  Lieu  d'un  point  tel  que  sa  distance  à  sa  polaire  par  rapport  hune  ellipse  ait  une  valeur  donnée. 

4058.  —  A  quelle  condition  la  droite  P  =  0  couperat-elle  la  conique  f{x,y)  =  0  en  deux  points  qui  soient  les 
extrémités  de  deux  diamètres  conjugués  ?  Enveloppe  de  la  droite  en  supposant  la  conique  rapportée  à  ses  axes. 

4059.  —  Écrire  que  la  droite    nx  -t-  vy  +  w  =  0    est  asymptote  de  la  conique    f{.r,  y)  —  0. 

4060.  —  Étudier  la  variation  d'une  corde  d'une  conique  passant  par  un  point  fixe. 

4061.  —  Longueur  de  l'arc  d'une  parabole. 

4062.  —  É(|ualion  générale  des  paraboles  tangentes  il  l'axe  des  ;/  et  passant  par  deux  points  de  l'axe  des  x  .  Combien 
pns.sc-l-il  de  ces  paraboles  par  un  point  du  plan?  Lieu  des  sommets. 

4063.  —  Paraboles  passant  par  (luatrc  points  ;  discuter  leur  réalité. 

4064.  —    Knveloppe   de   la    droite      —   t   -i 1=0,    a  et  fc  vérifiant  la  relation     ,V -h  lii' =  ki' .     Cas  particuliers 

ni)  '  ■ 

pi,    p  =  2.     Dans  re  di'rniiT  cas,   raliuln   liiire  limitée  par  la  courbe. 
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4065.  —  On  donne  un  triangle  ABC.    Les  côtés  BA  et  BC  sont  deux  demi-diamètres  conjugués  d'une  ellipse.  C\  et  CE 
sont  deux  demi-diamètres  conjugués  d'une  deuxième  ellipse.  Comment  se  coupent  ces  deux  ellipses  ? 

4066.  —  Soit  0  le  sommet  d'une  parabole  et  .M  un  point  quelconque  de  cette  courlie.  Lieu  du   point  de  rencontre  de 
la  normale  au  point  M  et  de  la  perpendiculaire  à  OM  menée  par  le  point  0. 

x'-         y- 

4067.  —  On  donne  une  ellipse    — :: — -  -r, 1  =  0    et  un  point   M   (z,  ,i).    Trouver  l'équation  de  l'ellipse  homofocale 

passant  par  M.  Grand  axe  de  cette  ellipse. 

a-x-  b-y^ 

4068.  —  Enveloppe  des  coniques  ——, rrr  +  TT.; ^rr  =  1- 

[a-  +  A)'         (6-  H-  Ky 

4069.  —  Équation  générale  des  hyperboles  équilatères  tangentes  à  deux  droites  et  passant  par  un  point. 

4070.  —  Lieu  des  pôles  d'une  droite  llxe  par  rapport  aux  cercles  tangents  à  deux  droites. 

4071.  —  Dans  une  parabole  trouver  la  normale  qui  détache  la  corde  de  longueur  minimum. 

4072.  —  Par  le  foyer  d'une  parabole  on  mène  une  corde  quelconque  MM'.  Enveloppe  du  cercle  décrit  sur  .M.M'  comme 
diamètre. 

4073.  —  Etant  donnés  une  ellipse  et  un  point  extérieur,  calculer  les  longueurs  des  tangentes  menées  de  ce   point  à 
l'ellipse.  Lieu  des  points  tels  que  le  produit  de  ces  longueurs  soit  constant. 

4074.  —  Même  problème  pour  les  normales. 

4075.  —  Lieu  des  milieux  des  cordes  normales  à  une  parabole. 

4076.  —  Une  eUipse  de  grandeur  donnée  tourne  autour  de  son  centre,   on    lui  mène    une  tangente  parallèle   à    une 
direction  donnée  ;  lieu  du  point  de  contact. 

4077.  —  Rayon  de  courbure  en  un  point;  1°  d'une  ellipse  ;  2°  de  la  courbe    xy  =  o*. 

4078    —  Lieu  des  foyers  des  paraboles  de  grandeur  constante  tangentes  à  deux  droites  données. 

4079.  —  Lieu  des  centres  des  elhpses  de  grandeur  constante  qui  touchent  deux  droites  données  quelconques. 

4080.  —  On  donne  une  parabole  et  deux  droites  fixes  A  et  A'  dans  son  plan.    Un  diamètre  variable  rencontre  la  para- 
bole en  C  et  les  droites  en  D  et  D'.  On  prend  sur  le  diamètre  le  point  C  tel  que  DC  =  DC  Lieu  du  point  C. 


4081.  —   Démontrer   que   l'équation    générale  des  cercles    tangents    à    l'ellipse    —r-^-^r-  —1=0      au     point 


(X —  a  cos  '-)=  —  (y  —  6  sin  o)'^  2À(  -^cos^  — -^  sin  o  —  1  )  =  o. 
Va         •        b         ■  / 

4082.  —  Lieu  des  centres  des  cercles  tangents  à  une  hyperbole  équilatère  et  à  l'une  des  asymptotes. 

4083.  —  Équation  du  cercle  osculateur  en  un  point  d'une  ellipse. 

4084.  —  Trouver  l'aire  d'une  ellipse  définie  par  son  équation  générale. 

408Ô.  —  Lieu  des  foyers  des  hyperboles  équilatères  passant  par  les  points  de  rencontre  d'une  ellipse  et   de  deux  dia- 
mètres conjugués  variables. 

4086.  —  Lieu  des  sommets  d'une  ellipse  de  grandeur  constante  qui  glisse  sur  deux  droites  rectangulaires. 

4087 .  —  Lieu  des  sommets    des    angles  de  grandeur  donnée  circonscrits  à  une  conique.  Cas  de  la  parabole.  Solution 
géométrique. 

4088.  —  Lieu  des  points  de  concours  des  tangentes  communes  à  une  ellipse  et  à  un  cercle  de  rayon  variable  et  dont  le 
centre  est  un  point  llxe  situé  sur  l'ellipse. 

4089.  —  Lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  d'un  point  fixe  à  une  ellipse  do  grandeur  constante,  qui  tourne 
autour  de  son  centre. 

4090.  —  Knveloppe  des  directrices  des  hyperboles  ayant  une  iisymptote  et  un  foyer  donnés. 

4091.  —  Lieu  des  points  de  concours  des  normales  à  une  ellipse  aux  extrémités  de  deux  diamètres  conjugués. 

4092.  —  Kquation  générale  des  paraboles  de  grandeur  donnée  ayant  leur  foyer  à  l'origine.  Lieu  des  points  de  contact 
des  tangentes  à  ces  paraboles  parallèles  à  une  direction  donnée. 

4093.  —  Par  les  pieds  des  normales  issues  d'un  point  à  une  ellipse  on  peut  faire  passer  deux  paraboles.   Calculer  les 
coordonnées  du  point  de  rencontre  de  leurs  axes. 

4094.  —  Lieu  des  centres  des  cercles  tangents  à  une  ellipse  et  à  deux  diamètres  conjugués. 

4095.  —  Lieu  des  foyers  des  hyperboles  équilatères  passant  par  trois  points. 

4096.  —  Par  un  point  M  dune  ellipse  on  mène  deux  cordes  Ml'  el  MQ  symétriques  par  rapport  à  la  normale  au  point 
M.  Démontrer  que  la  droite  PQ  passe  par  un  point  fixe. 

4097.  —  Un  foyer  d'une  conique  décrit  une  droite,  la  directrice  correspondante  tourne  autour  d'un  point  fixe.  Cette 
conique  admet  de  plus  comme  asymptote  une  droite  donnée.  Trouver  l'enveloppe  de  la  2»  directrice. 

4098.  —  Lieu  des  milieux  des  cordes  d'une  ellipse  passant  par  un   point.    Même  problème  pour  une   conique  quel- 
conque. Cas  où  cette  conique  se  compose  de  deux  droites. 

4099.  —  Lieu  des  centres  des  coniques  passant  par  trois  points  et  tangentes  à  une  droite. 
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4100.  —  Lieu  du  centre  d'une  hyperbole  de  grandeur  donnée  tangente  à  deux  droites. 

4101.  —  Lieu  des  symétriques  du  centre  d'une  ellipse  par  rapport  aux  tangentes. 

4102.  —  Sur  une  corde  AB  d'une  ellipse  on  prend  un  point  C  tel  que  AC  =  — -•  Lieu  du  point  C  quand  la  corde 
AB  se  déplace  parallèlement  à  elle-même. 

4103.  —  Lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  par  un  point  aux  coniques  d'un  faisceau  ponctuel  (ou  tangentiel). 

4104.  —  Sur  la  tangente  en  un  point  A  d'une  ellipse  de  centre  0  on  prend  une  longueur  AM  =  OA.  Lieu  du  point 
M  quand  le  point  A  décrit  l'ellipse.  Sur  la  même  tangente  on  porte  une  longueur  AM'  égale  au  demi-diamètre  conjugué  de 
0.\.  lii'U  du  point  M'. 

4105.  —  Construire  une  hyperbole  connaissant  les  directrices  asyraptotiques  et  trois  points. 

4106.  —  Lieu  des  sommets  des  angles  droits  circonscrits  à  une  conique.  Que  peut-on  dire  des  cercles  orthoptiques  des 
coniques  d'un  faisceau  tangentiel  ? 

4107.    Écrire    qu'une  conique   est  normale  aux    deux    axes    de   coordonnées    et    a   pour    directrice    la   droite 

U.T  -h  tij  —  l  =  0 . 

4108.  —  On  mène  à  une  cissoïde  deux  tangentes  parallèles  à  deux  diamètres  conjugués  dune  conique.  Lieu  de  leur 
point  de  rencontre. 

4109.  —  Écrire  que  la  droite    ux  +  vy  —  i  =0    est  axe  de  la  conique    f(x,  y)  =  0. 

4110.  —  Condition  pour  que  la  droite    ux-hvy  — 1  =  0    ne  rencontre  pas  la  conique    3x- —2xy  — y- —  2x  =  0. 

4111.  —  Tangente  au  sommet  de  la  parabole    f{x,  y)  =  0. 

4112.  —  Lieu  des  foyers  des  coniques  tangentes  à  quatre  droites. 

4113.  —  D'un  point  M  d'une  elhpse,  on  abaisse  MP  perpendiculaire  sur  une  directrice,  et  on  mène  la  normale  MN 
limitée  en  .\  à  l'axe  focal.  Enveloppe  de  la  droite  NP. 

4114.  —  Équation  générale  des  coniques  ayant  un  foyer  et  une  directrice  donnés.  D'un  point  fixe  on  abaisse  des  per- 
pendiculaires sur  les  polaires  de  ce  point  par  rapport  aux  coniques.  Lieu  des  pieds. 

4115.  —  Ktant  donnée  une  ellipse,  on  mène  une  tangente  et  une  normale  faisant  un  angle  donné  ;  lieu  du  point  de  ren- 
contre de  ces  deux  droites. 

4116.  —  On  donne  une  conique  fixe  (C)  et  deux  points  fixes  A  et  B  de  cette  conique,  et  on  considère  une  conique 
variable  passant  par  A  et  H  et  tangente  en  ces  points  à  deux  droites  fixes.  Cette  conique  rencontre  (C)  en  deux  autres  points 
M  et  .N.  Démontrer  que  la  droite  MN  passe  par  un  point  fixe. 

4117.  —  Déterminer  une  hyperbole  équilatère  tangente  à  deux  droites  données  en  deux  points  donnés. 
■^118.  —  Construire  une  conique  connaissant  quatre  tangentes  et  un  point  du  cercle  de  Monge. 

4119.  —  Équation  générale  des  coniques  conju^'uées  par  rapport  au  trianj,'le  formé  par  les  .axes  de  coordonnées  et  la 
X        y 

droite     — •  -^  -, 1=0. 

a         b 

4120.  —  Construire  une  conique  connaissant  trois  points  et  un  foyer.  Discussion.  Nature  des  solutions. 

4121.  —  Foyers  delà  conique    x"  *- y-  —  a-  —  0,    les  axes  de  coordonnées  faisant  l'angle  -^• 

4122.  —  Aire  comprise  entre  la  parabole  et  sa  développée. 

4123.  —  Aire  comprise  entre  les  deux  courbes    y-  —  2px  =  0,    x'  — 2pi/  =  0. 

.r=  -h  .r  X-  -t-y 

W'ii    —  (Construire  les  deux  coniques     —, =  a,      ^^ =6.      Points  communs  a  ces  coniques. 

y--k-y  y+x 

4125.  —  Équation  générale  des  coniques  ayant  des  directions  asymptotiques  données  et  langentesà  deux  droites.  Lieu 
des  centres. 

4126.  —  Knveloppe  des  ellipses  d'aire  constante  ayant  pour  axes  deux  droites  données. 

4127.  —  Diamètres  conjugués  communs  à  deux  coniques  concentriques.  Discuter. 

'il2H.  —  Lieu  du  centre  d'une  ellipse  de  grandeur  constante  tangente  en  un  point  donné  à  une  droite  donnée. 
4120.  —  Étant  donnée  une  conique  rapportée  à  des  axes  rectangulaires  et  ayant  pour  équation    ((x,  y)  =  0,    peut-on 

détermincrlcsdirectricesdecetteconiquesanscalcuIerlesfoyers'.'Casparticuliersoùréquationalaforme    — r  +  -h *  =  "i 

a-         0- 
Ixy  —  a'  =  0,    y''  —  2px  =  0. 

4130.  —  Lieu  des  sommets  des  angles  droils  dont  les  cdtés  sont  normaux  à  une  conique. 

4131 .  —  Soient  A  et  B  les  points  où  les  tangentes  menées  à  une  ellipse  par  un  point  M  rencontrent  le  grand  axe.  Lieu 
du  point  M  ([uanil  l'aire  du  triangle  MAB  est  constante.  Lieu  du  centre  de  gravité  de  cette  aire. 

IV.  —  Géométrie  analytique  à  trois  dimensions. 

'il32.  —  On  donne  les  trois  formules  .le  transforinalion 

x'  —  ax  -h  by  -h  cz, 
}/■  =  a'x  +  b'y  ■¥■  c'z. 
z'  =  a'x  -+■  b'y  ■+■  c'î, 
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et  la  relation 

X-  -h  y-  -h  z-  =^  x'-  +•  y'^  +  :'-  : 
démontrer  que  ces  formules  sont  relatives  à  une  transformation  de  coordonnées  rectangulaires. 

4133.  —  Calculer  la  plus  courte  distance  des  deux  droites 

[     X  =  Z  +  i,  i     X  =  l, 

et  ] 

(    y  =  z-l.  I    ii  =  z-h2. 

4134.  —Distance    du    point    (j„,    »/„,    3„)    à    la    droite   définie    par   les    deux   équations    Aa; -l- Bi/ +  C: -H  D  =  0 . 
X'x  -h  B'y  +  C:  +  D'  =  0.    Équations  de  la  perpendiculairi'. 

4135.  —  Distance  du  point  (2,  3,  4)  à  la  droite    x  =  j/  =  :. 

X         V         z        X  y         z 

4136.  —  Bissectrices  de  l'angle  des  deux  droites      —  =  —  =  — t     -^  :=  —  =  —^■ 

a  p  Y         a  ?  r 

^1       y — î/i       s — Il  X  —  X-!       y  —  yt       z — 5.. 


4137 .  —  Étant  données  les  équations  de  deux  droites 
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trouver  les  équations  de  la  perpendiculaire  commune,  sa  longueur,  les  coordonnées  de  ses  pieds. 

X  —  Xq         y  —  y  z  —  ~o 

4138.  —  D'un  point  M  (i,  ,3,  y)  on  abaisse  une  perpendiculaire  Ml'  sur  la  droite     ^ = ^     et 

abc 
on  prolonge  cette  perpendiculaire  d'une  longueur  PQ  égale  à  2  MP.  Calculer  les  coordonnées  du  point  Q. 

4139.  —  Symétrique  d'un  point  par  rapport  à  un  plan  ou  par  rapport  à  une  droite. 

4140.  —  Démontrer  que  les  plans  bissecteurs  d'un  trièdre  passent  par  une  même  droite. 

4141.  —  Condition  pour  que  les  équations 

qz  —  ry  =  p',     rx  —  pz  =  q',    py  —  qx  =  r' 
représentent  les  projections  d'une  même  droite  sur  les  trois  plans  de  coordonnées. 

4142.  —  On  donne  une  droite  D  et  un  point  M  ;  on  abaisse  MN  perpendiculaire  sui'  I).  A  partir  de  N  on  prend  sur  la 
droite  une  longueur  iNP  =  a,  et  par  le  point  1*  on  mène  une  perpendiculaire  nu  plan  P.MN  sur  laquelle  on  prend 
PH  =  MN.     Coordonnées  du  point  H. 

4143.  —  On  donne  trois  plans  P  :=  0,  Q  ^  0,  R  —  0  parallèles  à  une  même  droite.  Que  représente  l'équation 
:■?+?«  +  '.-R  =  0  ? 

4144.  — Trouver  les  cosinus  directeurs  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  (Xu,  »/o,  :„)  sur  la  droite 
X          y  z 

a         b         c 

4145.  —  Volume  d'un  tétraèdre  connaissant  les  équations  des  faces. 

4146.  —  Dans  un  tétraèdre  0.\BC  on  donne  OA  =  a,  OB  =  6,  OC  =  c  puis  1500  =  /,,  COA  =  (i,  AÔB  =  v. 
Calculer  le  volume  du  tétraèdre. 

4147.  —  Étant  donné  un  trièdre  trirectangle  Ox,  Oy,  Oz,  déterminer  un  plan  coupant  ce  Irièdre  suivant  un  triangle 
égal  à  un  triangle  donné. 

4148.  —  On  donne  trois  axes  rectangulaires  et  une  droite  D  passant  par  l'origine  —  =  ^  =  —  •  On  t'ait  tourner 
un  point  M  {x,  y,  z)  de  43»  autour  de  la  droite.  Calculer  les  coordonnées  du  point  après  la  rotation. 

4149.  —  Étant  donnée  la  droite  ux  +  vy  +  icz  +  r  =  0,  u'x-t-v'y-i-w'Z'i-r'^O,  on  demande  de  calculer  la 
distance  de  l'origine  à  cette  droite  et  les  plus  courtes  distance»  de  cette  droite  aux  axes  de  coordonnées. 

4150.  —  Équation  de  la  surface  engendrée  par  Li  courbe  y  =  0,  xz  —  a-  =  0  tournant  autour  de  0:.  On  circons- 
crit h  cette  surface  un  cône  de  sommet  (a,  (3,  7).  Equations  delà  courbe  de  contact. 

4151.  —  Équation  de  la  surface  engendrée  par  la  droite    '  =       ,   '  '   =  — — —     tournant  autour  de  la  droite 

"  0,  fci  Cl 

.r  — Xo  y—y,_z—Z, 
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4152.  —  On  donne  dans  le  plan  des  xy  l'ellipse  ~-h  — 1  =  0  et  deux  droites  dans  l'espace.  On  demande  le  lieu  des 

a-         b- 
droiles  s'appuyant  sur  les  deux  droites  et  sur  l'ellipse. 

4153.  —  Équation  d'un  cône  circonscrit  aux  deux  sphères 

^x  -  ^r-  -+-  (y -  ?j-  +  (=  -  -fV  -  R-^  =  0,  {X-  xr  +  (y-  ?r  +  (3  - T?  -  R"-  =  »• 

4154.  —  On  donne  une  ellipse  et  une  droite  passant  par  son  centre  et  non  située  dans  son  plan.   Par  les  divers  points 
de  la  droite  on  mène  des  normales  à  l'ellipse  et  on  demande  le  lieu  de  ces  normales. 

4155.  —  Étant  données  deux  surfaces  du  deuxième  degré,  existe-t-il  des  points  de  leur  intersection  où  elles  se  coupent 
à  angle  droit  ? 

4156.  —  Lieu  des  droites  rencontrant  deux  droites  données  et  fais.ant  avec  l'une  d'elles  un  angle  donné. 

4157.  —   On   considère  la  surface     x'-h  y'-h  Z'~3xyz  —  \.      On  mène  la  normale  en  un  point  et  on  calcule  la  plus 
courte  distance  de  cette  normale  et  de  la  droite    x  =  </  —  i.    Expliquer  le  résultat.  Démontrer  directement  que  la  surface 

est  de  révolution. 
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4158.  —  CondUion  pour  que  deux  surfaces  soient  orthogonales  en  tous  leurs  points  d'intersection. 
4159-  —  P,  Q,  R,  P',  Q',  R'    étant  des  fonctions  linéaires  de  x,  y,  z  et  À  un  paramètre  variable, onconsidère  les  plans 
déOnis  par  les  équations     "a-P  +  >.Q  -h  R  =  0,    À-P'  +  XQ'  -l-R'  =  0.    Trouver  le  lieu  de  l'intersection  des  deux  plans.  On 

considère  les  points  de  cette  surface  vérifiant  les  équations     —  :=  —■  ^  — •■     Us  forment  une  ligne.  On  prend  un  point 
^01  Voi  -0  sur  cette  ligne  et  on  demande  le  plan  tangent  en  ce  point  à  la  surface. 

4160.  —  Trouver  le  volume  du  solide  commun  à  deu-x  cylindres  de  révolution  égau.v  et  dont  les  axes  sont  perpendi- 
culaires. 

4161.  —  On  fait  tourner  la  courbe  a-  z=  R(l  -i-  cos  o)  y  =  R  sin  c,  i  ^  ko  autour  de  Os.  Équation  de  la  surface 
engendrée.  Courbe  de  contact  du  cylindre  circonscrit  parallèlement  à  une  direction  donnée. 

y  - 

4162.  —  Plan  tangent  en  un  point  de  la  surface    x-  sin-;^  =  y-e'  ■ 

4163.  —  Une  droite  est  assujettie  à  être  parallèle  au  plan  xOy,  à  rencontrer  0:  et  à  être  tangente  à  une  sphère  dont 
le  centre  est  sur  Ox.  Surface  engendrée.  Épure  en  supposant  horizontal  le  plan  xOy.  Déterminer  un  point  de  la  surface. 
Section  plane. 

4164.  —  Si  on  écrit  qu'une  surface  du  troisième  ordre  passe  par  un  cercle,  combien  a-t-on  de  conditions  '? 

4165.  —  On  donne  une  droite  variable  dépendant  d'un  paramètre  (.  on  donne  à  ce  paramètre  un  accroissement  infini- 
ment petit  ft,  pris  comme  infiniment  petit  principal.  Calculer  l'ordre  infinitésimal  de  l'angle  des  deux  droites  et  de  leur 
plus  courte  distance. 

-4166.  —  Étant  donnée  une  surface  définie  par  les  équations 

X  =  fdl,  M),.  y  =  m,  u),  z  —  U[t,  u), 

déterminer  le  plan  tangent  en  un  point  de  cette  surface. 

Cas  particulier  où  l'on  a    a;  —  p  cos  u,    y  =  psin  m,    :  =  [{p,  <•)'. 

4167.  —  Lieu  engendré  par  les  tangentes  à  la  courbe    .r  =  a  cos  t.    ?/  =  asin  (,    z  ^  bt. 

4168.  —  On  donne  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires.  Par  l'origine  on  mène  une  droite  sur  laquelle  on  prend 
trois  points  A,  R,  C.  Par  .\  on  mène  un  plan  perpendiculaire  à  la  droite  rencontrant  Ox  en  X',  par  B  un  plan  perpendicu- 
laire a  la  droite  rencontrant  Oj/  en  15'  et  enfin  par  C  un  plan  perpendiculaire  h  la  même  droite  rencontrant  0:  en  C .  Knve- 
loppe  du  plan  A'B'C  quand  la  droite  OABC  tourne  autour  du  point  0,  les  distances  des  points  A,  B,  C  au  point  0  étant 
constantes.  Point  de  contact  du  plan  A'B'C  avec  son  enveloppe. 

4169.  —  On  donne  une  conique  dans  un  plan  perijendiculaire  au  plan  xOz,  elle  est  définie  par  sa  projection  sur 
le  plan  xOy.  Kqualion  de  la  surface  engendrée  par  cette  conique  tournant  autour  de  0:.  La  surface  a-t-elle  des  parallèles 
doubles  ?  Section  de  la  surface  par  le  plan  de  la  conique. 

4170.  —  Sommet  de  la  parabole    y-  —  2px  =  0,    ux-hvy+  tes  =  0. 

4171 .  —  Surface  engendrée  par  un  cercle  quelconque  de  l'espace  tournant  autour  de  0:. 

4172.  —  Équation  du  cône  supplémentaire  d'un  cône  donné. 

4173.  —  Cône  circonscrit  h  la  sphère  (x—Xo)'-t-{y  —  yo)'-i-{z  —  :„)=  — R'-  —  0  ayant  pour  sommet  le  point  (a,  b,  c). 
Angle  au  sommet  de  ce  cône. 

4174.— Les  troiséquations  f,(x,  y,  z,  t,  u)  =  0,  f:{.T,  y,  :,  t,  u)  =  0,  f^x,  y,  z,  I,  u)  =  0  déterminent  x,  y,  z  comme 
fonctions  des  variables  indépendantes  l  et  ti.  Le  point  (j,  ;/,  ;)  décrit  une  surface.  Plan  tangent  en  un  point  de  cette  surface. 

4175.  —  Étudier  les  quadri(|ues  : 

X-  -t-  y'^  -1-3-  —  iyz  —  'tzx  —  ixy  —  1^0     (longueurs  des  axes), 
î-  —xy  =  0     (sections  circulaires),  (j;  +  y  -|-  z)-  +-  (a;  +  i/)-  +  iy  =z  0,    (paramètres  des  paraboles    principales), 

3a»  +  j/2  -^-  4;'-!  +  iyz  +  izx  -h2xy  +  ih:  +  l  =  0,  {y  —  s)^-\-{z  —  a;)-'  +  (a;  —  i/)-  =  1 , 

{x  +  y—zf—2x+iy  +  2z  =  0     (réduction),  (x  —  2yf-h(iy  —  23y^+{x—zy^—{,  yz  +  zx-\-xy  —  l=^Q, 

{x-i-y)(î  —  x)  =  (x  —  y)iz  +  X  -h  [),  (a;4-y)'- -)- (y  — î)'- —  2x  — 2;/ —  2i  =  0,  {x  +  y—l)^-\-{z  —  xy^  =  l 

(Axes  et  réduction),    x- -)- 3j/- —  l'y;  +  2a;  —  2i/ —  1  =  0     (réduction),  (a;-)-j/)(i/  — 2j)  =  (î  — l)(a;+2y  — ;  +  !), 

x^  +  y''-i-i^  —  2{x  +  y  +  z]'  =  i,  {x  +  y)(x —  y -h  i)  —  2z  =  0,  {x —  2zy- =  {z  — 2x)y, 

ax'  -t-  by-  ■+- cz-  —  2ayi  —  ibxz  —  2cxy  =  I ,  {a-  +  b'  +  c^  =  ^,     a  +  b  +  c  —  0). 

a;- -H  2y- +  3;- —  2x1/ +  4a; -f-  2y +X  =  0,  x-  +  y'^  +  s'^  +  i{yî  +  zx -h xy)  +1  =  0, 

x(y  -{-  z)  z=  X -i- y -i-  z     (axes  de  la  section  droite), 

œ»  -)-  ?/-  -t-  z-  —  2ayz  —  Ibsx  —  'icxy  =  l  (a-  +  b- +  c-  =  3,     abc  =  I), 

a(a;2  ■+■  2yz)  -4-  t(y'-'  +  2sa!)  +  c(z'  +  2xy)  =  1     (contour  apparent  sur  le  plan  des  xy  parallèlement  à  0:), 

{x  —  a)-  -t-  (;/  —  Ji)-'  -f-  (-  —  yf  —  {l!C  +  my  -\-ni  +  p)-  =  0,         x-  -(-  y-  -(-  2yz  +  2zx  —  4a;  -(-  4î  =  0     (génératrices). 

4176.  —  Étant  donnée  la  quadrique 

a;'-'  +  2,1/-  -I-  az-  +  -ibyz  -t-  4;a;  -f-  icxy  -(-4a;  —  iy  —   1  =0, 
déterminer  0,  b,  c  de  façon  que  cette  quadri(|ue    admette   le    plan    x -h  y  +  z  =  0    comme    plan  de    section   circulaire. 
Nature  de  In  surface.  Sommets. 
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4177.  —  Etant  donnée  la  quadrique  P-  —  Q'  —  2x=:0,  P  et  Q  étant  des  fondions  linéaires,  on  demande  de  mettre 
l'équation  sous  la  forme  A(P -t- /.Û)= -i- B(P -!- pQ,--(- 2x  =  0,  les  plans  P -t- aQ  =  0,  P  +  ;j.Q  =  0  étant  perpendicu- 
laires. Signification  géométrique  du  problème. 

4178.  —  Équation  de  la  quadrique  engendrée  par  une  droite  qui  s'appuie  sur  les  trois  droites  (j;  ^  0,  :  =  a), 
{X  :=  0.  z  =  b).     (  —  =  -',-  =  —  )•    Centre  de  la  surface.  Cône  des  directions  asymptotiques.   Sections  circulaires  de  ce 

cùne. 

4179.  —  On  coupe  une  ([uadrique  passant  par  l'orisine  fix.  i/,  -i  =  0  par  un  plan  ux  -+-  vy  +  wz  +  r  =  0.  Equa- 
tion du  cône  ayant  pour  sommet  lorigine  et  s'appuyant  sur  l'intersection.  La  quadrique  étant  fixe  et  le  plan  tournant 
autour  dune  droite  fixe,  faire  en  sorte  que  les  sections  des  cônes  par  un  plan  soient  des  cercles. 

4180.  —  Équation  du  cône  ayant  pour  sommet  le  point  U,  ,i,  r)  et  pour  directrice  la  parabole  3  =  0,  //-  —  ipx  =  Û. 
Chercher  où  il  faut  prendre  le  sommet  pour  que  ce  cône  soit  capable  d'un  trièdre  frirectangle  inscrit.  Combien  manque-t-il 
de  conditions  pour  que  ce  cône  soit  déterminé  ?  On  en  donne  deux  points.  Construire  le  sommet. 

4181.  —  Lieu  des  sommets  des  cônes  capables  d'un  trièdre  trirectangle  inscrit,  ayant  pour  base  une  parabole  et 
passant  par  un  point. 

X'         ij-         z- 

4182.  —  On  donne  l'ellipsoïde  —-^  -^  j:r  ~^  -~. 1^0  et  une  droite  D  passant  par  l'origine  et  ayant  pour  para- 
mètres ï.  ,':,  •;.  Déterminer  les  points  où  cette  droite  rencontre  l'ellipsoïde.  Calculer  la  distance  des  normales  en  ces  points. 
Lieu  des  droites  I)  pour  lesquelles  celte  distance  est  constante. 

4183.  —  Lieu  des  centres  des  coniques  sections  d'une  quadrique  par  des  plans  passant  par  une  droite. 

4184.  —  Lieu  des  points  de  l'espace  tels  que  le  rapport  de  leurs  dislances  à  un  point  fixe  et  à  une  droite  fixe  soit 
constant. 

4185    —  Placer  sur  le  paraboloïde    -^ 1-  -^^^ 2i-  ^  0    un  cercle  de  ravon  donné. 

V         <1 

4186.  —  Lieu  des  points  tels  (|ue  leurs  dislances  à  leurs  plans  polaires  par  rapport  à  une  quadrique  ail  une  valeur 
donnée. 

4187.  —  Lieu  des  milieux  des  cordes  d'une  quadrique  qui  passent  par  un  point. 

4188.  —  Lieu  des  droites  passant  par  un  point  donné  telles  que  l'angle  des  plans  tangents  menés  ii  une  sphère  par  ces 
droites  ait  une  valeur  donnée. 

4189.  —  Étant  donnés  un  ellipsoïde  ((x.  >j-  z]  =  0  et  un  plan  P  =  0,  condition  pour  que  ce  plan  coupe  la  surface 
suiv.int  une  ellipse  réelle.  Incidemment,  plans  tangents  à  l'ellipsoïde  parallèles  à  un  plan. 

4190.  —  .Montrer  qu'une  génératrice  d'une  quadrique  est  tangente  à  tout  cône  circonscrit. 

4191.  —  Chercher  les  plans  coupant  un  cône  du  second  degré  suivant  deux  droites  rectangulaires. 

4192.  —  On  donne  un  paraboloïde  elliptique h- 23  =  o    et  une  sphère   bitangente.    Combien  reste-t-il  de 

V         <i 
paramètres  dans  l'équation  de  cette  sphère  ?  Équation  générale  des  sphères.  Lieux  de  leurs  centres.  Combien  passe-l-i1  de  ces 
sphères  par  deux  points  donnés  ? 

4193  —  Ktant  donnée  la  quadrique  oj-  -^-a'y-  -h  a'z-  -+■  2biiz  ■+-  2cx  =  0,  on  demande  de  lui  mener  des  plans  tan- 
gents parallèles  au  plan  xoy.  Calculer  la  distance  des  deux  points  de  contact. 

4194.  —  Trouver  sur  un  ellipsoïde  le  lieu  des  points  tels  que  les  normales  en  ces  points  soient  à  une  distance  donnée 
du  centre. 

4195.  —  Étant  donné  uu  hyperboloïde  f{x,  y,  z\  =  0,  trouver  les  équations  du  cône  :asymptote  et  de  l'hyperboloïde 
conjugué. 

4196.  —  Un  plan  variable  tangent  \\  un  ellipsoïde  rencontre  les  axes  de  cette  surface  en  trois  points  A,  H,  C.  Lieu 
du  centre  de  gravité  du  triangle  ABC. 

4197.  —  Lieu  des  sommets  des  trièdres  trirectangles  dont  les  arêtes  rencontrent  une  parabole.  Solution  géométrique. 

4198.  —Équation    du    cvlindre    circonscrit    au   paraboloïde      — -^^ ar  =  0      parallèlement    à    la    direction 

V         'I 
X  II  - 

—  =   ',■  :=  —     \erifler  que  le  cvlindre  est  parabolique. 
a  II  l-  ri 

4199.  —  On  donne  deuxdmiles  quelconques.  Par  1  une  on  mène  un  jdan  quelconque,  par  l'autre,  le  plan  perpendiculaire 
au  premier.  Lieu  de  l'intersection  de  ces  deux  plans. 

4200.  —  Liant  donné  un  livperboloïde  à  une  nappe 1-^ ^ )  ^0,    placer  sur  celte  surface  un  cercle  de 

a'        h-         c- 
rayon  donné. 

4201 .  —  Diamètres  conjugués  égaux  d'un  ellipsoïde.  Ils  forment  un  cône  du  deuxième  degré  ([ui  a  mêmes  sections  cycli- 
ques (|ue  l'ellipsoïde.  Peut-on  le  démontrer  géométriquement  ? 

(A  suivre) 
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QUESTIONS  PROPOSÉES 


1341. 


Lieu  des  sommets  des  angles  de  grandeur  constante  dont  les  côtés  sont  normaux  à  une  para- 


bole. 


1342.  —  Les  côtés  d'un  angle  droit  de  sommet  fixe  0  rencontrent  une  conique  donnée  (C)  en  quatre 
points  par  lesquels  on  fait  passer  une  conique  S  semblable  à  une  conique  donnée. 

Trouver,  quand  l'angle  droit  tourne  autour  de  0  : 

1°  L'enveloppe  de  S  ; 

2°  Le  lieu  de  son  centre  et  le  lieu  de  ses  foyers  ; 

3°  Le  lieu  du  centre  instantané  de  similitude  de  la  conique  S  et  de  la  conique  infiniment  voisine  S'.  (On 
désigne  ainsi  un  point  qui  permet  de  faire  coïncider  S  avec  S'  par  une  rotation  suivie  d'une  homothétie  autour 
de  ce  point.) 

L.    BlCK.4RT. 
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1275.  —  Lorsqu'un  triangle  est  inscrit  dans  une  parabole,  l'axe  de  cette  conique  est  une  droite  de 
Sinison  du  triangle  ayant  pour  sommets  les  milieux  des  côtés  du  précédent. 

Ce  théorème  est  une  conséquence  de  deux  propriétés  bien  connues  et  qui  se  démontrent  sensible- 
ment de  la  même  manière  : 

1°  L'enveloppe  des  droites  de  Simson  relatives  à  un  triangle  est  une  hypocycloïde  à  trois  rebrous- 

sements  triplement  tangente  au  cercle  des  neuf  points 
de  ce  triangle  ; 

2°  L'enveloppe  des  axes  des  paraboles  circons- 
crites à  un  triangle  est  une  hypocycloïde  à  trois  re- 
broussements  triplement  tangente  au  cercle  des  neuf 
points  du  triangle  qui  a  pour  sommets  les  milieux  des 
cotés  du  triangle  ABC. 

Nous  nous  bornerons  à  démontrer  cette  seconde 
propriété. 

A  cet  ell'et  considérons  le  triangle  ABC  et  le 
cercle  circonscrit  à  ce  triangle.  Ce  cercle  coupe  l'une 
des  paraboles  en  quatre  points  A,  B,  C,  I),  tels  que 
AD  et  BC  soient  également  inclinées  sur  l'axe  ;  les 
diamètres  conjugués  de  ces  cordes  sont  donc  symé- 
triques par  rapport  à  l'axe  et,  par  suite,  l'axe  lui- 
même  passe  au  milieu  de  la  droite  A'P  (|ui  joint  les 
milieux  de  AL)  et  de  BC. 
Le  piiifit  I'  décrit  le  ci'rclc  liomotliélique  (lu  cercle  circonscrit  par  rapport  au  point  A  et  dans  le 

rapport  —  ;  ce  nouveau  cercle  passe  en  A  et  aux    milieux  B'  et  C  de   .\C  et  AB.   Le  point  M  milieu 
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de  A'P  décrit  le  cercle  homothétique  de  celui-ci  par  rapport  au  point  A'  et   dans  le   rapport  —  aussi  ; 

c'est  le  cercle  des  neuf  points  du  triangle  A'B'C. 

Cela  posé,  menons  la  droite  .\IN  parallèle  à  l'une  des  deux  bissectrices  de  l'angle  formé  par  les 

droites  AD  et  BC   et  appelons  o  et  o'  les  arguments  des  points  M  et  N  comptés  sur  le  cercle  des 

neuf  points  à  partir  d'un  certain  point  flxe.  A'M  étant  parallèle  à  AP,  l'arc  Ao  décrit  par  le  point  M 

quand  AD  tourne  d'un  certain  angle  0  autour  du  point  A  est  le  double  de  cet  angle  0  évalué  sur  le 

cercle  des  neuf  points  du  triangle  A'B'C.  Mais  la  droite  MN  tourne  alors  en  direction  d'un  angle  égal  à 

0 

—  et  dans  le  mémo  sens  que  AD  ;  si  donc  M  restait  flxe,  le  point  N  tournerait  dans  le  sens  précédent 

d'un  arc  égal  à  0  ;  comme  le  déplacement  du  point  M  entraine  une  translation  de  MN  dans  laquelle  le 
point  N  décrit  en  sens  contraire  de  il  le  même  arc  20,   il  en  résulte  finalement  que    Ao' =  — e.     Nous 

avons  donc  enfin, 

A=  -t-  2^i'  =  0, 
puis  ^  +  2o'  =  C". 

On  sait,  et  c'est  une  propriété  classique  de  l'hypocycloïde  à  trois  rebroussements,  que  cette  relation 
caractérise  le  mouvement  des  extrémités  de  la  tangente  à  cette  courbe  sur  le  cercle  qui  lui  est  tritan- 
gent.  D'ailleurs  il  a  été  établi  autrefois  dans  la  Reoue  (juo  (|uand  les  extrémités  M  et  N  d'une  corde 
d'un  cercle  fixe  vérifient  la  relation 

a-i  +  /^o'  =  c, 
a,  b,  c  étant  trois  constantes,  cette  droite  enveloppe  une  épicycloïde  ou  une  hypocycloide  ;  cette  pro- 
priété est  caractéristique  de  ces  courbes  (N"  de  Juin  1897). 

La  solution  analytique  de  cette  question  ne  présente  aucune  difficulté;  nous  n'en  donnerons  pas. 

BoQDcs  soluUous  analyliques  de  M.  J.  Haag  et  de  M"«  Eugénie  GBiCEico  à  Bucarest. 

Autre  solution.  —  Le.mme.  —  Les  diamètres  conjugués  A  des  cordes  parallèles  à  une  direction 
donnée  D  dans  les  paraboles  P  passant  par  trois  points  .\,  B,  G  enveloppent  ime  parabole  P  dont 
l'axe  est  parallèle  à  D  et  qui  touche  les  trois  côtés  du  triangle  A'B'C  qui  a  pour  sommets  les  milieux 
des  cùtés  du  triangle  .\BC. 

En  etfet,  l'enveloppe  est  une  conique,  car  si  nous  cherchons  combien  de  droites  A  passent  par  un 
point  donné  M.  les  paraboles  P  correspondantes  seront  conjuguées  par 
rapport  à  deux  points  fixes,  M  et  le  point  à  l'infini  sur  D,  et  comme  elles 
ont  trois  points  fixes  A,  B,  C,  elles  en  auront  un  quatrième.  Le  nombre 
des  solutions  sera  donc  celui  des  paraboles  qui  passent  par  quatre  points, 
c'est-à-dire  deux. 

Cette  conique  est  une  parabole,  car  si  nous  cherchons  combien  de 
droites  A  sont  parallèles  à  une  direction  donnée,  le  nombre  des  solutions 
sera  celui  des  paraboles  passant  par  trois  points  et  d'axe  parallèle  à  une 
direction  donnée,  c'est-à-dire  un. 

Cette  parabole  a  son  axe  parallèle  à  D,  car  si  nous  cherchons  à  ren- 
dre la  droite  A  parallèle  à  D,  cette  droite  A,  parallèle  aux  cordes  dont 
elle  est  le  diamètre  conjugué,  sera  rejetée  à  l'infini. 

Enfin  cette  parabole  touche  ^C  :  en  ell'et,  considérons  la  parabole  P 
particulière    constituée   par   BC    et  la  parallèle  menée   par  A.    Tous  ses 
diamètres  se  confondront  avec  B'C. 
Cela  posé,  soit  A  l'axe  de  la  parabole  P  passant  par  le-;  points  A,  B,  C.    A  est  le  diamètre  conju- 
gué des  cordes  parallèles  à  la  direction  D  perpendiculaire  à  A.  et  on  vient  de  voir  qu'en  cette  qualité, 
A  touche  une  parabole  P'  inscrite  au  triangle  .V'BC  et  d'axe  parallèle  ii  D.  Donc  A  est  celle  des  tan- 
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génies  à  cette  parabole  P'  qui  est  perpendiculaire  à  son  axe,  c'est-à-dire  sa  tangente  au  sommet  ;  c'est 
donc  une  droite  de  Simson  du  triangrie  A'B'C.  L.  BICKART. 

Autre  solution.  —  Soit  ABC  un  trian.ule  inscrit  dans  une  parabole  P,  a^iy  le  triangle  ayant  pour 
sommets  les  milieux  des  côtés  de  ABC,  H  l'orthocentre  de  ap-;.  L'hyper- 
bole d'Apollonius  de  H  relative  à  la  parabole  P  est  le  lieu  des  points 
d'intersection  du  diamètre  conjugué  d'une  direction  avec  la  perpendi- 
culaire abaissée  de  H  sur  cette  direction,  elle  passe  par  suite  par  a,  [i  et  7. 
On  sait  d'ailleurs  que  les  asymptotes  d'une  liyperbole  équilalère  circons- 
crite à  un  triangle  sont  les  droites  de  Simson  relatives  à  deux  points  dia- 
métralement opposés  du  cercle  circonscrit  à  ce  triangle  ;  comme  l'axe  de 
la  parabole  P  est  l'une  des  asymptotes  de  l'hyperbole  d'Apollonius  de  H, 
il  en  résulte  que  c'est  une  droite  de  Simson  relative  à  un  point  de  la  cir- 
conférence circonscrite  au  triangle  a^-f. 

Jicinarque.  —  L'enveloppe  des  droites  de  Simson  relatives  à  un  triangle 

est  une  hypocycloide  à  trois   rebroussements  ;   le  centre  de  la  courbe 

coïncide  avec  le  centre  du  cercle  des  neuf  points  et  le  rayon  du  cercle 

lixe  est  le  triple  du  rayon  du  cercle  des  neuf  points.  L'enveloppe  des  axes 

des  paraboles  circonscrites  à  un  triangle  est  par  suite  une  hypocycloide  à  trois  rebroussements  dont  on 

connaît  tous  les  éléments.  R.  BOUVAIST. 
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1269.  —  Si  d'ut)    poitit  du  plan  d'un  trinni/le  on   mi'nc  des  druilcs  nllunt  aux   trois  sommets,    li's 

perpendiculaires  ineni'es  à  ci:s  droites  par  les -sommets  correspondants  rmcontrcnl  les  côtés  respectivement 

t  •       •  I.         ?    •  C-  -        '' 

opposés  en  trois  points  en  Uçine  droite. 

1270.  —  .Si  trois  rayons  partant  des  sommets  d'un  triangle  vont  se  réfléchir  sur  une  droite  en  un  même 
point,  les  rayons  réfléchis  rencontrent  respectivement  les  côtés  opposés  en  trois  points  en  liyne  droite. 

Tout  d'abord  nous  devons  signaler  une  erreur  qui  s'est  produite  dans  l'énoncé  de  1269  :  ce  n'est  pas 
par  les  sommets  du  triangle  qu'il  faut  élever  des  perpendiculaires  aux  droites  qui  les  joignent 
respectivement  au  point  fixe  ;  c'est  au  point  fixe  lui-même.  Cette  erreur  a  d'ailleurs  été  corrigée  par  la 
plupart  de  nos  correspondants,  et  ne  semble  pas  avoir  influé  sensiblement  sur  le  nombre  ni  sur  la 
qualité  des  solutions  que  nous  avons  re(;ues. 

Ces  deux  problèmes  sont  deux  cas  particuliers  d'un  problème  plus  général  (jui  se  résout  iniincdia- 
lemonl  ]M\r  l'emploi  des  coordonnées  langentielles,  mais  qui  pourrait  se  traiter  autrement  sans  aucune 
dillicnllé.  Nous  donnerons  d'ailleurs  en  dernier  lieu  des  solutions  plus  élémentaires  des  deux  problèmes 
signalés. 

Voici  la  rjuoslion  plus  généiale  que  nous  allons  résoudre  :  par  un  point  0  pris  dans  le  plan  d'un 
Irianylc,  on  mène  les  rayons  OA,  OB,  OC  f/ui  passent  aux  trois  sommets,  puis  on  prend  les  rayons 
correspondants  OA',  OB',  OC  dans  une  involulion  (judconque,  ainsi  que  leurs  points  de  rencontre  A',  B',  C 
avec  tes  côtés    BC,  CA,AB;    montrer  que  les  trois  points    A',  B',  C  sont  en  liyne  droite. 

Prenons  pour  axes  deux  droites  (|uelconques  passant  au  point  0  et  désignons  jiar 

P,  :^  UXt  -t-  l)J/|  -h  H'  :=  0, 

Pj  EH  nxi  -+■  cj/o  ■+-  w  =  U, 
Pj  ^  ux,  -(-  vy^  -f-  «•  =  0, 
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les  équations  tangentielles  des  sommets,  puis  représentons  par 

Xmm'  -+-  R(m  -i-  m')  -(-  C  =  0, 
la  relation  involutive   qui  existe    entre  les  coeflicients  angulaires  des  raj"ons    (OA,  OA'),    i^OB,  OB'), 
(OC  et  OC).     Le  point  A',  situé  sur  la  droite  BG  a  pour  équation  tangentielle 

P,  -^  >,P3  =:  0, 
et  les  coefTicients  angulaires  de  OA  et  OA'  sont 

en  exprimant  que  ces  deux  nombres  vériflent  l'équation  involutive,  nous  avons 

.   _        A,, 

''  ~  ~^  ' 
où  A, 2  désigne  la  quantité 

Ai/|i/2  +  B(j,-,)/,  -H  tjiXi)  -+-  CxiXo, 
et  A,)  la  quantité  analogue. 

Le  point  A'  a  donc  pour  équation  tangentielle    Q,  ^  AuPo  —  Ai^P^  =  0;     les  deux  points  B'  et  C, 

Q,  =  A,,P,  —  A.3P,  =  0, 
Q3  =  A3,P.  -  A„P,  =  0. 
Or,  il  est  évident  que 

A,v  =  Ay,-; 
donc  nous  avons 

ce  qui  montre  que  les  trois  points  A',  B',  C  sont  en  ligne  droite. 

Passons  maintenant  à  la  question  1269.  Ici  OA,  OA'  sont  rectangulaires,  de  même  OB,  OB',  de 
même  OC,  OC;  donc  les  trois  couples  font  partie  du  faisceau  involutif  engendré  par  un  angle  droit  qui 
tourne  autour  de  0.  Le  théorème  indiqué  est  donc  une  conséquence  du  théorème  plus  général  que  nous 
avons  démontré  antérieurement. 

Pour  la  question  1270,  les  rayons   OA,  OA',   puis  OB,  OB  ,    OC  et  OC    ont  les  mêmes  bissectrices  ; 

donc  ils  font  aussi  partie  d'un  même  faisceau  involutif  dont  ces  bissectrices  sont  les  rayons  doubles. 

Le  reste  en  découle. 

Le  théorème  général   que  nous  avons  démontré   est  d'ailleurs   une 

A  conséquence   du   théorème   de  Pliicker  sur  les  faisceaux  tangentiels   de 

coniques.  On  sait  que  ce  théorème  entraine  comme  conséquence  que  les 
couples  de  rayons  qui  joignent  un  point  aux  trois  couples  de  sommets 
d'un  quadrilatère  complet  sont  en  involulion.  Le  théorème  que  nous  avons 
démontré  est  une  réciproque  de  celui-ci,  qui  se  démontre  d'une  fa(,-on  ana- 
logue à  celle  employée  pour  la  réciproque  du  théorème  des  transversales 
dans  un  triangle. 

Sutution  de  J 269.  —  Nous  allons  maintenant  traiter  directement  la 
question  1269.  A  cet  effet,  nous  prendrons  deux  axes  rectangulaires  pas- 
sant par  le  point  0,  et  nous  désignerons  par  [Xi,  y,),  (x»,  y,),  (xj,  t/3)  les 

coordonnées  des  trois  sommets.  La  droite  0.\  a  pour  équation    —  =  — 

Xi  J/l 

et  la  droite  perpendiculaire  OA', 


Nous  avons  donc 

c'est-à-dire 
en  posant 


•rx,-H 

.'/y. 

= 

0. 

BA' 

■  = 

x.,x 

1-t- 

!/2!/i 

CA' 

X3X, 

[-H 

y^yi 

BA' 
C.V 

= 

î/iVi 
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de  même 


CB' 


'31        ,  , 


Il  est  visible  alors  que  le  produit 


i  ; 


BA'    CB'    AC 
CÂ^"ÂF'"BG^ 
donc  les  trois  points  A',  B',  C  sont  en  ligne  droite. 

Sululion  de  1 210.  —  Ici  nous  prendrons  pour  axes  la  droite  elle-même  et  la  perpendiculaire  à  cette 
droite  menée  par  le  point  0.  Nous  garderons  les  notations  précédentes. 
Alors  OA  a  pour  équation 

X  11  ^  .  X 

—  =  —  et  OA',  

Xi  !/i  Xi 

OU  x]ii-\-yXi  =  0. 

Donc,  d'après  le  même  lemme  que  nous  avons  déjà  appliqué, 

BA'         x,yi  -+-  i/o.r,  «i-, 

en  posant  ici 

Demênne  , 


0, 


CB' 


d, 


,  =z  Xiiji  -+-  yiX 

^  _AC 

o,  '  BC 

BA'    CB'    AC 
par  conséquent  _.__._.=  . 

et  les  trois  points  A',  B'.  C,  sont  en  ligne  droite.  M.  CONSTANDAKI. 

M.  BoLiv.MST  nous  a  envoyé  des  deux  questions  12G9  et  1270  deux  solutions  pareilles  à  celle  que  nous 

avons  donnée  de  la  question  générale. 

Solution  géométrique  de  1269.—  Trans- 
formons la  ligure  (1)  par  pol:iiri's  réciproques,  par 
rapport  à  un  cercle  ayant  pour  centre  le  point  0. 

Sdit  n,  b,  c,  les  polaires  de  A,  15,  C.  I.a  polaire 
a'  du  point  A'  passe  au  point  d'intersection  de  b 
et  c.  De  plus,  les  pôles  A  et  A' des  droites  a  et  a' 
étant  vus  de  0  sous  im  angle  droit,  a  et  a'  sont 
rectangulaires. 

Par  suite,  a'  est  hauteur  du  triangle  abc.  De  même  b'  et  c'  polaires  de  15'  et  C,  sont  les  deux  autres  hau- 
teurs du  triangle  considéré.  Les  trois  hauteurs  sont  concourantes;  donc  les  pôles  de  ces  hauteurs  sont  en 
ligne  droite. 

li.  I501VAIST,  T.  LLMOYNK,  M"  Tllll'liY. 

Solution  géométrique  de  1270.  —  Nous  avons  démontré  dans  le  problème  1269  que  si  on  joint  un 
point  I)  ilu  plan  (l'iin  inanglc  aii\  trois  sommets  de  ce  triangle  et  qu'on  élève  à  chaque  fois  par  le  point  0 
une  pcrpondicuiairo  sur  le  rayon  ainsi  ohtenu,  les  trois  points  de  rencontre  de  ces  perpendiculaires  avec  les 
cotés  opposés  sont  en  ligne  droite.  Projetons  la  (igurc  de  manière  à  faire  correspondre  aux  points  cycliques 
deux  points  de  la  droite  de  l'inlini  l'urmant  avec  ces  deiniers  une  division  harmonique,  nous  obtenons  précisé- 
ment la  proposition  à  démontrer. 

l'n  procédé  semblable  permet  de  déduire  aussi  de  126'.i  la  siiliilion  de  la  i(ueslion  g 
subsliluéc  à  ces  deux-ci. 

Ronnc  solution  de  12G;i  :  M.   J.  Haah. 

lionne»  solulinna  nnalyliqiie»  de  1270  :  MM.  •'•.  I>k8N0KS,  il  Ciiiiol-ile-Mii?  (i;<|mgne)  ;  M.  Iiiiiinï,  Ivtiio  de  >an(V  ;  V..  C.heckscu,  k 
llucareit;  t.-N.  IIaiusikn  ;  J.  IIaag. 


Il,    iidi  VAIST. 
l'rale  que  nous  avons 
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1279.  —  On  considère  une  parabole  (P)  de  foyer  F  e(  un  cercle  (C).  Soil  M  un  point  variable  situé  sur 
la  parabole. 

Le  lieu  des  centres  de  similitude  du  cercle  (C)  et  du  cercle  d>-  centre  M  et  de  rayon  MF,  se  compose  de 
deux  coniques  (r)  et  (r). 

Sur  quelle  courbe  doit  être  situé  le  centre  du  cercle  (C)  pour  que  les  coniques  (r)  et  (r'j  soient  des 
cercles  ? 

Soit  1/2  —  2px  =  0  l"équatioii  de  la  parabole  (P)  rapporlée  à  ses  axes  habituels,  a  et  3  les  coor- 
données du   centre   w  du  cercle  iCj  et  R  son  rayon.  Prenons   un  point  M  {x\,y^)  sur  la  parabole,   la 

p 
longueur  MF  est  égale  à    j„  h — —  ;    cette    quantité    est    le     rayon     du     cercle    (G)    qui    a    pour 

centre  le  point  M  et  pour  rayon  MF. 

Le  centre  de  similitude  externe  S  des  deux  cercles  C  et  C   est  situé  sur  la  droite  Mw  et  déflni  par 

la  relation  segmentaire 

P 
SM  ^''  +  T 


S^  R  _ 

nous  en  tirons  en  désignant  par  x,y  les  coordonnées  du  point  S,  et  en  projetant  les  segments  SM  et 
Sio  successivement  sur  les  deux  axes 

Xq  —  x        Vo  —  y  2 


»  —  X  ^  —  y  11 

Nousauronslelieudupoint  S  en  éliminant  a"^  et  ly^  entre  ces  équations  et  la  relation  yl  —  2pj-,  =0. 
En  retranchant  terme  à  terme  le  premier  rapport  du  troisième,   nous   obtenons   un  nouveau  rap- 
port égal  au  précédent  et  ne  renfermant  plus  x^  ;  nous  pouvons  écrire 

P 

X  ■+- 
x„  —  X  (/„  —  y  2 


nous  en  tirons 


y<,  =  y 


3.  —  X  P  —y  x  +  R  —  a 

a-^R  —  a  ~  X  +  R—  a 

C^-y)(x+l^)  px-^(^R-a-|-)y+^ 


X  +  R  —  a  X  -^  R  —  a 

portons  ces  valeurs  dans  la  relation     yl  —  2yjXo  =  0,     nous  avons 

(n  [px+(^R_a-|)j/+i|-J-2Ka:-^R-^)[(R-f  )x+^]=0. 

Telle  est  l'équation  du  lieu  du  point  S,  elle  représente  une  conique   (ri. 

Le  lieu  du  centre  de  similitude  interne  se  déduit  du  précédent  en  changeant  R  en     —  R,     ce  qui 
donne  une  seconde  conique  (r') 

(r;  [.x-(R-..-.|)-,4J-2,(.-R-4-(R4-f)x^f]  =  0. 

On  voit  aisément  que  la  conique  (r')   est   toujours  une  ellipse,  tandis  que  (r)  est  une   ellipse  si 

Il<  ^,     une  hyperbole  si    R>  -^  fit  une  parabole  si    R  =  -|-. 

Cherchons  la  condition  pour  que  (r)  soit  un  cercle.  Il  faut  en  premier  lieu  que  le  coefficient  de  xy 
dans  son  équation  soit  nul  :  on  doit  donc  avoir 
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Si     R — a — ■—  est  nul,   y  disparaît  complètement  de  Téquation  de  la  conique    (T),    celle-ci  se  ré- 
duit alors  à  deux  droites  parallèles  à   0;/. 

11  faut  donc  supposer    ^  =  0.     ce  qui  exige  que  le  point  lo  soit  sur  l'axe  de  la  parabole. 
En  outre  écrivons  que  le  coefficient  de   .r-  est  ég;al  à  celui  de   y-,    nous  avons 


R  — 


=  —  27J   R 


P 


a,  et  a,,  réelles  si  R  est  plus  petit  que 

du  cercle  (Ci  pour  lesquelles  la  conique  (F)  est  un  cercle. 


Cette  équation  définit  deux  valeurs  de 

Il  existe  donc  deux  positions  du  centre 
Ces  deux  points  sont  sur  l'axe  et  ont  pour  abscisses  ai  et  a». 

De  même,  la  conique  (r')  est  un  cercle  si  le  centre  w  du  cercle  (C)  est  situé  sur  l'axe  et  a  pour 
abscisse  l'une  des  racines  toujours  réelles  de  l'équation 


Solution  géométrique. 

pariiUcle  à  l'axe  de  la  parabole 


R  +  a  +  -^)    =2?j(r  +  |- 

\  ^  /  DNALLOR  LECR.\M. 

-  Soit  A  la  (.iiroclriee  de  la  parabole  et  AB  le  diamètre  du   cercle   (C)    qui  est 
Cherchons  d'abord  le  lieu  du  centre  de  similitude  externe   S.    Pour  avoir   un 
point  du  lieu  il  suffit  de  joindre  10  au  point  M,  et  le  point  A  à  la  projec- 
tion P  de  M  sur  la  directrice;  les  droites    'jjM    et   AP    se  coupent  en  un 
point  S  du  lieu. 

Si  l'on  SI'  donne  la  droite  wM,  il  lui  correspond  deux  droites  AP,  et 
à  une  droite  AP  correspond  une  seule  droite  wM,  la  correspondance  entre 
ces  droites  esl  donc  de  la  forme  (2,  1),  par  suite  le  lieu  de  S  est  une 
cubique  passant  par  w  et  admettant  le  point  A  pour  point  double. 

Mais  pour  la  position  AB  de  la  sécante  AP,  toM  et  AP  coïncident  ;  par 
suite,  la  cubique  se  décompose  en  la  droite  AB  et  en  une  conique  passant 
par  A.  On  voit  d'ailleurs  aisément  que  la  tangente  en  ce  point  est  paral- 
lèle à  A. 

Le  point  S  s'éloigne  à  l'infini  si  l'on  a  .\li'  =  wA  ;  les  directions 
asvniptotiqiies  de  la  conique  seront  données  par  les  droites  joignant  le 
point  a>  aux  points  d'intersection  de  la  parabole  avec  la  droite  Ai  parallèle  à  A  et  aune  distance  de  cette  droite 
égale  à  R,  rayon  du  cercle  C,  et  du  côté  de  la  parabole  par  rapport  à  A. 


le  lieu  est  une  hyperbole  : 


H 


,    P 


lipse  cl  si    R  = 


Si  par  suite  W  est  supérieur  k 

parabole. 

Pour  que  la  conique  soit  un  cercle,  il  faut  que  les  droites  joignant  m  aux  points  de  rencontre  Hi  et  H>  de 
Ai  et  de  la  parabole  soient  isotropes.  Il  faut  pour  cela  que  le  p(unt  w  soit  un  des  points  de  Ponceict  du  faisceau 
de  cercles  pas.sant  par  les  points  III  et  llj.  Il  existe  deux  points  correspondants  situés  sur  l'axe  de  la  parabole. 
Ils  ne  sont  réels  que  si  les  points  II,  et  il>  sont  imaginaires. 

Des  raisonnements  analogues  di'terminent  la  conique  lieu  du  centre  de  similitude  interne,  .\joutons  seule- 
ment que  c'est  toujours  une  ellipse  ;  les  directions  asyu)ptotiques  correspondent  en  eft'et  aux  droites  joignant  le 
point  co  aux  points  d'intersection  de  la  parabole  avec  la  droite  Aj  syniélriiiue  de  Ai  par  rapport  à  A. 

li.   l!iU;V.\IST. 

Bonnes  solutions  par  MM.  G.  Cottv,  lycée  de  Dijon,  cl  .1.  IIaac. 


QUESTION    PROPOSÉE 


1343.  —  itn   donne   un  cercle  (•  et  une  droite    A.  Par  un   point  K  (pielconquc  pris 
sur  A  on  mène   une  corde  PQ  du  cercle  0,  perpendiculaireuu'ul  à  la  droite  KH.  I.ieu  du 
point  M  tel  (pie  le    centre  0  du   cercle  soit    le  point  de    Lemoine    (point   de  concours   des 
■**   symédiancs)  du  triangle  MP(J. 

K.-N.    B.MUSIK.N. 


Le  nédacleur-Génml  :  H.  VUIRERT. 


15°  Année. 


N°  2 


Novembre  1904. 


REVUE  DE    MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 


PREMIERE    PARTIE 


DEMONSTRATION  DU   THEOREME   DE    DALEMBERT 

par  M.   J.  Richard,   piofesseiir  au  lycée  de  Dijon. 


Ceci  n'est  point  une  démonstration  nouvelle.  Je  l'ai  lue,  il  y  a  déjà  fort  longtemps  dans  les  Acta 
mathematica,  où  elle  se  trouve  en  langue  allemande.  Elle  m'a  paru  fort  intéressante  et  le  manque  de 
rigueur  qu'on  pourrait  lui  reprocher  peut  être  supprimé,  en  la  faisant  précéder  de  notions  sur  la  conti- 
nuité des  fonctions  algébriques. 

J'ai  démontré  dans  le  numéro  de  janvier  1903  de  la  Ri'vuc  la  continuité  des  courbes  algébriques.  Je 
compléterai  cela  par  la  proposition  suivante:  «  Si  une  aire  plane  est  limilée  par  une  portion  de  courbe 
algébrique,  on  peut  considérer  les  coordonnées  d'un  point  de  celte  courbe  comme  des  fonctions  continues  d'un 
paramètre,  v 

Quelle  que  soit  en  effet  la  forme  de  la  courbe,  on  pourra  toujours  la  diviser  en  un  nombre  limité 
d'arcs,  pour  chacun  desquels  y  est  une  fonction  continue  de  x.  En  effet,  si  l'équation  de  la  courbe  est 

F(x,  y)  =  0,  on  pourra  décomposer  la  courbe  en  un  nombre  limité 
d'arcs,  tels  que  pour  chacun  d'eux  Fj  ne  puisse  être  nul  qu'aux 
extrémités.  Sur  la  figure,  on  a  les  arcs  amb,  bnc,  cpd,  dqa.  D'après 
le  théorème  des  fonctions  implicites,  cela  fera  quatre  fonctions  con- 
tinues de  0?.  Soit  OA  =  j„,  OB  =  .r,,  OC  =  x,,  OD  =  x^. 
Prenons  une  variable  (  définie  comme  il  suit.  Pour  un  point  [x,  y) 
situé  sur  l'arc  amb,  nous  prendrons  /  =  x,  sur  l'arc  bnc, 
<  =  2i'i  —  .r,  sur  l'arc  cpd,  /  =  2x,  —  2x, -^  x,  enfin  sur  l'arc 
dqa,  on  prendra  /  =  2x,  —  2^2  -+-  2x3— x  ;  alors  quand  le  point  [x,y) 
fera  le  tour  de  la  courbe,  t  variera  de  x»  à  2.r,  —  Sxo -1- 2x3  —  x^, 
en  croissant  constamment,  sans  discontinuité.  En  prenant  t  comme  variable  indépendante,  on  voit  que 
x  et  par  suite  y  sont  des  fonctions  continues  de  t. 

Venons  à  la  démonstration  du  théorème  de  d'Alembert.  Toute  équation  f\z]—0  aune  racine. 
Supposons  le  théorème  démontré  pour  les  équations  de  degrés  moindres  que  m,  et  prouvons  qu'il 
subsistera  encore  pour  une  équation  de  degré  m. 

En  mettant  le  terme  constant  à  part,  et  mettant  z  en  facteur  dans  les  autres  termes,  l'équation 
proposée  pourra  s'écrire  : 

(1)  :?(")  =  P- 

mais  le  théorème  à  démontrer  étant  supposé  vrai  pour  un  degré  inférieur  à    m,  o{z)  qui  est  de  degré 
m  —  1     sera  décomposable  en  facteurs  et  l'équation  (1)  pourra  s'écrire 

{-2)  z{z-a)(z-b](z-c)  ...{z-l)  =  P. 

Soient  A,  B,  C,  ...  L  les  points  qui  représentent  sur  le  plan  les  imaginaires  a,  b,  c,  ...,  /,  0  étant 
l'origine.  Le  module  du  premier  membre  de  (2)  sera  égal  au  produit  des  distances  du  point  M  qui 
représente  l'imaginaire  :  nux  points  0.  A,  B,  G,  ....  L,   en  sorte  qu'on  devra  avoir  d'abord 
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(3)  MO  X  MA  X  MB  .  .    ML  =  mod.  P  : 

en  outre  on  devra  avoir 

(i)  argument  za{z)  =  arg.  P  -t-  2Kt.. 

Le  système  des  équations  (3)  et  (4)  équivaut  à  l'équation  (1). 

Le  lieu  des  points  satisfaisant  seulement  à  (3)  est  une  courbe  algébrique  qu'on  met  sous  forme 
entière  en  élevant  au  carré.  Soit 

(5)  f\.r,  y)  —  ûîôïïTP'  =  0 

l'équation  ainsi  obtenue.  En  y  substituant  les  coordonnées  de  l'origine  on  a  un  résultat  négatif  :  pour 
-1-00  un  résultat  positif  :  on  en  conclut  qu'il  y  a  une  portion  de  cette  courbe  qui  limite  une  aire  plane 
contenant  l'origine.  Soit  C  cette  portion  de  courbe.  Il  suffit  pour  faire  voir  quel'é(|uation  (1)  a  des  solu- 
tions, qu'il  y  a  sur  la  courbe  C  au  moins  un  point  satisfaisant  à  la  relation  (4). 

Comme  nous  l'avons  démontré,  les  coordonnées  d'un  point  de  C  sont  des  fonctions  continues  d'un 
paramètre  /.  Donc  l'argument  de  zo{z)  est  une  fonction  continue  ^t).  Or  cet  argument  est  égal  à  la 
somme  des  arguments  de  z,  de  z  —  a,  de  z—b,  etc.;  quand  le  point  M  parcourt  C,  l'argument 
de  :  augmente  de  2-,  celui  de  :  —  a  augmente  de  2ii,  ou  reprend  sa  valeur  primitive,  selon  que  le 
point  A  est  intérieur  ou  non  à  la  courbe  C  et  de  même  pour  les  autres  facteurs.  Donc,  quand  t  varie 
de  manière  que  le  point  M  décrive  la  courbe  C,  ''^[t)  varie  d'au  moins  2-.  '!/(<)  passe  donc  au  moins 
une  fois  par  une  valeur  ne  différant  de  l'argument  de  P  que  d'un  multiple  do  2i:.  Il  y  a  donc  au 
moins  un  point  sur  la  courbe  C  pour  lequel  on  a  la  relation  (4).  Ceci  prouve  que  l'équation  (1)  a  au 
moins  une  solution. 

♦ 


SUR  LA   LE.MMSCATE 

par  M.    J.  Richard,  professeur  au  lyrée  de  Dijon. 


J'ai  en  vue,  dans  ce  qm  suit,  la  démonstration  de  ce  théorème  : 

Si,  d'un  point  pris  sur  une  lemniscale,  on  mrnc  ijualre  lawjenles  à  cvHn  courbe,  les  r/uatre  points  de 
contact  sont  en  li(jne  droite. 

Soit    (x^  +  tff  =  a-{x-  —  y-)     l'équation  d'une  lemniscatc.  En  coupant  cette  courbe  par  le  cercle 

a;2  -h  xji  =  al{x  -+-  ij),    on  trouve  sans  peine  : 

al[  I  -H  /-) 
X  *=  — ^ . 

a/il  — 0 


1  -h  /' 

Cherchons  les  deux  relations  qui  doivent  exister  entre  quatre  valeurs    /i,  <j,  t^,  <*  du  paramètre  t 

pour  que  les  quatre  points  correspondants  de  la  courbe  soient  en  ligne  droite.  Soit     ux-+-  ci/  +  w  —  {^ 

l'équation  d'une  droite.   Les  valeurs  de  t  qui  corresf)i)ndont  aux  points  de  la  courbe  situés  sur  cette 

droite  sont  données  par  l'équation 

unt{  1  4-  /-)  H-  val(i  —  f^)  -t-  w(l4-  /■)  =  0 
ou 

ii'l'  -t-  (/(u  —  y)/'  -I- (i(u  H-  v)t  -t- 10  =  0 . 

Entre  les  racines  de  cette  équation,  il  y  a  évidemment  les  deux  relations 

(i)  t,t2+   l,t,+  l,l.-ht..li-i-  tj^-i-    t^ti    =0,  t,t,t.Ji=l. 

Cherchons  maintenant  à  mener,  par  le  point  /  =  <i  de  la  courbe,  des  tangentes  ;i  celte  courbe. 
Soit  l  In  paramètre  du  point  de  contact  de  l'une  d'elles,  0  celui  du  point  où  elle  coupe  de  nouveau  la 
courbe.  Dans  les  deux  relations  (1)  faisons     /|  =  0,     /,  =  /^  =  /,     (»  =  0'    on  aura 
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2(0  +  2/0'  -H  08'  H-  n  =  0,  007-2  =1, 

d'où,  en  éliminant  6', 

2  1 

2/eH h  <'-h—  =  0 

ri  t- 

OU  0/'  -u20^7î  4-2/  -hO  =  0. 

Les  quatre  racines  de  cette  équation  en  t  satisfont  bien  aux  deux  relations  (1);  d'où  l'on  conclut  le 
théorème  énoncé. 

♦ 
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V  1290.  —  Une  circonférence  coupe  une  hypocycloide  ù  Iroix  rebroussemenis  en  six  points.  Si  les  tan- 
gentes en  trois  de  ces  points  concourent  en  un  point  M,  démontrer  que  les  tangentes  aux  trois  autres  points 
concourent  en  un  autre  point  M'  et  trouver  la  relation  qui  existe  entre  tes  points  M  et  M'. 

GoramençoDS  par  rappeler  les  notations  élégantes  utilisées  par  M.  L.  Bickart  dans  la  solution  de  la 
question  1201  (n"  de  janvier  1904). 

Soient 

X  cos  w  +  y  sin  to  —  cos  3w, 
—  X  sin  M  -\-  y  cos  to  =  —  3  sin  3o) 
les  équations  d'une  langente  à  l'hypocycloïde  et  de  la  normale  correspondante. 

Posons 

x  +  j/j  =  ?,  X  —  yi  ^  r,,  e^''"  =  z  ; 

les  équations  ci-dessus  deviennent 

;  -f-  :r,  = ,  ç  —  ;t,  =  3 ; 


on  en  déduit  les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe 

2 ;=  2:^ 1 


Un  cercle  quelconque  a  une  équation  de  la  forme 

fr,  +  >?  ^  la-f)  -(-  V  =  0  ; 
les  ;  des  points  de  rencontre  de  ce  cercle  et  de  l'hypocycloïde  sont  racines  de  l'équation 

(2  — 2')(2:-'-l)        >.(2  — 2')  2:^  —  1 

r ■ 1 1-  H 7 V-i  =  0, 

ou 

(1)  2;«  +  X3^  — 2iJi2*— (v-i-5):3  — 2>.:^-khl:+2  =  0. 

Cela  posé,  soient   ;,,,  f,^  les  coordonnées  du  point  M  ;  pour  avoir  les  :  des  points  de  contact  des 

tangentes  issues  du  point  M  à  la  courbe,  nous  écrirons  que  la  tani^ente  au  point  {:,'',},     ^-hzr,  =  - — - — ■ 
passe  par  le  point  M,  nous  avons  ainsi 

(2)  ;^-r,„:^-  ^„2+l  =0. 

Si  le  premier  membre  de  (1)  est  divisible  par  le  premier  membre  de  (2),  le  quotient  est  de  la  forme 

A  D 

2;'  + Az--4- Bz-h2=:  0,     ou  en  posant    r,,  = — ,    $,  = — ,     ce  quotient  peut  s'écrire 

2(:'  — r„:^-?,2  4-l). 
La  proposition  est  ainsi  démontrée.  Les  coordonnées  du  point  M'  sont  ;i  et  t,,. 

Pour  établir  les  relations  qui  existent  entre  les  coordonnées  des  points  M  et  M'  écrivons  que  le 
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premier  membre  de  (I)  est  identique  au  produit 

2(:'  —  v,:-  —  fp:  +  1)(:'  -  -^i^-  -;,:  +  !); 
nous  avons 

—  ^   =  2(ï„  -+-  rj  =  £,-:o  —  -M  —  Tj„ 
—  (1  =  2(^1  +  ^o)  =  ^a'f.o  —  M  —  r,„ 

_|v  +  5)  =  4  +  2?,r,„-|-2Ç„r,,. 

On  en  déduit 

«,«„  =  .3(ri,  +  r,„),  v„r,„  =  3(?,  +  «„) 

OU  3(x,  +  Xo)  =  x,x„  —  ?/,?/„,  3(î/,  -+-  ?/„)  -  —  a;,)y„  —  X(,?/i. 

Ces  formules  définissent  une  transformation  quadratique  birationnelle. 

PARROD,  à  Vesoul. 
Bonnes  solutions  ijar  MM.  Dakmois  à  Nancy  ;  I!.  Bolvaist  ;  .T.  Haag  :  .1.  Roua  à  Tonlmise. 


1291.  —  Par  ks  trois  points  de  rebroussemenl  (Vune  hypoctjcloidi;  triangulaire  et  par  son  centre  on 
fait  passer  une  conique  quelconque  qui  rencontre  la  courbe  en  deux  autres  points  M'  et  M".  Démontrer  que 
la  droite  M'M"  est  tangente  à  l'hypocycloïde. 

d^  dr 

On  reconnaît  aisément  que  —r   et  — r^  s'annulent  en  même  temps  si  z  est  racine  de  l'équation 

dz  dz 

I  '  H-  1  =  0  ;     il  en  résulte  que  les  :  des  points  de  rebroussemenl  sont  précisément  les  racines  de  cette 
équation. 

Cela  posé,  une  conique  quelconque  passant  par  l'origine  a  pour  équation 
A;^  -h  B;r,  h-  Cr,^  -h  D?  -h  Er,  =  0. 

Elle  rencontre  rhypocycloïde  en  buit  points  dont  les  c  sont  racines  de  l'équation 

/i}_-3rj           (2  — :'h23^  — 1)           (2:^  —  D=           2  —  ;'           2z^  — 1 
A^-    _;  >    +B-^ -^^- il_t_c  ^-'  _^   ''    +D.^ hE ^  =0 

ou 

(1)  ■        A:2(2  —  z^y-  -^  Bz{-2  —  z'''j{2z'  —  1)  +  C(2:-'  —  1)-  -+-  Dr(2  -  z')  -+-  E:2(2:'  _  i)  =  0 . 
Pour  (jue  la  conique  passe  par  les  points  de  rebroussement,  il  faut  que  le  premier  membre  de  cette 
équation  soit  divisible  par     z'-'  +  1,     et  pour  cela  qu'en  y  remplaçant  z^     par     — 1,     le  polynôme  du 
deuxième  degré  obtenu  soit  identiquement  nul.  Remplaçons  z"  par     — 1,     nous  avons 

9Xz^  —  9Bï  -1-  9G  —  3D  —  SEz^  =  0 
d'oi'i  E  =  3A,  B  =  0,  D  =  3C. 

L'équation  de  la  conique  est  alors 

A?"-+-CTr-i-;}C5-h3Aï,  =  0, 
el  ré(iuation  (1)  devient 

A[s=(2  — z^)--(-3:-(2:»  — 1)]+ CI  (2s-'  — 1)^4-3:^(2— :■')]  =  0 
ou  (A:-  +  C)(:^+  l)-  =  0. 

Les  :  dcsiioints  M'  et  M"  sont  les  racines  de  l'équation     A:--|-C  =  0;     ilssont  égaux  et  do  signes 
contiaires. 

('ela  posé,  la  tangente  au  point  (;„,   r,,,)  a  pour  équation 

$  H-  Z„ri  =  — !i- 

elle  r(!ncontrn  la  courbe  en  (|uatrc  points  dont  les  z  soni  racines  do  l'équation 

2  —  :'           2;^  — 1         :;',  4- 1 
1-2„ :, =  0, 


OU  :z„(2  -  :^')  +  z»(2='  - 1)  -  z\zl  +  4  )  =  0 
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ou  —  s%+2!^2i— z2(zj-h-|)H-2::,-;'^  =  0, 

ou  enfin  '  —-Jz„{z  —  z„y-  —  (z  —  z„f  =  —(z  —  z„f{z-z„-hl):=0. 

Deux  de  ces  points  sont  confondus  au  point  de  contact  :  les  deux  autres  correspondent  aux  racines 
de  l'équation      i^^o  +  l  =0.      En  comparant  cette  équation  avec  l'équation      A;-  +  C  =  0,      on  voit 

que  la  droite  MM"  touche  l'hypocycloïde  au  point  dont  le  ;  est  égal  à  — -  • 

PARROD,  à  Vesoul. 

Autre  solution.—  Nous  établirons  d'abord  la  proposition  suivante  : 

Soit  une  conique  S  touchant  les  côtés  BC,  CA,  AB  d'un  Iriatigle  ABC  aux  points  A',  B',  C,  et  soit 
w  le  point  de  rencontre  des  trois  droites  AA',  BB'  et  CC  Si  l'on  considère  une  sécante  quelconque  passant 
par  le  point  u>  et  rencontrant  la  conique  S  aux  points  P  et  Q,  laconique  S'  passant  par  les  cinq  points 
A,  B,  C,  P,  Q  est  tangente  à  la  conique  S. 

Prenons  le  triangle  ABC  pour  triangle  de  référence  et  soit 

x^        y-        z^        2y3        2:x        2xy 
a'         p        v-  ^v  VI  i|i 

l'équation  de  S,  a,  ^,  v  désignant  les  coordonnées  du  point  w. 

L'équation  de  la  conique  S'  est  de  la  forme 

x-        y-        z-        2v:         2zx        'ixq  ,  ,  ,  .        ^^ 

— r  -4-  TT  H — 7 r r-  -h(ux  ^vq  +  wz)lux  -+-  vy  +  wz)  =  0. 

1-  i-  1-  ^Y  v-a  ï^ 

Cette  conique  est  circonscrite  au  triangle  si  l'on  a 

1-  uu'  =  0.         TV  "•"  ''''^'  =  0,  -^  +  ww'  —  0. 

=<'  1^-  ï' 

Si  la  droite     ux  -^vy-h  irz  =  0    passe  par  le  point  w  on  a 


on  en  déduit 


ua  +  î)i  -H  M'Y  ^  0  ; 

1  1  1 

—7  H r  -I r  =  0, 


ce  qui  exprime  cjue  la  droite     u'x  ^  v'y  -t-  w'z  =  0     est  tangente  à  la  conique  S. 

Cela  étant,  si  nous  prenons  le  triangle  ABC  comme  triangle  fondamental  d'une  transformation  du 
second^ordre,  l'énoncé  précédent  se  transforme  en  le  suivant  ; 

Etant  donnée  une  quartique  à  trois  points  de  rcbrousscment,  toute  conique  passant  par  les  points  de 

rebroussement  et  par  le  point  de  rencontre  des  tangentes  en  ces  points  coupe  la  courbe  en  deux  points  lejs 

que  la  droite  qui  les  joint  est  tangente  à  la  courbe. 

R.  BOUVAIST. 
Bonnis  solutions  par  MM.  D.^kmois  et  J.  Haag. 
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1282.  —  On  considère  un  système  de  forces  dont  les  six  nombres  fondamentaux  sont  p.  q,  r,  0,  0,  h, 
et  une  droite  D  menée  par  le  point  0  dans  le  plan  des  xy.  La  réduction  en  un  point  quelconque.  M,  de  cette 
droite  donne  un  couple  ayant  un  certain  axe  .MG,  et  une  force  équipollenle  à  la  force  (p,  q,  r). 

l"  Trouver  le  lieu  de  la  droite  MG  quand  le  point  M  décrit  la  droite  D  el  le  lieu  du  point  G. 

2"  Le  premier  lieu  est  un  paraboloide  droit.  On  demande  les  enveloppes  des  plans  directeurs  menés  par 
l'origine  et  le  lieu  de  la  parallèle  à  l'axe  quand  la  droite  D  décrit  le  plan  des  xy. 
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3°  Le  paraboloïde  est  tangent  au  plan  des  xy  ;  on  demande  le  lieu  du  point  de  contact  et  l'enveloppe 
de  la  seconde  génératrice  autre  que  D  et  située  dans  le  plan  des  xy. 

4°  Trouver  les  génératrices  qui  passent  au  sommet  de  ce  paraboloïde  et  le  lieu  de  ce  point  dans  les  mêmes 
conditions. 


(3=0 

Soient  les  équations  de  la  droite  OD  menée  par  l'origine  dans  le  plan  des    xy.    La 

(  y  =  mx 

réduction  du  système  au  point  M  de  coordonnées  Xf„y„,  situé  sur  cette  droite,  donne  un  couple  d'axe 

MCi  ;  ses  composantes  sont,  d'après  des  formules  connues, 

ix^r, 
fi^pyo  —  qxo- 

Les  équations  de  MG  sont  donc  les  suivantes  : 

■^  -  •''»    _     y  -   ?/o 


(1) 


■y,.r  x^r  h-^py^,—  qXo 

Nous  devons  chercher  le  lieu  de  celte  droite,  lorque  j/„  et  x„  satisfont  à  la  relation  j/o  =  mx„.  Il 
faut  pour  cela  éliminer  xo  et  j/„  entre  cette  dernière  équation  et  les 
équations  (1). 

Remplaçant  (/„  par  mx„  dans  les  équations  (1)  et  exprimant 
que  la  valeur  de  x„  tirée  des  deux  premières  vérifie  l'équation  obte- 
nue en  considérant  le  premier  et  le  dernier  rapport,  on  obtient  par 
un  calcul  facile  : 

(x-  -t-  my)  j  (1  -H  m-)rz  —  (pm  —  q){y  —  mx)  J  =  li{l  +  w^)(î/  —  nix) . 
Le.  lieu  demandé  est  donc  un  paraboloïde  droit  ayant  pour  plans 
directeurs  : 

X  -+-  my  =  0, 

{pm  -  q){y  —  mx)  —  (l-(-7/i-)ro  =  0. 
Les  coordonnées  du  point  G  sont  données  visiblement  parles  formules  : 

ix=x^—  y^r, 

''^^  ^  î/  =  î/o  -+-  'ï'o''. 

^  :  =  h-\-py^,  —  qxa. 
On  aura  le  lieu  de  ce  point  en  éliminant  ,ro,  '/,,  entre  ces  équations  et  la  relation     y^  =  mx. 
UiMuarquons  que  les  équations  (2)  peuvent  s'écrire  : 

y  z   -   h       . 


Xo !/(]'■  î/u+^O'"  Vy« î-l'o 

les  dénominateurs  étant  homogènes  en  a',  et  »/„,    nous  aurons  le  lieu  chorché  en  remplaçant   x'„  et  t/,, 
par  les  valeurs  proportionnelles  1,  m.  Le  lieu  demandé  sera  donc  la  droite 

(3)  _^  =  _?^  =  _i^^. 

1  —  mr  m  -i-  r  pm  —  q 

C'est  l'une  des  génératrices  du  paraboloïde  passant  par  le  point  g . 

2°  L'enveloppe  des  plans  directeurs  du  paraboloïde  est  aisée  à  trouver.  Remarquons  d'abord  que 
i  +  m;/  =  0  passe  constamment  par  l'axe  des  ;.  Pour  obtenir  l'enveloppe  du  deuxième,  il  sullit  de  re- 
marquer (jue  son  équation  renferme  le  paramètre  m  au  2"  degré,  puis  d'écrire  que  cette  équation  du 
second  degré  en  m  admet  deux  racines  égales  ;  on  obtient  ainsi 

(py -^' qxf  —  \(px -\- rz){rz  +  qxj)  =  0. 
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C'est  l'équation  d"un  cone  réel  du  second  degré  ayant  pour  sommet  l'origine. 
Remarquons  enfin  que  la  parallèle  à  l'axe  est  représentée  par  les  deux  équations  : 

i  X  -h  my  =  0, 

(  (l-\-m^)fz—(pm  —  q){ij — mx)  =0, 

-iL=-^=  ^ ^    pr^ri  +  rz 

mr  —  (•  —  ipm  —  q)  0 

Le  lieu  demandé  est  donc  le  plan    px-hqy-\-rz  ~  0    perpendiculaire  à  la  résultante  R  au  point  0. 
3°  Examinons  la  section  du  paraboloide  par  le  plan    -  =:  0,    elle  se  compose  des  deux  droites  : 
D    (  j/  —  mx  =  U, 

D'  (  (x-{-mij](pm —  q)-\-h{i^m-)  =  0. 
Le  plan  des  xy  est  donc  tangent  au  paraboloide  au  point  d'intersection  de  ces  deux  droites. 
Le  lieu  du  point  de  contact  s'obtient  par  l'éliminalion  de  m  entre  ces  deux  équations  ;    cette  élimi- 
nation est  immédiate  et  donne  py  —  qx  +  h  =  0. 

Le  lieu  est  donc  une  droite  parallèle  à  la  projection  de  R  sur  le  plan  des  xy. 

L'enveloppe  de  D'  s'obtient  aisément  en  écrivant  que  l'équation  de  D',  considérée  comme  étant  du 
second  degré  en  m.  admet  une  racine  double;  on  obtient  ainsi  la  parabole  d'équation  : 

{px  -+- qy)-  —  ih{py  —  f/x  -(-  /i)  =  0  ; 
l'axe  de  cette  parabole  est  la  droite    px~h  qy  =  0,    la  tangente  au  sommet  est  la  droite  trouvée  précé- 
demment comme   lieu    du  point   de   contact,   et  le  foyer  est  à  l'origine,    car    l'équation  peut  s'écrire 
(p-  ^  q')ix'-  -h  y-)  —  ipy  —  qx-h  2hy-  =  0. 

4"  Cherchons  enfin  les  génératrices  qui  passent  au  sommet,  c'est-à-dire  les  génératrices  princi- 
pales. Remarquons  pour  cela  que  le  point  o  appartient  à  une  génératrice  principale  car  le  plan  mené 
par  0  perpendiculairement  à  la  direction  de  l'axe 

mrx  —  ry  +  z{q  —  pm)  =  0 
coupe  visiblement  le  paraboloide  suivant  deux  droites.  La  section  du 
parabolo'ide  par  ce  plan  donnera  donc  les  génératrices  principales  et 
nous  aurons  ainsi  le  moyen  de  déterminer  le  sommet. 

La  droite  n  —  0,  y  =  mx  est  l'une  de  ces  droites,  cela  se  voit 
aisément.  Les  équations  de  la  deuxième  génératrice  sont  d'abord 
l'équation  précédente. 

(4)  /-(y  —  mx)  —  z{q  —  pm]  —  0, 

et  l'équation  de  la  projection  de  cette  droite   sur  le  plan  des  xy  ; 
cette  équation  s'obtient  en  éliminant  ;  entre  l'équation  (4)  et  celle  du 
parabolo'ide  ;  on  a  ainsi,  après  suppression  du  facteur    y  =  mx, 
(5)     [x-hmy)  j  (1  H- m')/-"- -h  (q  —  pvi)-\  —  h{l-hm-){q  —  pm)  =  0. 
Le  sommet  de  la  surface  est  à  l'intersection  de  ces  deux  génératrices,  il  est  donc  dans  le   plan  des 
xy  à  l'intersection  de  la  droite  (D)     y  =  mx     et  de  la  droite  représentée  par  l'équation  (o).  Le  lieu  de  ce 
point  s'obtient  en  éliminant  m  entre  les  deux  équations:  le  calcul  est    fa- 
cile et  donne,  après  suppression  du  facteur     ix--+-  y-), 

r'{x-  -+■  y-)  -^  (py  —  qx)-  -+-  h(py  —  qx)  =  0. 
Cette  conique  est  visiblement  une   ellipse    tangente   à    l'origine    à  la 
projection  de  R  sur  le  plan  des  xy  et  ayant  pour  axe  la   perpendiculaire 
qy-hpx  =0    à  cette  droili\  l'origine  est  donc  l'un  des  sommets  de  cette 

ellipse. 

J.  ROD.A.  à  Toulouse. 

Tris  lionnes  solutions:  MM.  Parrod  ;  J.  RtNABi>,  à  Dijon  ;  L.  Joi.lv.  npi-liteur  au  collège  lii'  ChMons. 
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Solution  géométrique. 


Soient  OR  et  OH  les  éléments  de  la  réduction  à  l'origine  et  M  un  point  de 
la  droite  D.  Le  moment  résultant  au  point  M  est  la  somme  j^éomé- 
trique  du  moment  de  la  lorce  R  par  rapport  à  ce  point  et  du  moment 
MH'  équipollent  à  OH.  Or  MG',  moment  de  R  par  rapport  à  M,  varie 
proportionnellement  à  OM,  et  comme  M(7  reste  perpendiculaire  à  un 
plan  fixe,  le  lieu  du  point  G'  est  une  droite  qui  passe  au  point  0  ;  le 
point  G  décrit  donc  une  droite  parallèle  menée  par  le  point  H. 

La  droite  MG  reste  perpendiculaire  à  la  droite  D  ;  elle  s'appuie 
constamment  sur  les  deux  droites  D  et  HG  ;  donc  elle  engendre  un 
paraboloïdc  droit  ayant  ces  deux  droites  comme  génératrices  de  l'autre 
système. 

L'un  des  deux  plans  directeurs  est  le  plan  perpendiculaire    à   la 
droite  D  :  il  enveloppe  l'axe  des  ô.  L'autre  est  le  plan  OMG';  il  coupe 
le  précédent  suivant  MG'.  qui  est  la  direction  de    l'axe.   Comme  MG' 
reste    perpendiculaire  à    OR,  la  direction  de  l'axe  décrit  le  plan  per- 
pendiculaire à  la  résultante  générale.  La  droite  D  et  la  parallèle  a  MG'  menée  par  le  point  0  se  correspondent 
homographiquemcnt  ;   donc  le  second  plan  directeur  enveloppe  un  cône  du  second  degré  tangent  au  plan  des 
xy  et  au  plan  mené  par  0  perpendiculairement  à  OR. 

Le  paraboloïde  contenant  la  droite  D  est  tangent  au  plan  des  xy  ;  il  a  donc  une  deuxième  génératrice  dans 
ce  plan  :  celle  qu'on  obtient  en  exprimant  que  MG  est  dans  le  plan  des  xy  ou  que  la  composante  du  moment 
par  rapport  à  Oj  est  nulle.  On  trouve  ainsi 

h  +  py  —  qx  =  0  ; 
cette  relation  est  indépendante  de  m  ;  c'est  donc  le  lieu  du  point  de  contact. 

D'autre  part,  la  droite  MG  est  alors  perpendiculaire  à  OM  dans  le  plan  des  xy  ;  elle  enveloppe  donc  une 
parabole  ayant  le  point  0  pour  loyer  et  la  droite  précédente  pour  tangente  au  sommet. 

La  direction  de  l'axe  est  MG'  ;  ce  sera  l'axe  lui-même  quand  l'angle  GMG'  sera  droit  et  le  point  M  corres- 
pondant sera  le  sommet;  les  génératrices  passant  en  ce  point  seront  OM  et  la  droite  particulière  MG.  En  écri- 
vant que  MG  et  .Mil'  sont  rectangulaires,  on  trouve, 

r\x^  +  y-)  -+-  (py  —  qx)(p[i  —  çx  -|-  h)  =  0  ; 
c'est  l'équation  du  lieu  du  sommet  dans  le  plan  des  xy. 

PARROD. 
Tri'S  bonne  solutionili;  M.  J.  Renard,  à  Dijon. 
Bonne  solution  de  M.  Jolly,  à  Cliillons. 


OlJHSTIUiN'S  l'OSKES  AUX  EXAMENS  ORAUX 


ECOLE  rOLYTECHMOUE  (11)04.  lin). 

IV.  —  Géométrie  analytique  à  trois  dimensions  {Sinte). 

■'»202.    —  JMiualion  liu  cône  cii-conscrlt  h  la  qniuliii|ue     f{.i-,  y,  :)  ==  0     le  loiij;  de   la   i-onique  section    [lar    le   plan 
M.r  -I-  vy  -*-  wz  -f-  r  =  0. 


j^  —  1  =  0    et  qui  sont  (■apal)les  d'nn 


42():t.  —  l.icu  des  sommets  des  cônes  passant  par  I  hyperliolc    :  =  o, 
Iri^dre  Irireclangle  inscrit. 

■'120''».  —  yuailiiques  passant  par  l'ititersection  de  deu\  ((uadriciues    iloiuiécs.  Cônes    et  paral)oloïdes  du  faisceau.  Lieu 
lies  centres  des  (|iiadri(|ucs  du  faisceau. 

/lUOS.  —  On  donne  l'ellipsoïde     —p   i    -  -  -r-  -^j 1  —  0    el  le  plan  l.t  +  my+nz  =  0  ;    on  demande   l'équation  de 

la  section  rapportée  à  deux  axes  rcclnngiilaires  situés  dans  ce  plan  et  a\ant  pour  origine  l'origine  des  ooordonniVs. 

^<20(«.  —  Lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  centre  d'un  liyperboloïde  .'i  une  nappe  sur  les  génératrices. 

4207.  —  Circonscrire  h  un  ellipsoïde  un  lône  de  grandeur  donnée. 

4208.  —  Ecrire  ([u'une  droili!  de  diicilion  donnée  est  tangente  a  la  surface *-  — 1  =  0 

a"         b'         c' 
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4209.  —  Lieu  des  bissectrices  des  génératrices  qui  se  croisent  en  un  point  d'une  section  plane  dun  iiyperboloide  à  une 
nappe. 

4210.  —  Conditions  pour  que  l'équation  générale  ilu  deuxième  degré  à  trois  variables  représente  deux  plans  rectan- 
gulaires. 

4211.  —  On  cuupe  un  ellipsoïde  de  révolution  par  deux  plans  perpendiculaires  à  l'axe  et  équidistants  du  centre,  et  on 
enlève  les  deux  calottes  ainsi  déterminées.  Trouver  le  volume  de  In  partie  conservée. 

4212.  —  Equation  du  cylindre  circonscrit  à  l'ellipsoïde      — ^ — '- —-  -  -^^^^ 1  =  0    connaissant  :  1"  la  direction  des 

génératrices  ;  2°  le  plan  de  la  courbe  de  contact. 

4213.  —  Existe-t-il  des  hyperboloides  dans  lesquels  une  génératrice  est  perpendiculaire  ii  un  plan  de  section  circulaire  ? 

4214.  —  Etant  donné  l'ellipsoïde      — -  H — — — i — ~ 1^0,    peut-on  déterminer  un  point  de  l'espace  tel  que  trois 

des  pieds  des  normales  issues  de  ce  point  à  l'ellipsoïde  soient  situés  dans  le  plan    iix-i-  vy  -¥-idz  =  1.    Trouver  l'équation  du 
plan  contenant  les  pieds  des  tiois  autres  normales. 

4215.  —  Volume  d'un  segment  de  paraboloïde  de  révolution  limité  par  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe. 

4216.  — Lieu  des  sommets  des  paraboloîdes  de  révolution  passant  par  une  conique. 

4217.  —  L'équation  U -^  ÀV -- |x\V  =  0,  où  À  et  \i.  sont  deux  paramètres  et  l',  V.  W  des  fonctions  du  second  degré, 
peut-elle  représenter  un  cylindre  ? 

4218.  —    Peut-on    mener     une      normale    commune   à  deux     quadriques  .'    On    considère     les    deux     ellipsoïdes 

1 — ■ r À  =  0,     -^ h-^-  -   ^^ =0,    et  on  demande  le  lieu  de    leurs    normales    communes  quand 

«-■  h-         c-  a-         b-         c-         I. 

À  varie. 

4219.  —  Calculer  l'angle  des  deux  plans  tangents  menés  par  une  droite  à  la  surface      .^  -h-; ^^^ I  ;=  0. 

a-         b-  c- 

4220.  —  Lieu  des  sommets  des  paraboloïdeséquilalères  passant  par  deux  droites. 

4221.  —  Couper  un  ellipsoïde  par  un  plan  diamétral  de  façon  que  dans  1  ellipse  section  un  des  axes  soit  double  de 
l'autre. 

4222.  —  On  donne  un  ellipsoïde  et  une  droite.  Un  cercle  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  cette  droite  et  qui  a  son 
centre  sur  cette  droite  est  assujetti  à  rester  tangent  à  l'ellipsoïde.  Trouver  le  lieu  de  ce  cercle. 

4'223. —  Lieu  des  centres  des  quadriques  passant  par  l'intersection  d'une  quadrique  ûxe  et  d'un  cône  de  révolution  dont  le 
sommet  et  l'axe  sont  fixes,  mais  dont  l'angle  au  sommet  varie.  Ce  lieu  est  une  surface  réglée,  mettre  les  génératrices  en  évi- 
dence. Le  lieu  peut-il  être  un  parabolo'ide  .' 

4224.  —  Lieu  des  normales  à  un  ellipsoïde  qui  sont  tangentes  à  une  sphère. 

4225.  —  Lieu  des  centres  des  sphères  tangentes  h  un  ellipsoïde  et  h  l'un  de  ses  plans  principaux. 

4226.— Lieu  des  soiçmets  des  trièdres  trirecLangles  circonscrits  .i  un  ellipsoïde.Un  point  est  invariablement  lié  à  ce  trièdre  ; 
décrira-t-il  un  lieu  .' 

-4227.  —  Lieu  des  sommets  des  cônes  circonscrits  à  un  ellipsoïde  tels  que  la  somme  des  carrés  des  axes  de  l'ellipse  de 
contact  ait  une  valeur  donnée. 

4228.  —  Démontrer  (|ue  les  pieds  des  cinq  normales  menées  d'un  point  à  un  paraboloïde  ne  sont  pas  sur  une  même 
sphère. 

4229.  —  Lieu  des  centres  des  quadriques    .T-  -!-  c-  —  2aa;y  —  2bzx -^  2a-x  —  îb'z  -t-  1  =  0    quand  a  et  6  varient. 

4230.  —  Sur  une  corde  .\B  d'un  ellipsoïde  on  prend  un  point  M  tel  que  M.\.MB  =  t.AB".  Lieu  du  point  .M  quand  la 
corde  AB  se  déplace  parallèlement  à  elle-même. 

4231.  —  Lieu  des  sommets  des  coniques  sections  d'une  qua.lrique  par  des  plans  passant  par  une  normale. 

4232.  —  Etant  donnés  deux  cônes  du  deuxième  degré  ayant  pour  sommet  l'origine,  trouver  les  plans  qui  les  coupent 
suivant  des  coniques  homothétiques.  Discussion . 

4233.  —  Lieu  des  centres  des  sections  d'une  quadrique  par  des  plans  tangents  à  une  autre  quadrique. 

4234.  —  On  donne  un  axe  d'une  quadrique,  un  point  et  son  plan  polaire;  la   quadrique  est-elle  déterminée'? 

4235.  —  Ecrire  que  deux  quadriques  sont  semblables. 

4236.  —  X  combien  de  conditions  équivaut  la  donnée  d'un  diamètre  dans  une  quadrique  ? 

4237.  —  Dans  une  quadrique  on  donne  le  centre  et  trois  plans  tangents  rectangulaires.  Combien  cela  fait-il  de  condi- 
tions.'  Equation  générale  ? 

4238.  —  Ecrire  que  la  droite     f—~  —   -Ll-^  =  "  ~ '"     est  axe  de  la  quadrique    f{x,  y,  :  )  =  0. 

abc 

4239.  —  Montrer  que  par  les  six  arêtes  de  deux  trièdres  trirectangles  de  même  sommet  on  peut  faire  passer  un  cône. 

4240.  —  Dans  un  cylindre  paiabidiquo  on  donne  un  plan  diamétral  et  une  génératrice.  Combien  faut-il  donner  de 
points  pour  déterminer  le  cylindre  .'  Equation  du  cylindre.  Construction  géométrique. 

4241 .  —  Combien  faut-il  de  points  pour  définir  un  cylindre  de  révolution  ?  Le  cylindre  est-il  déterminé  quand  on 
donne  trois  points  et  la  direction  des  génératrices  ? 


42  QUESTIONS  POSÉES  AUX  EXAMENS  ORAUX  (1904) 

4242.  —  Déterminer  un  cône  du  deuxième  degré  par  des  plans  tangents.  Combien  en  faut-il? 

4243. —  On  donne  trois  diamètres  conjugués  d'une  qundrique.  Combien  cela  fait-il  de  conditions  ?  Peut-on  se  donner 
arbitrairement  deux  systèmes  de  trois  diamètres  conjugués  ? 

4244.  —  Déterminer  une  quadrique  connaissant  un  quadrilatère  gauche  et  un  plan  tangent. 

4245.  —  Déterminer  un  cône  du  deuxième  degré  capable  d'un  trièdre  trirectangle  inscrit,  connaissant  une  ellipse 
tracée  sur  la  surface  etdeux  points.  Solutions  analytique  et  géométrique.  Faire  l'épure  en  supposant  que  la  conique  est 
une  parabole  située  dans  un  plan  de  front. 

4246.  —  Etudier  la  quadrique  définie  par  un  cercle  et  deux  droites  non  situées  dans  le  même  plan  et  rencontrant 
le  cercle. 

4247.  — Nombre  de  conditions  imposées  à  une  quadrique  quand  on  donne:  1°  un  cône  circonscrit:  -2°  deux  cônes 
circonscrits. 

4248.  —  On  donne  deux  cônes  circonscrits  à  une  quadrique  et  un  plan  tangent.  Trouver  le  point  de  contact  de  ce  plan. 
Déterminer  un  cône  circonscrit  ayant  son  sommet  dans  le  plan  tangent  donné. 

4249.  —  l'ne  quadrique  est-elle  déterminée  par  un  cône  de  directions  asymptotiques  et  deux  génératrices'?  A  quelles 
conditions  sont  assujetties  les  génératrices  ? 

4250.  —  Déterminer  une  quadrique  connaissant  un  cône  circonscrit  et  deux  génératrices. 

4251.  —  On  donne  dans  une  quadrique  un  axe,  une  génératrice  et  deux  points.  Ces  conditions  sont-elles 
compatibles  ? 

4252.  —  Même  question  si  l'on  donne  un  axe  et  une  conique  do  la  surface. 

4253.  — On  donne  dans  une  quadrique  un  plan  principal,  une  conique  et  un  point.  Montrer  que  la  quadrique  est 
déterminée  et  d'une  seule  manière.  Chercher  le  plan  tangent  au  point . 

4254.  —  Intersection  de  deux  quadriques  ayant  deux  génératrices  communes. 

4255.  —  Intersection  de  deux  quadriques  qui  se  raccordent  en  tous  les  points  d'une  génératrice. 

4256.  —  Intersection  de  deux  paraboloïdes  qui  ont  un  plan  directeur  commun.  Points  à  l'infini  de  la  cubique 
intersection. 

4257.  —  Intersection  de  deux  paraboloïdes  ayant  un  plan  directeur  commun  et  une  génératrice  commune. 

■y.  —  Géométrie  descriptive. 

4258.-  On  donne  une  droite  dans  le  deuxième  bissecteur  et  une  deuxième  droite  parallèle  à  ce  plan,  trouver  la  perpen- 
diculaire commune  à  ces  deux  droites. 

4255).  —  Angle  d'un  plan  donné  par  ses  traces  avec  le  plan  horizontal.  Angle  des  deux  traces. 

4260.  —  Klant  données  les  projections  d'un  trièdre,  déterminer  ses  faces. 

'i261.  —  Intersection  d'un  plan  donné  par  ses  traces  et  du  plan  bissecteur  du  premier  dièdre'. 

4262.  —  Abaisser  d'un  point  une  perpendiculaire  sur  le  deuxième  bissecteur. 

4263.  —  On  donne  deux  droites  parleurs  projections  et  on  les  suppose  invariablement  liées  l'une  à  l'autre.  Faire  tourner 
1  ensemble  de  ces  deux  droites  autour  d'un  axe  de  manière  que  leurs  projections  horizontales  deviennent  parallèles. 

4264.  —  On  donne  un  plan  défini  par  deux  droites  et  un  triangle  équilatér.al  situé  dans  ce  plan  et  défini  par  son 
rabattement  sur  le  plan  horizontal  autour  d'une  horizontale  du  plan.  Construire  le  quatrième  sommet  d'un  tétraèdre  régu- 
lier ayant  pour  base  <e  triangle. 

4265.  —  Angle  d'un  plan  parallèle  à  la  ligne  de  terre  avec  le  plan  horizontal.  Placer  dans  ce  plan  un  cercle  de  rayon 
donné  tangent  à  la  trace  horizontale. 

42U6.  —  On  donne  deux  droites  quelconques  et  une  horizontale.  Mener  par  cette  horizontale  un  plan  tel  que  si  on 
projette  sur  ce  plan  les  deux  premières  droites,  les  projections  soient  parallèles. 

4267.  —  Perpendiculaire  conunune  h  la  ligne  de  terre  et  à  une  droite  parallèle  au  premier  bissecteur. 

4268.  —  Construire  un  parallélépipède  dont  la  base  est  un  losange  dans  un  plan  défini  par  ses  traces  P«(J.  On  donne 
la  projection  horizontale  et  la  longueur  d'une  diagonale  de  ce  losange,  ainsi  que  la  longueur  du  côté. 

4260.  —  On  donne  un  tétraèdre  ABCI)  dont  deux  sommets  A  et  li  sont  dans  le  plan  horizontal.  On  lail  lourner  le 
tétraèdre  autour  île  AI!  de  façon  à  amener  le  point  ('.  dans  le  plan  horizontal.  Trouver  les  projections  du  point  It  après  cette 
rotation. 

4270.  —  On  donne  un  plan  par  ses  liaccs.  Construire  dans  ce  plan  un  triangle  é(|uilatéral  ayant  deux  île  ses  sommets 
sur  la  trace  horizontale.  Projection  du  point  <lc  concours  des  hauteurs. 

4271.  —  On  donne  les  projections  des  (lualre  sommets  il'un  tétraèdre.  Faire  un  changement  de  |d:in  tel  (|ue  la  nou- 
velle projection  du  tétraèdre  soit  im  parallélogranune. 

4272.  —  Mener  dans  un  plan  par  un  jioint  de  ce  plan  luic  droite  de  pente  donnée. 
'i273.    -  Par  une  droite  mener  un  plan  de  pente  donnée. 

't'Jfï'i.   —  Ktant  données  les  projections  d'un  tétraèdre,  construire  le  plan  bissecteur  intérieur  de  I  un  des  dièdres. 
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4275.  —  On  donne  une  droite  iO,  D)  et  un  point  (a,  a').  Faire  tourner  ce  point  nutour  de  la  droite  d'un  angle 
donné. 

4276.  —  Itédurtion  d'un  angle  à  l'horizon. 

4277.  —  On  donne  une  droite  (D,  1)')  et  un  point  {f,  f)  qui  sont  directrice  et  foyer  d'une  parabole.  Trouver  les  pro- 
jections de  cette  courbe. 

4278.  —  On  donne  un  plan  défini  par  deux  droites  A  et  B  et  un  point  M  de  ce  plan.  Construire  les  projections  d  une 
hyperbole  ayant  les  droites  pour  asymptotes  et  passant  par  le  point. 

4279.  —  On  donne  les  projections  de  trois  points  F,  F',  M.  et  on  considère  l'ellipse  (ou  l'hyperbole)  admettant  pour 
foyers  les  deux  premiers  et  passant  par  le  point  M.  Projections  de  la  courbe. 

4280.  —  On  donne  deux  poinU  Ma.  a)  et  Bift,  6').  et  la  projection  horizontale  c  d'un  point  ("..  Déterminer  la  projec- 
tion verticale  c'  de  façon  que  le  triangle  ABC  ait  une  aire  donnée. 

4281 .  —  On  donne  les  projections  de  trois  points  0,  A,  B.  Trouver  les  projections  du  cercle  de  Monge  de  l'ellipse  qui  a 
pour  diamètres  conjugués  OA  et  OB. 

4282.  —  Construire  un  cube  ayant  une  diagonale  verticale,  connaissant  la  longueur  de  l'arête. 

4283.  —  On  donne  trois  droites  0:,  OA,  OR  lO;  est  verticale.  On  connaît  langle  AOB  et  ceux  de  OA  et  OB  avec 
la  verticale.  Trouver  l'angle  des  projections  horizontales  de  OA  et  OB.  Résoudre  la  question  géométriquement  et  analyti- 
quement. 

4284.  —  Plans  bissecteurs  de  deux  plans  donnés  par  leurs  échelles  de  pente. 

4285.  —  Intersection  d'un  cylindre  ayant  pour  base  un  cercle  dans  le  plan  horizontal  avec  une  droite. 

4286.  —  On  donne  deux  cercles  concentriques  0  et  C;  C  est  dans  le  plan  de  cote  zéro  et  C,  dans  le  plan  de  cote  38, 
de  plus  le  rayon  de  C.  est  inférieur  à  celui  de  C.  Ces  deux  circonférences  sont  les  bases  d'un  tronc  de  cône.  Trouver  l'ombre 
propre  et  l'ombre  portée  sur  le  plan  de  cote  zéro  de  ce  tronc  de  cône  quand  il  est  éclairé  par  des  rayons  lumineux  faisant  45" 
avec  le  plan  horizontal. 

4287.  —  Trouver  les  contours  apparents  d'un  cône  dont  le  summet  est  sur  la  ligne  de  terre  et  dont  la  base  est  un 
cercle  situé  dans  un  plan  donné  par  ses  traces  et  défini  par  son  rabattement  sur  le  plan  horizontal. 

4288.  —  Une  parabole  dans  le  plan  horizontal  est  la  base  d'un  cylindre;  on  donne  en  outre  deux  points  de  ce  cylindre. 
Trouver  la  direction  des  génératrices. 

4289.  —  On  donne  un  plan  par  son  échelle  de  pente.  Un  cercle  donné  est  le  rabattement  sur  le  plan  de  cote  zéro 
d'un  cercle  du  plan  donné.  Ce  cercle  est  la  base  d'un  cône  de  révolution  dont  la  hauteur  est  égale  au  rayon  de  base.  Mener 
par  un  point,  défini  par  sa  projection  et  sa  cote,  des  plans  tangents  à  ce  cône. 

4290.  —  On  donne  un  plan  par  ses  traces  et  un  cercle  de  ce  plan  défini  par  son  rabattement.  Ce  cercle  est  la  direc- 
trice d'un  cône  dont  on  donne  le  sommet.  Beconnaitre  si  un  point  est  extérieur  ou  intérieur  au  cône.  Plan  polaire  de  ce 
point  par  rapport  au  cône. 

4291.  —  -Normale  commune  à  un  cône  de  révolution  d'axe  vertical  et  ,i  une  droite. 

4292.  —  Un  cône  a  pour  base  un  cercle  dans  le  plan  horizontal.  Étudier  le  cône  supplémentaire  (trace  horizontale, 
contour  apparent,  etc.) 

4293.  —  On  coupe  un  cylindre  à  base  circulaire  horizontale  par  un  plan  vertical.  Intersectiiui.  Ombre  du  tmnc  obtenu 
sur  le  plan  horizontal. 

4294.  —  On  donne  un  plan  défini  par  deux  droites  quelconques,  une  conique  de  ce  plan  définie  par  sa  projection 
verticale.  C'est  la  base  d'un  cône  de  sommet  (s,  s  ).  Trouver  le  contour  apparent  horizontal  de  ce  cône.  Intersection  avec 
une  droite. 

4295.  —  On  donne  un  plan  par  deux  droites.  Section  par  ce  plan  d'un  cône  dont  on  donne  le  sommet  et  la  base  qui 
est  une  courbe  quelconque  du  deuxii''me  bissecteur. 

4296.  —  Deux  circonférences  situées  respectivementdansles  deux  plans  de  projection  et  égales,  se  touchent  en  un  point 
de  ty.  Deux  points  sont  situés  dans  les  deux  pl;ms  de  projection  el  se  projettent  en  deux  points  symétriques  par  rapport 
à  la  ligne  de  terre  sur  une  ligne  de  rappel  tangente  aux  deux  circonférences.  Chacun  d'eux  est  le  sommet  d'un  cône  ayant 
pour  base  la  circonférence  située  dans  l'autre  plan  de  projection.  Intersection  de  ces  deux  cônes. 

4297.  —  On  donne  dans  le  plan  vertical  une  circonférence  (o,  o')  tangente  au  plan  horizontal  ;  c'est  la  base  d'un  cône 
dont  le  sommet  (s,  s  )  est  dans  le  plan  horizontal.  La  ligne  de  rappel  ss'  est  tangente  au  cercle  à  droite.  Une  deuxième  cir- 
conférence est  située  dans  le  plan  de  pmfil  ss  ;  elle  coïncide  avec  la  première  lorsqu'on  la  rabat  sur  le  plan  vertical.  Cette 
deuxième  circonférence  est  la  base  d'un  deuxième  cône  dont  le  sommet  s,  est  sur  la  ligne  de  terre  à  gauche  de  s'  et  tel  que 
s's,  =:  ss.     Intersection  des  deux  cônes. 

4298.  —  On  donne  une  droite  verticale  A  située  dans  le  plan  vertical,  puis  une  droite  D  dans  le  plan  vertical  et  une 
droite  A  dans  le  plan  horizontal,  ces  deux  droites  se  rencontrant  en  un  point  de  la  ligne  de  terre.  On  considère  le  cône 
engendré  par  .4  tournant  autour  de  D  et  le  cône  engendré  par  D  tournant  autour  de  A.  Intersection  des  deux  cônes. 

4299.  —  Intersection  de  deux  cônes  de  révolution  ,i  axes  verticaux  et  ayant  leurs  génératrices  parallèles. 

4300.  —  On  donne  deux  circonférences  dans  un  plan  horizontal,  et  par  leur  centre  de  similitude  on  mène  une  droite 
quelconque  sur  laquelle  on  prend  deux  points.  Ces  deux  points  sont  les  sommets  respectifs  de  deux  cônes  ayant  pour  bases 
les  deux  circonférences.  Intersection  de  ces  deux  cônes. 

4301 .  —  Intersection  de  deux  cônes  ayant  pour  base  commune  une  circonférence  située  dans  un  plan  horizontal.  L'un 
des  cônes  est  de  révolution,  les  deux  sommets  sont  sur  une  droite  parallèle  à  la  ligne  de  terre  et  de  plus  une  génératrice 
de  contour  apparent  vertical  de  l'un  des  cônes  est  parallèle  à  une  généralrice  de  contour  apparent  vertical  de  l'autre. 
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4302.  —  On  donne  dans  un  plan  horizontal  une  parabole  et  une  ellipse  ayant  un  foyer  commun  F  ;  par  F  on  mène 
une  droite  quelconque  \  sur  laquelle  on  prend  un  point  S.  Intersection  du  cône  ayant  l'ellipse  pour  base  et  le  point  S 
pour  sommet  et  du  cylindre  ayant  pour  base  la  parabole  et  les  génératrices  parallèles  k  1. 

4303.  —  Intersection  de  deux  cônes  dont  les  bases  soni  des  cercles  situés  l'un  dans  le  plan  horizontal  el  l'autre  dans 
le  plan  vertical .  Ombre  de  l'ensemble  de  ces  deux  cônes  sur  le  plan  horizontal. 

4304.  —  Intersection  de  deux  cônes  dont  les  bases  sont  deux  cercles  dans  un  plan  horizontal  et  qui  ont  cliaeun  une 
génératrice  verticale.  Montrer  que  la  projection  horizontale  de  l'intersection  est  du  troisième  degré. 

4305.  —  Intersection  d'un  cône  et  d'un  cylindre  ayant  une  génératrice  commune.  La  base  du  cylindre  est  une  liyper- 
bole,  et  celle  du  cône  un  cercle  situé  dans  un  même  plan  horizontal. 

430S.  —  Même  question  en  remplaçant  l'hyperbole  par  une  parabole. 

4307.  —  Par  un  point  d'un  cône  de  révolution  on  mène  une  horizontale  perpendiculaire  à  la  génératrice  de  ce  point. 
Celte  droite  est  l'axe  d'un  cylindre  de  révolution  de  rayon  donné.  Intersection  des  deux  surfaces. 

4308.  —  Intersection  d'un  cylindre  et  d'un  cône  ayant  pour  base  une  même  parabole  dans  un  plan  horizontal 

4309.  —  Intersection  de  deux  cônes  ayant  pour  bases  des  paraboles  dans  le  plan  horizontal  et  pour  sommets  deux  points 
situés  dans  un  même  plan  horizontal.  Points  à  l'infini.  Point  double. 

4310.  —  On  donne  une  conique  dont  les  projections  sont  confondues. ('/est  la  base  commune  à  un  cône  dont  on  donne 
le  sommet  et  h  un  cylindre  dont  on  donne  la  direction  des  génératrices.  Intersection  des  deux  surfaces. 

4311.  —  Intersection  de  deux  cônes  ayant  pour  bases  îles  cercles  dans  le  plan  horizontal  et  pour  sonimi'ls  des  jioints 
définis  ]iar  leiu-s  projections  horizontales  el  leurs  cotes. 

4312.  —  Intersection  d'un  cône  ayant  pour  base  un  cercle  dans  le  plan  liorizontal  et  d'un  cône  de  révoluMon  autour 
rie  la  ligne  de  terre. 

4313.  —  On  donne  im  lùne  ;  ib'Merminfr  un  second  cône  tel  que  l'intersection  présenle  un  point  de  rebrousse- 
Mi.-nl. 

4314.  —  Intersection  d'un  cône  de  révoliiliori  dont  I'.im'  est  dans  Ir  plan  vertical  et  d'un  cylindre  de  révolution  dont 
l'axe  est  dans  le  plan  horizonlal. 

4315.  —  On  donne  un  tétraèdre  régulii'r  SAliC  dont  la  base  .\lfC  esl  horizontale.  Interseclion  du  cône  de  sommet  S  et 
dont  la  base  est  le  cercle  inscrit  dans  le  triangle  ABC  et  du  cône  de  sommet  C  et  donl  la  liase  est  le  ceide  inscril  dans  le 
triangle  SAB. 

4316.  —  On  donne  un  triangle  ABC,  BA  tourne  autour  de  BC,  BC  autour  de  AC  :  intersection  des  deux  cônes. 

4317.  —  On  donnr  dans  un  plan  de  front  une  hyperbole  équilatère,  base  d'un  cylindre  ayant  ses  génératrices  hori- 
zordales,  et  un  cercle,  base  d'un  cône  ayant  une  généraliii-i'  |iarallMe  aux'  génératrices  du  cylindre.  Intersection. 
Asymptotes. 

4818.  —  In  cylindre  île  ri'volnlioii  toinlii'  Ir  plan  hori/iudal  snixaiil  uni-  paiallcb'  à  la  ligni'  de  Irire  ;  un  côrii'  de  soni- 
Miel  (s.  s')  le  touche  égalemeni  suivant  la  même  dioite,  et  sa  base  est  une  inniqne  sihiée  dans  lui  plan  de  boni  el  se  proje- 
laiil  suivant  un  cercle.  Intersection  des  deux  surfaces. 

4319.  —  Intersection  de  deux  lylindirs  doiuiés  par  leurs  bases  dans  le  plan  ilr  cote  zi'ro  el  ]iar  leurs  gi'nératrices 
gradui'es. 

4320.  —  Milersection  de  deux  cours  iliaiiii's  par- Irurs  liasrs  dans  Ir  plan  dr  lOle  zéro,  les  suiuniels  étant  délinis  par 
leurs  ]irojeidions  id  leurs  rôles. 

4321.  —  On  drmne  riaiis  \r    plan  liorizutdal    il.'ox  liypribolrs  ('•iiiilliiii'rrs.  dont    les  cenires   oui  même  l'doigiirmenl.  Les 

as\mploles    dr'    l'une   sont    paiallrlr    rt    pn  pindicnlaire  à    la    iig ii'  liire,    irllrs  de  laulre  toiil  4:1"  a\rc  cette  ligne.  (".l'S 

deux  liypr'rholes  sont  les   basrs  dr    diMix  i\  lindres  dniil  les    gêrnraliiies  smil    de  fioni  ri  toni   i,';"  avec  le    plan  horizontal. 
Intersection,  .\symptiiles. 

4322.  —  Intersi'clion  rie  deux  cr'ini's  di'  n-volnlion  égaux  aiaid  pnui-  axrs  diiix  ilmiles  parallèles  dr  prolil. 

4323.  —  l'n  cylindre  di'  révolution  IouiIji-  Ir  plan  horizoïdal  suhaiil  iiiir  paiallrlr  à  .ri/,  l'n  cône  a  pinn-  base  dans  le 
plan  liorizontal  un  cercle  el  ]ioursommrt  un  point  du  plan  xirlical.  Inlrisrclion  dis  dnix  snrfices. 

4324.  —  Llne  sphère  a  son  l'entre  sur  la  ligne  de  terre.  Pio|ectioii  dr  linlirsii  Imn  par  un  plan  iloniii'  par  ses  traces. 

4325.  —  Plans  tangents  à  une  Nplirri'  paiallèlis  à  un  l'iaii  ilélini  par  ^r^  Iracrs. 

4320.  —  Onibri'  porter  sur  le  plan  liuiizoïilal  d  Une  splinv  .rlairée  par  Ir  siilril.  Délrrniinal  mil  d'un  point  rt  de  la  lan- 
gi'lltl',  du  lelllre,  des  axes. 

4327.  —  On  rionne  diaix  sphi>res  rd  iinr'  ilroiti'.  Mr'uer  par  la  droilr'  un  plan  1.1  qur  lis  cours  .lyanl  rrspnliMmrnt  pour 
sommets  les  ii'iilres  ries  sphr'irs  et  pour  basrs  les  sections  de  ces  sphères  par  Ir  plan  soirnl  igaiix. 

4328.  —  Ombre  propre  et  ombre  portée  d'un  hémisphèn'. 

4329.  —  Splièri'  circonscrite  à  un  télrardie  ilonl  les  sonimels  snnl  ipielconqnes  dans  le^pace.  lirsoudrr  la  i|iiislioii  ni 
rendanl  horizontale  une  face  du  létrnèdrr'. 

4330.  —  Plans  tangents  communs  à  trois  splnres. 

4331.  —  On  donne  une  sphère  id  un  point  [m,  m)  de  1  rlli>  sph.re.  On  Iraiisformr'  la  splnrr  par  invirsimi  rn  iirrnaiil 
le  point  pour  pi'de  el  en  sr'  donnant  géomélnqiiement  la  piiissanci'.  llrlrrmiiirr  le  plan  obtenu  par  la  Iraiisloi  iiialiiiii. 

4332.  —  Inlersi  riiiin  d  une  sphi  ii'  ri  d  un  léirardie  donl  1111  siiniiiirl  esl  ,111  1  riitrr  de  la  splirre. 
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4333.  —  Construire  une  sphère  passant  par  trois  points  et  tangente  à  une  droite. 

4334.—  On  roupe  une  sphère  par  le  plan  horizontal  du  rentre  et  on  ne  laisse  subsister  que  I  hémisphère  inférieur.  Sur 
la  parallèle  à  la  ligne  de  terre  menée  par  le  point  le  plus  haut  de  la  sphi  le  on  prend  un  point  luniineuv.  Ombre  propre  et 
ombre  portée  de  l'hémisphère  sur  le  plan  horizontal. 

4335.  —  On  donne  une  sphère  par  ses  projections  et  un  plan  par  diu\  droites  (|ui  se  eoupenl.  Trouver  les  pohits  fie  la 
section  de  la  sphère  par  le  plan  où  la  tangente  est  parallèle  à  une  direction  donnée  du  plan. 

4336.  —  On  éclaire  une  sphère  par  des  rayons  lumineux  parallèles.  Trouvt-r  le  point  de  la  sphère  où  le  rayon  réfléchi 
est  vertical. 

4337.  —  EtaTit  ilonnée  une  surface  de  révolution  déliiiie  par  son  ;i\e  vertical  et  sa  méridienne  ]irliici]iale.  lui  mener  un 
plan  tangent  par  une  droite  rencontrant  1  a\e. 

4338.  —  Autou*^  dune  droite  quelconque  un  fait  tourner  un  cercle  de  front.  .Mener  à  la  surface  engendrée  un  plan  tan- 
u'enl  parallèle  à  une  direction  donnée  et  ayant  son  point  de  contact  sur  un  parallèle  doiuu'. 

4339.  —  Plan  tangent  à  une  surface  de  révolution  par  une  droite.  Cas  particulier  où  lavi'  de  la  surface  est  verlic:U 
'I  la  droite  horizontale. 

4340.  —  Contours  apparents  d'une  surface  île  révolution  engendrée  pai-  um-  courbe  quelconque  tournant  autour 
d  un  ave  quelconque. 

4341.  —  Contour  apparent  d'un  tore  dont  l'axe  est  de  front. 

4342.  —  Démontrer  que  la  section  d'im  tore  par  un  plan  bitangent  se  compose  de  deux  cercles.  Epure  en  supiiosant 
l'axe  du  tore  vertical. 

4343.  —  Intersection  d'un  plan  donné  par  ses  traces  et  d'une  surface  de  révolution  engemlrée  par  une  courbe  quel- 
conque tournant  autour  d'un  axe  vertical. 

4344.  —  Section  par  le  deuxième  bissecteur  d'une  >urfacede  révolution  engendrée  par  une  courbe  (|uelconque  tournant 
autour  d'un  axe  quelconque. 

4345.  —  On  donne  un  cône  par  sa  base  dans  le  plan  horizontal  i-t  son  sommet.  Contoui-s  apparents  rl'un  cxlimlre  cle 
révolution  tangent  au  cone  et  ayant  pour  ave  une  droite  donnée. 

4346.  —  Intersection  d'une  droite  et  d'un  cylindre  de  révolution  avant  pour  ave  la  ligne  île  terre. 

4347.  —  On  donne  deux  droites  parallèles  par  leurs  projections  ;  l'une  de  ces  droites  est  l'axe  d'un  cylindre  de  révolu- 
tion dont  lautre  droite  est  une  génératrice.  Trouver  le  contour  apparent  de  ce  cylindre.  Construire  un  cône  de  i-érolution 
tangent  à  ce  cylindre  et  ayant  pour  axe  la  ligne  de  terre  et  pour  sommet  un  point  donné  île  cette  Hgne. 

4348.  —  Trouver  les  contours  apparents  d'un  cylindre  de  révolution  connaissant  l'ave  et  im  poini  de  la  surfai-e.  Inter- 
section avec  une  droite. 

4349.  —  On  coupe  un  cylindre  de  révolution  d'axe  quelconque  par  un  plan  horizontal  et  par  un  plan  de  front,  et  on 
éclaire  la  portion  du  cylindre  comprise  entre  ces  deux  plans  par  des  rayons  lumineuv  parallèles.  Ombre  propre  et  ombres 
portées. 

4350.  —  On  ilonni-  un  plan  par  sa  ligne  de  pente,  un  cercle  dans  le  plan  hoiizonlal  de  cote  3  ;  ce  cercle  est  la  ba.se  d  un 
cône  de  révolution  liont  le  demi-angle  au  sommet  est  égal  à  45".  Section  du  cône  par  le  plan. 

4351.  —  Mener  par  un  point  une  droite  faisant  des  angles  donnés  avec  les  plans  de  projection. 

4352.  —  Construire  lui  cône  de  révolution  tangent  h  une  sphère  connaissant  son  axe  et  son  sommet. 

4353.  —  -Mener  des  plans  tangents  parallèles  à  deux  cônes  de  révolution  dont  l'un  a  son  axe  vertical. 

4354.  —  Construire  un  cône  de  révolution  tangent  à  deux  plans  île  bout  donnés  et  connaissant  la  projection  horizontale 
de  l'ave. 

4355.  —  Mener  par  lui  point  un  plan  faisant  des  angles  donnés  avec  un  plan  horizontal  et  un  ]daii  de  prolil. 

4356.  —  Mener  par  une  droite  nii  plan  faisant  un  angle  donné  avec  un  [dan  donné. 

4357.  —  E\iste-t-il  un  cône  de  révolution  a^ant  pour  contour  aiqiareni  vertical  deux  projections  verticales  de  droites 
données,  connaissant  les  directions  des  génératrices  de  contour  apparent  horizontal  ? 

4358.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  par  son  axe  et  une  génératrice.  Trouver  la  projection  verticale  d'un  point 
dont  on  donne  la  projection  horizontale.  Contours  apparents. 

4359.  —  Sur  un  cône  de  révolution  à  ave  vertical,  placer  une  ellipse  de  grandeur  donnée. 

4360.  —  On  donne  une  di-oite   (A,  A')   et  un  point  {a,  a")   sur  cette  droite.  Construire  un  tronc  de  cône  de  révidulion 
ani  la  droite  (A.A'I  pour  axe,  dont  l'une  des  bases  jiasse  par   (a,  a'I   et  dont   on  connaît   la  hauteur  et  les  rayons  des  deux 

Par  une  droite  mener  un  ]ilan  faisant  un  angle  donné  avii-  une  droite  donnée. 

Étant  données  deux  droites   .\  et  B,  mener  une  horizontale  rencontrant  ces  deux  droites  et  faisant  avec  l'une 
e  donné  ou  faisant  avec  les  deux  droites  des  angles  égaux. 

4363.  —  Une  droite  A  tourne  autour  d'une  front:de  F.  Intei-sectioii  de  la  surface  engendrée  avec  une  droite  A  qui 
rencontre  F. 

4364.  —  On  donne  une  surface  gauche  détînic  par  ime  droite  0  tournant  autour  d'une  droite  A.  Mener  à  cette  sur- 
face un  plan  tangent  par  un  point  de  façon  que  le  point  de  contact  soit  sur  un  parallèle  donné. 


b; 

ises. 

4361.  - 

4362.   - 

d 

elles  un  anj 

46  QUESTIONS  POSÉES  AUX  EXAMENS  ORAUX  (1904;i 

4365.  —  Une  surface  gauche  de  révolution  est  détinie  par  son  axe  vertical  et  par  une  génératrice  située  dans  le 
deuxième  bissecteur.  Ombre  propre  de  cette  surface  pour  des  rayons  lumineux  parallèles. 

4366.  —  Intersection  d'un  plan  de  bout  et  dune  surface  gauche  de  révolution  engendrée  par  une  droite  tournant 
autour  de  la  ligne  de  terre. 

4367.  —  Mener  à  une  surface  gauche  de  révolution  à  axe  vertical  un  plan  tangent  dont  le  point  de  contact  soit  sur 
un  méridien  donné. 

4368.  —  Trouver  la  droite  conjuguée  d'une  droite  donnée  par  rappoi-t  à  une  surface  gauche  d'axe  vertical. 

4369.  —  On  donne  deux  droites  par  leurs  projections.  Lune  d'elles  en  tournant  autour  de  l'autre  engendre  un  hyper- 
boloide  de  révolution.  Sur  la  projection  horizontale  de  l'axe  on  prend  un  point  m  qui  est  la  projection  horizontale  d'un 
point  de  la  surface.  Trouver  la  projection  verticale. 

4370.  —  On  lionne  un  pai-abolo'ide  hyperbolique  défini  par  un  plan  directeur  horizontal  et  deux  génératrices  non 
parallèles  à  ce  plan.  Déterminer  :  l»  l'intersection  de  la  surface  et  du  second  bissecteur.  Points  à  l'intîni  :  -2'  les  génératrices 
perpendiculaires  à  une  génératrice  horizontale  donnée;  3°  lintersection  du  paraboloïde  et  d'un  cylindre  de  bout  passant  par 
la  génératrice  de  bout  du  paraboloïde  ;  4°  intersection  du  paraboloïde  et  d'un  cône  passant  par  l'une  des  génératrices  don- 
nées el  ayant  pour  base  un  cercle  horizontal.  Points  à  l'infini  de  la  cubique  d'intersection  :  5°  Asymptotes  de  la  section  par 
un  plan  de  bout. 

4371 .  —  In  paraboloïde  hyperbolique  est  défini  par  deux  génératrices  et  a  pour  plan  directeur  im  plan  parallèle  au 
deuxième  bissecteur.  Mener  à  cette  surface  un  plan  tangent  parallèle  au  premier  bissecteur. 

4372.  —  On  donne  un  quadrilatère  gauche  qui  définit  un  paraboloïde  hyperbolique.  Représenter  cette  surface  limitée 
au  quadrilatère  par  des  génératrices.  Étant  donné  un  point  extérieur,  déterminer  l'ombre  portée  sur  un  plan  horizontal  par 
la  partie  de  surface  représentée. 

4373.  —  Intersection  d'un  hémisphère  reposant  sur  le  plan  horizontal  avec  un  cône  de  révolution  dont  l'axe  est  dans 
le  plan  horizontal. 

4374.  —  On  donne  une  ellipse  en  projection  horizontale  dont  le  grand  axe  est  paraljèle  à  la  ligne  de  terre,  et  qui 
est  la  projection  d'une  ellipse  située  dans  un  plan  de  bout.  On  fait  tourner  cette  ellipse  autour  dune  verticale  passant  par 
un  point  du  grand  axe.  Trouver  les  contours  apparents  de  la  surface  engendrée. 

4375.  —  Intersection  d'une  surface  gauche  de  révolution  à  un  axe  vertical  avec  un  cylindre  de  révolution  passant  par 
une  généralriie  de  front  de  la  surface. 

4376.  —  I  ne  droite  en  tournant  autour  dune  verticale  engendre  un  hy^jerboloîde.  Intersection  de  cet  hyperboloïde 
el  du  |iaraboloïde  h>perbo!i(|ue  admettant  comme  génératrices  la  verticale  et  la  droite  donnée,  l'un  des  plans  directeurs 
étant  11-  plan  horizontal. 

4377.  —  Ombres  jiropre  et  portée  d'un  paraboloïde  de  révolution  creux  à  axe  vertii-al,  les  rayons  lumineux  étant 
(•arallèies  à  une  direclion  donnée. 

4378.  —  Intersection  d'une  sphère  et  d'un  cône  ayant  son  sommet  sur  la  sphère  et  une  base  circulaire  horizontale. 
Tangentes  au  point  double. 

4379.  —  On  donne  une  droite  parallèle  à  la  ligne  de  terre  et  un  pnint  0  de  cette  droite.  Par  ce  point  on  mène  une 
verticale  el  un»-  ligne  de  bout.  Sur  ces  trois  droites  on  porte  trois  segments  arbitraires,  ce  sont  les  demi-axes  d'un  ellip- 
soïde. CoMstruuv  le  plan  polaire  d  im  point  ]iar  rapi>orl  à  lelliiisoïde  et  le  pôle  d'un  i)lan. 

4380.  —  On  donne  un  ellipsoïde  de  révolution  à  ave  vertical  et  on  considère  im  cône  ayant  pour  sommet  le  |)Oint  le 
plus  à  gauche  de  I  équateur  et  pour  base  un  cercle  horizontal.  Intersection. 

4381.  —  On  considère  une  suiface  gauche  définie  par  une  droite  de  front  A  lnurnant  autour  d  un  axe  vertical,  et  un 
ivlindie  dont  A  est  une  génératriie  et  qui  a  poiu'  base  une  hyperbole  horizontale.  Intei-section. 

4382.  —  On  donne  dans  un  jdan  horizontal  un  cercle  qui  app.irtient  à  un  h\  perboloïde  dont  on  donne  une  génératrice 
Verticale.  On  achève  de  déterminer  l;i  sniTaci'  m  donnant  luie  seconde  génératrice  qui  ne  rencontre  pas  la  première.  Section 
par  un  plan  île  bout. 

4383.  —  Lue  parabole  dan>  un  plan  horizontal  est  la  base  d'un  cvlindre  dont  on  donne  la  direclion  des  génératrices 
Trouver  le  plan  principal  de  ce  cylindre. 

4384.  —  Ombre  d'une  hélice  tracée  sur  un  cxlindr.    \i  rliral  droit  sur  li'  plan  horizontal. 

4385.  —  On  dorme  un  liNpi'rbolniile  de  révolution  à  ave  vertical,  el  la  projection  verticale  m'  d'iui  point  M  de  la  sur- 
face, nouvel  la  projecliiin  horizontale  Hi.  Normale  au  point  M.  Ou  considère  une  sphère  dont  le  centie  C  est  sui' la  nnrmiiie 
à  riivperbi)liijile  au  point  M  e|  diint  le  ravon  est  égal  l'i  CM.  Inlerseclion  de  la  sphère  el  de  l'hv perboloïde.  Tangente  au 
point  diiulili'  .M. 

4386.  —  On  considère  un  trièilre  Irirectangle  de  sommet  0  dont  une  des  arêtes  est  parallèle  au  plan  horizontal.  Sur 
le-  Iroi-  arèli'-  on  prend  respi-clivement  trois  longueuis  aibilraires  t).\.  OB.  01'.,  et  on  considère  l'ellipsoide  qui  a  pour  demi- 
axes  OA.  011.  OC.  (In  donne  la  projection  horizontale  m  d'un  point  de  la  surface,  on  demande  la  projection  verticale. 

4387.  —  On  donne  une  surface  gauchi'  de  révolution  engendrée  par  une  frontale  A  tournant  autour  d'un  axe  vertical. 
On  dem.iiiile  rinlersection  de  celte  surface  et  ilu  cylindre  qui  a  pmii  génératrice  A  et  pour  base  un  cercle  dans  le  plan 
hoi'i/ontal. 

4388.  —  On  donne  trois  ilroile>  A.  It.  (',,  el  une  qualii.me  .Iroiir  1)  ipii  rencontre  C.  Trouver  le  second  point  de  ren- 
contre de  I)  avec  l'hvperliolnide  déOni  p.ir  A.  B.  C.  Délerminer  Ir  -icoml  plan  langent  mené  par  la  droite  I)  ii  Ihv  perboloïde. 

4389.  —  On   doim»    une  ellipse  ilius   un   plan   de  bnul.  son  u'iand  ave  étant   de  front.  On  la  l'ail  tourner  autour  d'une 
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veiticrile  passant  par  l'un  lies  foyers  de  la  projection.  Quelle  est  la  surface  engemlrée  ?  Degré.  Nature.  Trouver  un  point  quel- 
conque et  la  tangente  en  ce  point. 

4390.  —  Étant  donnée  une  surface  gauche  de  révolution  à  axe  vertical,  on  piend  sur  luie  générati'ice  de  front  G  de 
cette  surface  un  point  A  que  Ion  joint  à  un  point  B  de  l'axe.  On  fait  touriiei-  G  autour  de  la  droite  Alf  ;  on  obtient  un  cône 
de  révolution  dont  on  demande  l'intersection  avec  l'hyperboloide. 

4391 .  —  Intersection  d'un  paraboloîde  hyperbolique  à  plan  directeur  horizontal  avec  un  cône  don!  la  base  est  lui  cercle 
dans  le  plan  horizontal.  Cas  où  les  deux  surfaces  ont  une  génératrice  commune. 

4392.  —  Intersection  d'un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical  et  d'une  sphère  dont  le  rentre  est  dans  le  plan  de 
front  de  l'axe. 

4393.  —  Déterminer  le  reine  circonscrit  de  sommet  donné  à  un  parabolo'ide  de  révolution  d'axe  vertical. 

4394.  —  Intersection  de  deux  hypeiboloides  il«'  révolution  ayant  une  génératrice  commune  et  dont  les  axes  se 
rencontrent. 

4395.  —  Deux  circonférences  données  lune  dans  le  plan  horizontal,  l'autre  ilans  le  plan  vertical  peuvent-elles  appar- 
tenir à  un  même  cône  du  deuxième  degré  .' 

4396.  —  Intersection  d'un  hyperboloïde  de  révolution  à  axe  veiUcal.  défini  par  une  génératrice  lectiligne  de  Iront 
avec  un  cylindre  de  révolution  engendré  par  cette  droite  tournant  autour  d'une  parallèle. 

4397.  —  Trois  droites  quelconques  données  par-  leurs  projections  déterminent  une  quadrique.  Contoui-  apparent  hori- 
zontal. Section  par  un  plan  de  bout.  Comment  peut-on  reconnaître  si  la  section  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole  .'  Comment 
trouverait-nu  les  asymptotes  de  l'hyperbole  .' 

4398.  —  On  donne  une  verticale  et  deux  droites  quelconques.  Trouver  l'intersection  des  deux  hyperbolo'ides  engendrés 
par  la  rotation  île  la  verticale  tournant  autour  des  deux  droites. 

4399.  —  On  donne  un  cylindre  de  révolution  k  axe  vertical,  surmonté  ilun  hémisphère  île  luème  rayon.  Ombre  propre 
et  ombre  portée. 

4400.  —  On  donne  un  ceicle  C  ayant  son  centre  sur  la  ligue  de  terre  et  deux  points  {s.  s')  et  [t.  t'\  situés,  le  premier 
dans  le  plan  vertical  et  le  second  dans  le  plan  horizontal,  t  étant  symétiique  de  s'  par  rapport  à  la  ligne  de  terie.  Le  point 
(s.  s')  est  le  sommet  d'un  cône  ayant  pour  base  le  cercle  C  supposé  dans  le  plan  horizontal,  et  le  point  {t.  t)  est  le  sommet 
d'un  cône  ayant  pour  base  le  cercle  C  supposé  dans  le  plan  vertical.  Intersection  des  deux  cônes. 

VI.  —  Cinématique. 

4401 .  —  Calculer  l'accélération  dans  le  mouvement     x  =  t  —  sin  (.     y  ^  {  —  cos  t. 

4402.  —  Les  extrémités  d'un  segment  de  droite  AB  décrivent  deux  axes  rectangulaires  Oj  et  Oy,  de  façon  que  le  point 
B  ait  un  mouvement  uniforme.  Étudier  le  mouvement  d'un  point  M  invariablement  lié  au  segment  AB. 

4403.  —  Étudier  le  mouvement 

X  =  a  cos  (ut  -+-  x).  ;/  =  6  cos  (w<  -i-  jîi,  :  =:  c  cos  lut  -+-  ■;). 

Montrer  a  priori  que  le  raouveraeut  est  jilan.  L'étudier  lorsque  :  =  0  et  a  =  p.  On  tiouve  en  général  une  ellipse, 
trouver  la  longueur  de  ses  axes. 

4404.  —  Un  point  parcourt  une  circonférence  d  un  mouvement  uniforme  avec  une  vitesse  de  3"'  à  la  seconde.  Calculer 
son  accélération  au  bout  de  2  secondes. 

4405.  —  Conqiosition  de  deux  mouvements  vibratoires  simples  etlectués  sur  deux  axes  Ox.  0;/  faisant  45".  la  période 
étant  la  même. 

4406.  —  Lu  point  parcourt  la  courbe    .r'  -t- y'  —  3axy  =  0    avec  une  vitesse  constante.  Calculer  l'accélération. 

4407.  —Lu  point  décrit  la  courbe  x  =:  ç.  —  sin  es.  V  =  1 — cos  o  d'un  mouvement  uniforme  :  calculer 
l'accélération, 

4408.  —  lu  point  jun  court  la  cnurlie     ô?  :=  a-  cos  2w     d'un  niouvcMieiit  uniforme,  calculer  laccéléralion  normale, 

4409.  —  Étudier  le  mouvi  nunt  dun  point  qui  se  déplace  siu-  une  circonférence  de  façon  que  l'accélération  tangenlielle 

-nil  ]iroportinnrielle  à  la  vitesse, 

4410.  —  Lu  point  parcovut  la  courbe  o  =  \  ~  cos  u  de  façon  que  la  projection  de  la  vitesse  sur  Ox  soit  constante. 
Trouver  la  vitesse  en  un  point. 

4411.  —  Lu  point  parcourt  une  li\]ierl)Ole  équilatère  d'un  luouvenieni  uniforme,  calculer  l'accélération. 

4412.  —  Un  point  parcourt  une  leiuniscate  de  façon  que  laccéléralion  passe  par  le  point  double.  Tiouver  le  temps  que 
mettra  le  point  à  parcourir  la  coiu'be. 

4413.  —  In  point  décrit  une  cycloïde  d'un  mouvement  uniforme.  Projection  de  la  vitesse  et  de  l'accélération  sur  les 
axes.  ,\ccélération  normale.  En  déduire  le  rayon  de  courbure. 

4414.  — Un  point  décrit  une  ellipse  d'un  mouvement  uniforme  :  trouver  h  chaque  instant  les  projections  de  la 
vitesse  et  de  l'accélération.  .\ccélération  normale.  En  déduire  le  rayon  de  courbure. 

4415.  —  Étudier  le  mouvement  a  =  f{t),  u  =  o(t|.  Vitesse  et  accélération.  Projection  sur  le  rayon  vecteur  et  la 
perpendiculaire  à  cette  droite. 

4416.  —  Mouvement  d'un  point  parcourant  uniformément  une  hélice.  En  déduiie  le  rayon  de  courbure. 
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44-17.  _  Ln  point  M  décril  un  cirelf  iViin  mouvoratnt  uiiifoime.  On  projette  le  point  M  en  P  et  (i  sur  deux  diamètres 
lectans-'ulaires  du  cercle.  Étudier  le  mouvement  du  point  .le  contact  de  PQ  avec  son  enveloppe. 

4418.  —  On  donne  un  cercle  et  une  droite  :  un  point  .M  décrit  la  droite  d'un  mouvement  imiforme.  On  joint  le  centre 
du  cercle  au  point  M.  et  cette  droite  rencontre  le  cercle   en  N.  Étudier  le  mouvement  du  milieu  de  MN. 

4419.  _  Ine  droite  AB  de  longueur  constante  a  ses  extrémités  qui  se  déplacent  sur  deu\  droites  rectangulaires  Ox  et 
Oy.  de  inaniéii-  que  .V  décrive  0.r  d'un  mouvement  uniforme.  Trouver  li's  composantes  de  la  vitesse  d  un  point  M  tl\é 
sur  AB. 

4420.  —  On  donne  deux  cercles  se  coupant  en  A  et  B.  Deux  mobiles  paitant  au  même  instant  de  A  respectivement 
décrivent  les  deux  cercles  d'un  mouvement  uniforme  et  ilans  le  même  sens  avec  des  vitesses  angulaires  m  et  u'.  Les  mobiles 
pourront-ils  se  rencontrer  et  à  quelle  époque  ? 

4421.  —  On  donne  dans  un  plan  deux  dioites  D  et  D  décrites  d'un  mouvement  uniforme  par  deux  mobiles  M  et  M'. 
et  trois  points  fixes  0.  Oi  et  B.  On  joint  OM.  011'  et  on  construit  sur  OiB  le  triangle  OiBP  directement  semblable  au  triangle 
OM.M'.  Etudiei-  le  mouvement  et  la  trajectoire  du  point  P. 

4422.  —Étudier  le  mouvement 

x  =  2t-hi.  y=l'.  z  =  3t'  —  il  +  i. 

"VU.  -  Dynamique. 

4423.  —  Un  i)oinl  M  est  attiré  par  îles  forces  normales  à  diverses  surfaces,  les  intensités  de  ces  forces  étant  définies  par 
f,{j)),  ftip),  ...  ;  p.  ;)'.  . . .  désignant  les  longueui-s  des  normales  issues  de  M  aux  surfaces.  Montrer  que  l'expression  du  travail 
élémentaire  est  ï.f,{p)dp. 

4424.  —  Étudier  le  mouvement  d  Un  point  M  sachant  ijuc  ce  point  parcourt  la  ligne  x  =  a  cos  6,  y  =:  a(\  -<-  sin  0), 
;  =  algô    sous  l'action  d'une  force  rencoiiliant  Ox. 

4425.  —  Le  travail  élémentaire  d  une  force  appliquée  a  un  point  qui  tourne  autour  d'un  axe  d  un  angle  df)  est  égal  au 
momiMit  de  la  force  par  rapport  à  l'axe  multiplié  par  d6. 

4426.  —  Un  point  pesant  est  assu.jetti  à  se  mouvoir  sur  une  parabole  verticale.  Étudier  son  mouvement. 

4427.  —  Mouvement  d'un  point  attiré  par  un  centri'  fixe  avec  une  force  inversement  proportionnelle  au  earn''  de  la 
distance. 

4428.  —  Un  point  assujetti  à  rester  sur  un  cercle  esl  attiré  par  un  jioint  fixe  ilu  plan  du  cercle  proportionnellement  à 
la  distance.  Étudier  le  mouvement  de  ce  point. 

4429.  —  Un  point  décrit  une  ellipse  sous  linllueuer  d  une  l'oice  centrale  émanant  d'un  fover.  Calculer  celte  force. 

4430.  —  Un  point  décrit  une  parabole  sous  l'action  dune  force  émanant  (lu  foyer  et  proportionnelle  à  la  distance.  Mou- 
vement de  ce  point. 

4431.  —  l'n  |ioinl  mobde  sui-  une  parabole  est  soumis  à  l'action  il'une  force  passant  i)ar  un  jioint  fixe  de  l'axe.  Mouve- 
ment de  ce  point. 

4432.  —  Un  point  d'une  hélice  est  soumis  à  l'action  de  la  pesanteur  et  il  est  repoussé  par  un  point  de  l'axe  piopoilion- 
nelIcMnent  à  la  distance.  Étudier  li^  mouvement  du  ])Oiut. 

4433.  —  Un  tniin  est  lancé  à  601""  à  llieure.  De  la  poilieie  on  lance  hoiizontalement  avec  une  vitesse  de  SÛû"'  à  la 
si'ionde  un  projectile  de  jioids  8  gr.  Sarliant  que  le  train  esl  sur  un  viaduc  surélevé  de  30""  au-dessus  du  sol.  trouver  le  point 
oii  le  |ii()jeclile  atteindra  le  sol. 

4-^34.  —  Mouvement  d'un  |>rojectile  dans  le  vide.  Ravnn  cle  courbure  de  la  traji'cloiie. 

4435.  —  Un  point  matériel  pesant  décrit  un  i-ercle  Mrlicd  d'un  mouvenienl  unil'ornie.  OrMuontrer  ipie  l'ai'ciWi'ratinn 
passe  par  un  point  fixe  situé  sur  la  verticale  du  (  intre  du  (  iicli'. 

4&3C.  —  Mouvement  d'un  point  siu'  uni'  ellipse  en  -n|i|>nsant  i|u'il  «oit  allin''  par  le  crnire  propnrlioiuiellemenl  ;i  la 
dislance. 

4437.  —  Un  point  matériel  di'crit  la  courbe  .x''yi  1  de  faion  i|ue  la  piojeelion  du  mouvenienl  sur  Ox  soil  uni- 
l'onue.  Tionvei-  la  forcct  qui  agit  sur  le  point. 

4438.  —  Une  parabole  est  parcourue  par  un  point  matériel  de  manièii'  que  le  mouvement  di'  la  projection  sur  laxi' 
soil  lionne.  Trouver  la  force  qui  agit  sur  ce  point. 

4439.  — Lieu  des  positions  au  bout  ilu  temps  (  des  mobiles  tombant  sans  vitesse  d  un  poinl  0  suivant  de>  droites  menées 
dans  lies  directions  quelconques. 

41^0.  —  Une  ellipse  ra|qiorlée  à  ms  ;ixes  est  décrite  par  un  point  M  de  raçiiii  que  la  projection  de  ce  point  sur  le  grand 
axe  ait  un  mouvement  uniforme.  Foiie  qui  produit  le  mouvemiril. 

4441.  —  Mouvement  d'mr  point  se  déplaçant  sur  une  droite  sous  lacliorr  d  une  Ibice  propoitionirelle  à  la  vitesse,  mais  err 
sens  contraire. 

VIII    —  Statique. 

4442.  —  Vn  point  matériel  est  attiré  par'  les  quatre  ^orum.  I-.  d  Un  l>lraè.lre  proportionnellement  aux  distances  :  y  a-t-il 
une  posriiiin  d'éi|uilibre  '.' 
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4443.  —  l'n  point  à  riiitiMii;ur  il'iiii  lùti-iiiMlii'  est  soumis  ;i  qiMtrc  foii-i's  ri'S]ii'i-tivoim'nt  ilirigri-s  suivant  1rs  normales 
aux  faces  et  proportionnelles  aux  distances  du  point  à  ces  faces.  Chercher  les  positions  déquililire. 

4444.  —  On  donne  trois  droites  qui  se  coupent  A,  B,  C,  et  une  force  donnée  appliquée  sur  C.  Décomposer  cette  force 
en  trois  forces,  l'une  sur  A  ayant  une  grandeur  donnée,  l'autre  sui-  B,  et  la  troisième  ayant  son  point  d'application  sur  C. 

4445.  —  Les  extrémités  d'une  tige  AB  sont  sollicitées  par  deux  points  proportionnellement  à  la  distance.  Y  a-l-il  des 
jiositions  d'équilibre  ?  Discussion. 

4446.  —  Trois  points  assujettis  à  rester  sur  une  parabole  se  repoussent  proportionnollciin'nt  .'i  la  distance.  Existe-t-il 
une  position  d'équilibre  ? 

4447.  —  Un  point  pesant  M  se  meut  sur  une  circonférence  verticale  ;  il  est  attiré  par  le  centre  avec  une  force  propor- 
tionnelle .i  la  distance  du  point  iVl  au  diamètre  vertical.  Position  d'équilibre. 

4448.  —  Équilibre  d'une  tige  pesante  dont  les  extrémités  s'appuient  sur  une  parabole  dont  l'axe  est  vertical. 

4449.  —  Centre  de  gravité  d'un  segment  de  parabole  limité  par  une  corde  perpendiculaire  à  l'axe. 

4450.  —  Composer  trois  forces  situées  dans  un  même  plan,  leurs  lignes  d'action  ne  se  rencontrant  pas. 

4451.  —  Position  d'équilibre  d'un  point  matériel  pesant  situé  à  l'intérieur  d'un  ellipso'ide  creux  placé  dune  nianien' 
quelconque  dans  l'espace. 

4452.  —  Peut-on  réduire  un  système  de  forces  à  deux  forces  perpendiculaires  et  ayant  même  intensité  ? 

4453.  —  Position  d'équilibre  d'un  point  pesant  situé  sur  un  pai-aholoide  dont  l'axe  est  vertical  et  attiré  par  un  cenlre 
fixe  pro]iortionnellement  à  la  distance. 

4454.  —  Position  d'équilibre  d'une  barre  pesante  suspendue  dont  les  extrémités  sont  attachées  au  moyen  d(^  cordons  à 
deux  points  fixes. 

4455.  —  Centre  de  gravité  d'une  demi-sphère. 

4456.  —  Équilibre  d'une  barre  pesante  dont  les  extrémités  reposent  sur  lui  paraboloïde  elliptique  dont  l'axe  est  vertical. 

4457.  —  Centre  de  gravité  d'un  cube  dont  la  densité  augmente  ]]roportionnellenient  à  la  hauteur. 

4458.  —  On  considère  une  hyperbole  équilatère  ayant  pour  asymptotes  Ox  et  Oj/  ;  on  prend 
OA  =  OB,    déterminer  le  centre  de  gravité  de  l'aire  0.\NMB. 

4459.  —  Centre  de  gi-avité  de  la  surface  d'un  cône  de  révolution  comprise  entie  ileux  plans 
perpendiculaires  à  l'axe. 

4460.  —  Centre  de  graxité  d'une  portion  de  cyliiidii'  de  ii'vohiliori  comprise  entre  dru\  iilans 
perpendiculaires  à  l'axe,  sachant  que  ladensil(''  en  un  [loint  est  pruportionnelli'  au  cube  de  la  dis- 
tance de  ce  point  à  l'une  des  bases. 

4461.  —  On  donne  un  ([uadiilatère,  on  applique  aux  quatre  sommets  des  poids  égaux  à  1  et 
au  point  de  rencontre  des  diagonales  im  poids  égal  à    —  1 .  Composer  ces  poids  et  montrer  que  le 

point  d'application  de  la  résultante  est  le  centre  de  giavité  de  l'aire  du  quadrilatère. 

Incidemment,  montrer  que  ce  centre  de  gravité  coïncide  avec  le  centre  de  gravité  du  triangle  qui  a  pour  sommets  les 
milieux  des  diagonales  et  le  point  de  rencontre  des  parallèles  aux  diagonales  menées  par  ces  milieux. 

4462.  —  Chercher  les  droites  du  plan  des  xy  telles  que  dans  la  rédui-tion  par  rapport  à  un  ceitain  point  de  la  droite 
eonsidéri'e,  le  vecteui'  couple  soit  dirigé  suivant  la  droite.  Enveloppe  de  ces  dioiles  :  l'rst  une  parabole,  trouver  son  loyer  et 
faire  la  réducliiin  pour  ce  point. 

4463.  —  liéduire  un  système  de  forces  à  deux  dont  l'une  ait  pour  ligne  d'aclion  une  droite  donnéi'. 

4464.  —  Est-il  possible  de  réduire  un  système  de  forces  à  deux  forces  rectangulaires?  Si  l'on  réduit  à  dois  forces, 
peut-on  les  prendre  parallèles  à  trois  directions  données  ? 

4465.  —  Déterminer  le  centre  de  gravité  de  l'aire  d'une  moitié  de  l'ellipse  limitée  au  grand  axe. 

4466.  —  Centre  de  gravité  de  la  zone.  Cas  où  la  densité  d'un  parallèle  est  constante  et  varie  proportionnellenienl  à  la 
distance  au  centre. 

4467 .  —  Étant  donné  un  système  de  forces  (X,  Y,  /,  L.  M,  N)  et  un  plan  ux  ■+-  vy  -t-  tvz  +  r  =  0.  trouver  un  point 
du  plan  tel  que  dans  la  réduction  par  rapport  à  ce  ]ilan.  Taxe  du  couple  résultant  soit  perpendiculaire  an  plan. 

4-468.  —  Trois  points  A,  B,  C  attirent  un  point  M  avec  des  intensités  données  /),  q,  r.  Position  d  écpiilibre. 

4469.  —  Équilibre  d'une  barre  rigide  dont  les  extrémités  reposent  sur  deux  plans  inclinés. 

4470.  —  On  lionne  un  cercle  vertical  et  deux  points  pesants  situés  sur  ce  cercle  et  reliés  par  un  111.  Position  d'équi- 
libre de  ees  deux  points. 

4471.  —  On  considère  deux  droites  non  situées  dans  un  même  plan  et  un  point  sur  chacune  d'elles.  Ces  points  s'atti- 
rent proportionnellement  à  la  distance.  Y  a-t-il  une  position  d'équilibri'  '? 

4472.  —  Que  deviennent  les  équations  d'équilibre  quand  les  axes  île  c'oordonnées  sont  obliques  ? 

4473.  —  Vne  barre  AI!  non  pesante  reposi-  sur  un  disque  circulaire.  Ses  extrémités  sont  attirées  par  un  point  P  du 
plan  de  la  tigure  proportioimellement  à  la  distance.  Trouver  la  position  d'équilibre. 

4474.  —  Peut-on  réduire  un  système  de  forces  à  deux  qui  soient  égales,  rectangulaires  et  dont  la  plus  courte  distance 
soit  donnée  ? 

4475.  —  On  donne  un  con|de  AiF,  et  A.Fj  et  deux  droites  parallèles  Di  et  Dj  ;  D,  rencontre  AiF,  en  E  et  D;  rencontre 
AjF-2  en  F.  On  peut  remplacer  le  premier  couple  par  un  autre  dont  les  forces  aient  pour  lignes  d'action  D,  et  Ds.  Démontrer 
que  l'on  obtient  les  forces  du  nouveau  couple  en  projetant  A.Fi  et  AîFî  sur  les  droites  Di  et  Dj  parallèlement  à  EF. 
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4476.  —Ton?  lo?  rlrmints  dune  droite  altirent  un  point  proportionnellement  à  la  ilistance.  Déterminer  la  résultante 
de  ces  actions. 

4477.  —  Un  demi-cercle  pesant  limité  par  mi  diamètre  AB  et  situé  dans  un  plan  -vertical  est  assujetti  à  rester  tangent 
à  une  droite  horizontale.  11  porte  des  poids  pesants  en  A  el  B.  Position  d'équilibre. 

4478.  —  Position  d'équilibre  d'un   ellipsoïde  pesant   reposant  dans  un  triédre  trirectangle. 

4479.  —  Centre  de  gravité  d'un  segment  de  parabole  compris  entre  la  tangente  au  sommet  et  une  parallèle  à  cette  droite, 
en  supposant  que  la  densité  qui  est  la  même  en  tous  les  points  d'une  parallèle  à  la  tangente  au  sommet  soit  proportionnelle 
à  la  distance  de  cette  parallèle  au  sommet. 

4480.  —  Décomposer  une  force  F  en  trois  autres  situées  dans  un  même  plan  ;  l'une  ayant  une  ligne  d'action  donnée,  la 
deuxième  de  grandeur  donnée  passant  par  un  point  donné  et  la  troisième  étant  parallèle  à  une  direction  donnée  et  ayant  une 
grandeur  donnée. 

4481.  —  Trois  points  sont  assujettis  à  rester  sur  une  sphère,  ils  se  repoussent  proportionnellement  à  leur  distance. 
Position  d'équilibre. 

4482.  —  Centre  de  gravité  de  l'aire  limitée  par  l'axe  des  x  et  la  courbe    y  =  sin  x.    x  variant  de  0  à  -, 

■4483.  —  On  donne  un  triangle  0.4B  rectangle  en  0  ;  on  divise  l'hypoténuse  AB  en  n  parties  égales  par  les  points 
M,.  M; —  M,.-i.    On  suppose  que  OA.  OMi.  0-M..  ...OM„_i,  OB  représentent  des  forces,  et  ondemande  de  trouver  leur  résultante. 

4484.  —  On  donne  trois  axes  rectangulaires  et  trois  points  A,.  Aj,  As  respectivement  sur  les  trois  axes.  En  ces  points 
sont  appli(|uées  trois  forces.  Trouver  l'axe  central  du  système. 

4485.  —  Etant  donnés  un  cercle  et  un  arc  AM  de  ce  cercle.  Lieu  du  centre  de  gravité  de  1  arc  AU.  le  point  X  restant 
fixe  et  le  point  M  décrivant  la  circonférence. 

4486.  —  Etant  donné  un  système  de  forces,  montrer  que  la  réduction  à  deux  forces  dont  l'une  a  une  direction  arbi- 
traire n'est  possible  que  d'une  seule  manière. 

4487.  —  Centre  de  gravité  d'un  quart  de  sphère. 


QUESTIOiNS  PROPOSEES 


1344.  —  Étudier  la  série 


Ln 


1345.  —  On  considère  l'identité 

Caox'"  +  aix"'-'  -\ +  am){boxP  -h  bixi'-'  -\ \-b,,)  =  cox'"*!'  -+-  Cia;"'+;'-'  + 

On  .se  donne  les  coefficients  co.  Ci,  €■>,   ...,  c,,,^;.  ;  calculer  les  produits  <xibf. 


E.  H. 


E.  C. 


1346.  —  On  considère  le  quadrilatère  formé  par  les  tangentes  menées  de  deux  points  Mi  et  Me  à  une 
ellipse.  Chercher  dans  quelles  conditions  ce  quadrilatère  est  ;t  lu  fois  inscrit  dans  un  cercle  (C)  et  circonscrit  à 
un  cercle  (C).  Montrer  que  si  l'on  se  donne  Mi,  il  .v  a  quatre  points  correspondants  M,.  Dans  quelle  région  du 
plan  doit  se  trouver  le  point  Mi   pour  que  les  quatre  points  .M2  soient  réels"? 

Y.\SMER. 


DEUXIÈME    PARTIE 


ECOLE  CENTIJALF':  (l!Mt:i.  2"  Session,  snitr.) 


Physique. 


1262.  —  Oii  donnr  u»  volume  V  d'air  humide  11  lu  presslmi  II,  n  lu  Irmprraturc  ï  el  danl  l'i'lal 
ht/;fromi'.lrique  l'sl  c;  on  abaisse  sa  température  à  (°  el  011  dnnamtc  ti  i/ucllr  valeur  !>  il  faut  réduire  son 
volume  pour  que  la  moitii'  de  la  vapeur  d'eau  se  condense. 
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V  =  1"',  a  =  0,00367,  T  =  33»,  P^^  =  40""n,4. 

H  =  760™»',  e  =  0,31.  l  =  20%  Fj»  =  17mm,39. 

Appliquons  à  la  vapeur  d'eau  la  relation  connue  entre  la  masse,  le  volume,  la  pression  et  la  tempé- 
pérature.  La  vapeur  d'eau  contenue  dans  l'air  primitif  est  à  la  pression  cFi  ;  sa  masse  est  donc 

La  vapeur  d'eau  subsistant  après  la  transformation  est  saturante  puisqu'une  partie  s'est  condensée; 
sa  masse  est  donc 

F,  t 


vda 


Or,  on  doit  avoir 


760    l-h^t 


4  m. 


l-hOLt 

1  + 

aT 

H— F, 
F, 

-% 

eF. 

H'  =  2093 

mm,  18  = 

2atm 

,7o. 

,,.  ,      F,  1  1        •  cFt         1  IvJ-t^    '^^ 

(1)  vda-— ; =— -Vdrt^-— . ,  ou  y  =  — V- ^■-;t— • 

^  '  760    1  -t-  ï/         2  760     1  +  ïT  2     1  +  aT      F, 

En  remplaçant  les  lettres  par  leurs  valeurs,  on  trouve 

V  =  0,3425  V. 

On  pourrait  se  proposer  de  calculer  la  pression  H'  nécessaire  pour  produire  ce  résultat.  En  appli- 
quant la  loi  de  Mariotte  à  l'air  sec,  dont  les  pressions  successives  sont    Il  —  cFt    et    H'  —  F„  on  a 

^^  KH'-F,)  _  V(H-eFx) 

Divisons  (2)  par  (1)  : 


On  en  déduit 


Chimie. 

1263.  —  Soit  un  minerai  composé  de  sulfure  de  zinc  {blende),  de  sulfure  d'antimoine  (stibine)  et  d'une 
gan(jue  formée  de  carbonate  de  calcium  {calcaire).  On  attaque  0s'',347  par  l'acide  chlorhydriqur  concentré  en 
excès  et  à  chaud.  Les  gaz  résultant  de  l'attaque  sont  recueillis  sur  la  cuve  à  mercure.  Leur  volume  est  75CC. 

Dans  l'éprouvelte  qui  les  renferme,  on  introduit  un  cristal  d'azotate  de  plomb  humide  qui  absorbe  SO'^'^. 

Enfin,  dans  la  liqueur  provenant  de  l'attaque  dumincrai  par  l'acide  chlorhijdrique,  on  plonge  une  lame 
de  zinc.  Elle  se  recouvre  d'un  précipité  noir  qu'on  recueille  sur  un  filtre.  Le  poids  de  ce  précipité  lavé  et 
séché  est  de  0",090. 

On  demande  :   i"  d'écrire  les  formules  des  réactions  ; 

2"  De  calculer  la  composition  du  minerai  et  d'indiquer,  en  centièmes,  sa  teneur  en  blende,  stibine  et 
calcaire. 

On  supposera  les  gaz  purs,  secs  et  dans  les  conditions  normales  et  on  ne  tiendra  pas  compte  de  la  petite 
quantité  d'acide  chlorhijdrique  dégagé  pendant  l'attaque. 

Poids  atomiques  (S  =  32,  Ca  =  40,  Zn  =  65,  Sb  =  120,  etc.). 

Désignons  par  x,  y  et  :  les  fractions  de  millimolécules  de  blende,  de  stibine  et  de  calcaire  con- 
tenues dans  le  minerai,  l'action  de  l'acide  chlorhydrique  se  représente  par  les  équations 

jfZnS  4-  2HC1  =  ZnCr-'  H-  H^S), 
V(Sb-  S'  -h6HCl  =  2SbCP  -l-  SH^S), 
:(,C03Ga  +2HC1  =  CaCl^'  +  H'O  -i-  W). 
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Les  poids  moléculaires  des  trois  substances  étant  respectivement  97,  336  et  100,  on  a 

(1)  97x  H-336.Î/  +  100:  =  347. 
Le  volume  moléculaire  étant  22,4,  on  a 

(2)  22,4(x+3!/H-;)=  73. 
Enfin,  Tazotate  de  plomb  absorbant  l'acide  sulfhydrique,  on  a 

(3)  22,4(j--3!/j  =  30. 

Les  équations  (2)  et  (3)  donnent    c  =  1,H6,     lOO  :  =  111,6;     teneur  en  calcaire;  32,2°'„; 
(1)  et  (3)  y  =  0,4196,  336  iy  =141  ;  -  stibine,     40,6; 

x=  0,973,      97  x  =  94,4;  —  blende,    27,2. 

La  dernière  donnée  numérique  est  non  seulement  inutile,   mais  encore  en  contradiction  avec  les 
autres,  car  d'après  la  valeur  de  y.  le  poids  d'antimoine  précipité  dans  la  réaction 

V(2SbCF  +  3Zn  =  3ZnCl»-i-  2Sb) 
est    0,4196-h  240  =  100,7     milliirrammes. 


ÉCOLE  DES  PONTS  ET  CHAUSSÉES    Cours  préparatoires.   1903). 


Algèbre 


1267.  -  On  considère  dans  une  sphère  de  rayon  R,  un  segment  sphérique  ABCD  de  hauteur  y, 
conligu  à  un  segment  sphérique  à  une  base  Ct/D  de  hauteur  x. 

1"  Former  la  relation  qui  doit  exister  entre  x  et  y  pour  que  le  segment  .\BCD  «(7  un  volume  égal  au 
volume  engendré  par  l'hexagone  régulier  abcdef  tournant  autour  du  diamètre  ad  qui  sert  d'axe  aux  segments 
sphériques. 

2"  Etudier  sur  cette  relation,  par  la  méthode  élémentaire  /oJ«/d  à  l'emploi  de  la  théorie  des  équations, 
la  variation  de  la  hauteur  y. 

Le  volume  du  segment  ABCD  a  pour  expression 

V  =  l,:ri'V4-^-  (c"r-i-Iî'').ir 

0  3 

Or      II' =  y,  CÏ' =  ar(2R  — j.-),  .AÎ'"  =  (x  +  ,v)(2R  — .c— i/). 

D'autre  part,  le  volume  engendré  par  l'he.xagone  régulier  abcdef  en 
tournant  autour  de  son  diamètre  ad,  a  pour  expression 


'/ 

^.4-:^ 

i'' 

J> 

\ 

;i 
1 1 

^1 

/ 

e"^ 

' 

=  -H' 


-^ T-'^Vn  D'où,  l'équalion  qui  lie  x  et  j/ 


d  R^  :=  -V^  +  -  ;/lx(2R  -x)+{x  +  y)(m  -x-  y)], 

équation  qui,  ordonnée  par  rapport  à  .i,  prend  la  forme 

3 '/x-  —  3y(2R  —  y)x-^y'—  3Ri/-  -t-  3R'  =  0. 
D  après  la  nature  do  la  question,  y  ne  peut  prendre  que  des  valeurs  comprises  entre  0  et  2K.  .\ 
une  pareille  valeur  correspondront  deux  valeurs  de  .r,  ,r'  et  r",  dont  la  somme 

x'  -i-x'  =  2R— y. 
Or,  sur  la  flgure,  on  voit  que 

(/! -H  II '+ 1 'I  =2K. 
Si  donc  on  prend     dl  —  x',     Il   —  y,     on  aura     1  k  =  j  .     de  sorte  (jue  les  deux  valeurs  de  x  corres- 
pondent à  une  même  solution  du  problème. 
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Les  valeurs  de  x  devront  être  réelles  et  positives. 
\o  Condition  de  réalité  : 

9yHm  —  yf-  12)/ j/'  —  3%-  +  3R^j  >  0, 
ou.  tous  calculs  faits, 

—  y'  -H  I  SR-jy-  —  12R^v  >  0  ; 
y  étant  supposé  positif,  il  suffira  que  Ton  ait 

y3_  12R2,y  +  12R^    <0. 

Considérons  l'équation 

f(y)  =  y^—  12R=)/  4-  12R'  =  0. 
L'équation  dérivée 

f\y)  =  3fy^  -  4R=)  =  0 
admet  pour  racines    ±2R. 

Appliquant  le  théorème  de  Rolle  on  trouve  que  l'équation  considérée  a  ses  trois  racines  réelles, 
l'une  négative  et  les  deux  autres  positives,  l'une  comprise  entre  0  et  2R,  la  seconde  plus  grande  que  2R. 
Soit  ï  cette  racine  comprise  entre  0  et2R;  on  reconnaît  sans  peine  que  f{y)  est  positif  quand  ;/ 
varie  de  0  à  a  et  négatif  quand  y  varie  de  »  à  2R.  Donc,  pour  que  les  valeurs  de  x  soient  réelles,  il 
faudra  prendre  y   entre  a  et  2R. 

2"  Condition  de  signe.  —  y  étant  ainsi  choisi,  la  somme  des  racines  sera  positive.  Pour  qu'elles 
soient  elles-mêmes  positives,  il  faudra  que  leur  produit 


_L(y3_3Ry.. 


■3R^) 


soit  positif,   y  étant  supposé  positif,  il  faudra  donc  que 

or  on  a  o'(y)  =  3y^-  -  BRy  =  3y{y  -  2R). 

Appliquant  le  théorème  de  Rolle,  on  trouve  que  l'équation  o{y)  =  0  a  ses  trois  racines  réelles, 
dont  une,  la  racine  moyenne,  comprise  entre  0  et  2R.  Soit  p  cette  racine  :  quand  y  varie  entre  0  et 
fl,  ^{yj  est  positif;  il  est  négatif  au  contraire  quand  y  varie  entre  ^  et  2R.  11  faut  donc,  pour  que 
l'inégalité     a[y)  ^  0    soit  vérifiée,  prendre  y  entre  0  et  p. 

Reste  à  placer  p  par  rapport  à  a.  Je  dis  que  l'on  a    a  <;  8.  En  effet,  si  on  remarque  que 

P  — 3R2^-u3R^  =0, 
on  aura  /'(â)  =  V  —  I2R^?-|-12R'  =  (3R?- -  3R')— l2R-=p-hl2R% 

ou  f(p]  =  3Râ^  — 4R?-+-3R2)  =  3R(p— R)(?-3R). 

Si  on  observe  que     o{R)  =  W    est  positif  et  par  suite  que  S  est  compris  entre  R  et  2R,  on  voit  que 
/■(S)   est  négatif.  «Mnsi  pour  la  valeur  ?  de  y  comprise  entre  0  et  2R,  f{y)  a 
une  valeur  négative  ;  donc  ^  est  compris  entre  a  et  2R.  On  a  la  disposition 
0  <«<?<  2R. 
Pour  que  les  valeurs  de  x  soient  à  la  fois  réelles  et  positives,  il  faudra  que 
)/  soit  compris  entre  a  et  S;  a  est  un  minimum;  p,  un  maximum. 

Pour    y  —  OL,    on  a    x'  =  x^'  —  R  —  —  •    Les  plans  de  bases  du  segment 

sont  équidistants  du  centre. 

Pour  y  =  %  on  a  x"  —  0,  .i'  =  2R  —  i,  le  segment  se  réduit  à  un 
segment  à  une  base. 

Sur  la  figure  ci-contre,  l'arc  AaR  indique  les  variations  de  /■(;/),  l'arc  AâC 
celles  de  o(y)  quand  y  varie  de  R  à  2R.  Pour    a  <;  y  <;  p,     on  aura 

fiy)  <  0,         ?(!/)  >  0. 

Remarolk.  —  En  appliquant  la  méthode  d'approximation  de  Newton,  on  trou- 
verait pour  valeurs  approchées  par  défaut     1°  de  «,     a,  =  H(  1  -)---  ),     2"  de  i,  i,  =  R/  1  -i-  —  j  • 
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Géométrie  analytique. 

1268.  —  Lieu  des  centres  des  cercles  qui  passent  par  un   point  donné  A  et  qui  détachent  sur  une 
droite  donnée  BC   wji  segment  mn  de  longueur  constante. 

Prenons  pour  axes  la  droite  fixe  D  et  la  perpendiculaire  abaissée  de    A    sur  cette  droite.   Posons 
mn  =  2a. 

Le  cercle     x-  +  y-~  2ax  — Sf^j,  -t-  7  =  0     découpera  sur  l'axe  des  x  un  segment  mn  égal  à  2a  si 
l'on  a  a-  — Y  =^  a-,  et  le  cercle  passera  par  le  point  A  de  coordonnées  0.  b  si  l'on  a  b-  —  2ib  -+-  y  =  0. 

Éliminons  y,  il  vient    a^  —  2^é -1- i- —  «^  =  0, 
le  lieu  cherché  est  par  suite  la  parabole 

x^— 2ii/-i-A-  — a- =  0, 
b-  —  a' 


elle   a  pour    sommet   le   point      .r  -  0,      y  = 


2i 


et  pour  paramètre  b. 


Solution  géométrique.  —  Tranformon.s  par  inversion  la  figure  en  prenant  pour  pôle  le  point  A  et  pour 
puissance  d'inversion  le  carré  6-  delà  distance  du  point  A  à  la  droite  D.  D  se 
transforme  en  le  ceix'le  de  diamètre  AU  et  pour  avoir  la  droite  correspondant 
à  l'un  des  cordes  variables,  il  suffit  de  prendre  sur  D  mn  =  2«  et  de  joindre  m 
et  n  à  A  :  on  obtient  en  ai  la  droite  cherchée.  Au  lieu  du  centre  du  cercle  varia- 
ble correspond  la  courbe  homothétique  dans  le  rapport  2  par  rapport  à  A  de  la 
podaire  de  l'enveloppe  de  la  corde  a^.  Mais  cette  podaire  et  la  polaire  récipro- 
que de  l'enveloppe  de  a^  par  rapport  au  cercle  de  centre  A  et  de  rayon  6,  sont 
deux  figures  inverses,  il  en  résulte  que  le  lieu  cherché  n'est  autre  que  la  courbe 

homothétique,  dans  le  rapport  —,  par  rapport  au  point  A,  de  la  polaire  réci- 
proque de  l'enveloppe  de  a^  par  rapport  au  cercle  de  centre  A  et  de  rayon  b. 
L'enveloppe  de  a^  est  visiblement  une  conique  d'axe  AO  et  de  sommets  A  et  A', 
les  tangentes  en  ces  points  étant  les  droites  D'  et  a'p'  ;  le  lieu  cherché  sera 
par  suite  une  parabole  d'axe  AO  ;  son  sommet  sera  le  milieu  du  segment  AA", 
A"  étant  le  pôle  de  a'i'  par  rapport  au  cercle  directeur  considéré.  On  détermine 
facilement  deux  points  de  cette  parabole  en  considérant  par  exemple  les  droites  a^  passant  par  G. 

a.  BOIVAIST. 
Autre  solution  :  M.  G.  Lach,  école  normale  de  Douai. 


CONCOURS  DE  1904  (suile). 


CONCOURS  GÉNÉRAUX  DE  BELGIQUE 

Rhétorique.  Humanités  modernes.  (Sectiun  scientifique.) 
Rhétorique.  Humanités  anciennes.  (Section  latine.) 

M.^TllÉ.M.VTiyUES. 
Géométrie  analytique 

1347.  —  Soient  deux  axes  rectangulaires  ox,  oy  ;  on  donne  un  point  A  de  coordonnées  p,  g  situé  à  l'in- 
térieur de  l'angle  xoij,  ainsi  que  le  symétrique  H  de  ce  point  par  rapport  à  l'origine  0. 

1"  Trouver  l'équation  du  lieu  des  foyers  des  hyperboles  équilatères  passant  par  les  deux  points  donnés  A,  B 
cl  dont  l'axe  réel  est  parallèle  à  ox;  on  partira  de  l'équation  l'orale  : 

(I  _  „!)y2  _  imnxij  -t-  (1  —  m»)x2  —  2(i  -H  >it)i/  -^  2(a  -t-  mt)x  -1-  a^  4.  3s  _  ,2  _  q, 

2»  On  demande  une  discussion  algébrique  de  l'équation  trouvée,  afin  de  rocoiiiiailre  la  nature  du  lieu  sui- 
vant les  pusill(uis  du  point  A. 
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3°  Dans  le  cas  où  le  lieu  est  une  ellipse,  ramener  l'équation  à  sa  forme  la  plus  simple  et  déterminer  les 
longueurs  des  axes  de  symétrie  ainsi  que  la  position  des  foyers. 

Trigo nométrie  spUmq ne. 

On  considère  un  triangle  sphérique  ABC  dans  lequel  une  médiane  a  est  le  supplément  de  la  moitié  du 
côté  correspondant  a  : 

1')  Démontrer  que  la  surface  de  ce  triangle  est  égale  à  celle  du  fuseau  droit  ; 
2"  Etalilir  la  relation 

cotg  R  =  colg— ■  cotg—  cotg— , 

a,  b,  c  désignant  les  côtés  du  triangle  et  R,  le  rayon  du  cercle  circonscrit. 

N.-B. —  Les  formules  classiques  relatives  aux  médianes  ou  à  la  surface  du  triangle  ne  doivent  pas  être  dé- 
montrées. 

Une  démonstration  géométrique  du  1°  ne  sera  pas  exclue.  Pour  le  2°  on  donnera  la  préférence  à  un  calcul 
direct,  mais  si  les  concurrents  ont  recours  à  l'expression  générale  de  cotg  R  en  fonction  de  la  surface  et  des 
côtés  d'un  triangle  quelconque,  ils  doivent  en  fournir  une  déiiionstralion. 


Gi'ométrie  descriptiv. 

Construire  un  triangle  équilatéral  ABC,  connaissant  les  deux  projections  du  côté  AB 
et  sachant  que  le  troisième  sommet  C  se  trouve  dans  un  plan  donné  par  deux  droites 
parallèles  1,  2. 

Choisir  la  solution  dans  laquelle  le  sommet  C  se  trouve  au-dessous  des  deux  autres 
sommets  A  et  B.  Le  triangle  ABC  servira  de  base  supérieure  à  un  prisme  droit  dont  la 
hauteur  est  de  40  millimètres.  Construire  ce  prisme. 

La  ligne  de  terre  est  parallèle  au  bord  inférieur  du  cadre. 

Les  élèves  ont  six  heures  pour  répondre  à  ces  questions. 

(28  juillet  1904.) 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


1348.  —  On  donne  deux  droites  tixes  OD  et  UD',  et,  par  un  point  tixe  A  on  mène  une  sécante  variable 
qui  rencontre  ces  deux  droites  en  B  et  en  B'.  On  considère  alors  les  deux  cercles  qui  passent  par  G  et  qui  sont 
tangents  a  la  sécante  ABB'  respectivement  en  B  et  en  B'. 

i"  Trouver  les  lieux  des  centres  de  ces  cercles. 

2°  Trouver  l'enveloppe  de  la  ligne  droite  qui  joint  leurs  centres. 

3°  Trouver  aussi  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  ces  deux  cercles. 

Bui-QuANG-NcAi,  lycée  d'Alger. 

1349.  —  On  donne  deux  cercles  0  et  0'.  Sur  les  divers  rayons  de  0  comme  diamètres  on  décrit  des 
cercles.  Le  lieu  des  centres  de  similitude  de  chacun  de  ces  cercles  et  du  cercle  0'  se  compose  de  deux  cercles. 

E.-N.  Barisie.n. 
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Éléments  de   Chimie   inorganique,  par  W.  Ostwai.d,  traduit  de  l'allemand   par  L.  Lazard. 

1^''  parlie  :  Molallindes. 

Dans  la  plupart  des  livres  de  chimie,  même  élémentaires,  il  est  encore  d'usage  d'énoncer  les  lois  géné- 
rales dans  quelques  chapitres  préliminaires,  avant  que  la  description  d'un  certain  nombre  de  corps  et  de  quel- 
ques phénomènes  ait  fait  connaître  les  matières  auxquelles  ces  lois  s'appliquent  ou  les  méthodes  qui  ont  permis 
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soit  de  les  découvrir  soit  de  les  vériDer.  Une  première  originalité  du  présent  ouvrage  qui,  à  vrai  dire  est  un 
cours  plutôt  qu"un  traité,  est  de  développer  ces  lois  au  fur  et  à  mesure  qu'elles  se  présentent  dans  l'étude 
progressive  des  phénomènes,  chacune  d'elles  étant  ainsi  expliquée  par  un  exemple  particulièrement  approprié 
et  venant  ainsi  rompre  la  monotonie  des  monographies  habituelles. 

Une  seconde  particularité  de  ce  livre  est  de  rapprocher,  beaucoup  plus  intimement  qu'on  ne  l'a  fait 
jusqu'ici  dans  l'enseignement  élémentaire,  les  réactions  chimiques  des  conditions  physiques  dans  lesquelles 
elles  s'accomplissent,  d'introduire  ainsi,  dès  le  début,  les  vues  de  la  chimie  théorique,  de  faire  réfléchir,  par 
conséquent,  le  lecteur  sur  les  circonstances  qui  accompagnent  les  phénomènes  et  sur  les  explications  qu'on  en 
peut  donner.  Partout  où  il  est  possible  de  faire  entrevoir  une  loi,  l'auteur  cherciie  à  la  dégager  ou  à  en  donner 
au  moins  l'intuition.  Il  estentendn,  d'ailleurs,  que  le  livre  est  un  manuel  de  chimie  pure,  non  de  chimie  pra- 
tique, encore  moins  d'art  industriel.  Les  réactions  et  les  préparations,  dont  les  détails  sont  si  chers  à  certains 
examinateurs,  ne  sont  développées  ici  que  très  sobrement  et  dans  les  limites  strictement  nécessaires  pour  don- 
ner l'intelligence  des  faits  généraux. 

Nos  derniers  programmes  universitaires  devraient,  semble-t-il,  satisfaire  l'auteur  en  ce  qui  concerne  la 
méthode  à  suivre  pour  introduire  progressivement  la  connaissance  des  lois  naturelles.  Mais  les  récentes  con- 
ceptions physico-chimiques  semblent  encore  être  regardées  comme  ne  s'appliquant  qu'à  la  chimie  de  l'avenir 
et  il  est,  en  particulier,  très  regrettable  que  la  commission  instituée  pour  rédiger  un  programme  de  chimie  en 
Mathématiques  spéciales  se  soit  bornée  à  rééditer  un  vieux  programme  d'admission.  Le  livre  de  M.  Ostwald 
montre  qu'on  peut  faire  œuvre  de  réflexion  et  d'imagination  là  où  les  élèves  s'habituent  trop  facilement  à  ne 
voir  que  des  exercices  de  mémoire. 

Après  quelques  considérations  sur  les  propriétés  physiques  des  corps,  on  étudie,  avec  l'oxygène  et  l'hydro- 
gène, les  phénomènes  chimiques  les  plus  vulgaires  et  on  en  déduit  les  premières  lois  sur  les  combinaisons. 
Dans  le  chapitre  de  l'eau,  on  aborde  les  équilibres  chimiques,  la  loi  des  phases,  celle  des  nombres  proportionnels 
et  la  détermination  des  poids  moléculaires  ;  peut-être  certaines  parties  de  ce  chapitre  sont-elles  d'ordre  trop  ex- 
clusivement physique,  à  moins  que  l'auteur  n'ait  voulu  marquer  la  difficulté  où  l'on  est  parfois  de  séparer  les 
deux  sciences.  Le  lecteur  doit  aussi  s'habituer  à  lire  poids  de  combinaison  pour  poids  atomique  et  poids  molaire 
pour  poids  moléculaire.  Les  actions  catalytiques  apparaissent  avec  l'eau  oxygénée. 

Après  CCS  préliminaires,  les  métalloïdes  sont  groupés  par  familles  naturelles.  Avec  l'acide  chlorhydrique 
s'introduit  l'importante  notion  Avions  que  l'auteur  développe  ensuite  partout  avec  un  soin  particulier.  Des  con- 
sidérations sur  l'énergie  et  sur  les  étapes  successives  de  la  transformation  d'un  système  chimique  sont  présentées 
à  l'occasion  des  composés  oxygénés  du  chlore. 

Entre  autres  questions  intéressantes,  notons,  dans  les  chapitres  suivants,  à  propos  de  l'iode  les  propriétés 
des  dissolutions  et  la  stabilité  des  formes  diverses  d'un  corps  dimorphe,  à  propos  du  soufre  les  notions  de  cris- 
tallographie, les  caractères  des  arides  dibasiques,  les  généralités  sur  les  chlorures  dérivés  des  acides. 
Le  sélénium  et  le  tellure  fournissent  des  remar(ines  intéressantes  sur  la  classification. 
Dans  le  chapitre  de  l'azote,  on  trouve  une  interprétation  originale  de  certaines  réactions  et  de  certaines  ac- 
tibns  catalytiques.  .\  l'étude  de  rammonin(|ne  se  rattachent  naturellement  des  notions  sur  les  composés  amidés. 
L'acide  phosphorique  suggère  des  observations  sur  l'hydrolyse  des  sels. 

Dans  le  chapitre  du  carbone,  il  est  fait  une  incursion  inévitable  en  chimie  organique  et  en  particulier  sur 
les  séries  homologues.  Enfin  le  carlione  et  le  silicium  amènent  des  vues  intéressantes  sur  les  réactions  naturelles. 
L'auteur  évite  en  général  les  considérations  historiques  ;  il  est  toutefois  regrettable  que,  jugeant  à  propos 
de  rappeler  qu'Hermès  Trismégisie  inventa  la  fermeture  hermétique,  il  laisse  ignorer  les  noms  de  Lavoisier,  de 
Dulong  et  Petit,  de  Sainte-Claire  Deville.  Certains  inissages  manquent  parfois  de  la  clarté  et  de  la  précision  que 
recherche  le  lecteur  français:  tout  ce  qui  louche  au  chapitre  de  l'énergie  est  bien  délicat  à  exposer  et  en  parti- 
culier les  notions  d'énergie  libre  et  d'énergie  lice  demanderaient  à  être  éclairées  par  de  nombreux  exemples 
.Mais  cet  ouvrage  est,  malgré  ces  (|uclques  réserves,  d'une  lecture  atti'ayante.  Élevés  et  maîtres  peuvent  en  faire 
leur  profit,  les  premiers  en  y  apprenant  à  réfléchir  sur  des  objets  qui  leur  sont  l'amiliers,  les  seconds  en  consta- 
tant combien  il  est  facile  de  donner  de  la  vie  à  l'enseignement  d'une  s<iiii(  c  ([u'on  embarrasse  souvent,  dès  le  dé- 
but, de  détails  trop  loufl'us. 

C.    II. 
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I    —  Algèbre  et  Analyse. 

Nombres  imaginaires.  —  Calcul  algébrique.  Applications  à  la  racine  carrée  d'un  nombre  négatif,  à  la  réso- 
lution de  l'équation  du  second  degré  et  à  la  résolution  del'équaiion  bicarrée. 

Arrangements,  permutations  et  combinaisons  sans  répétition. 

Polynômes  entiers.  —  Addition  et  soustraction.  —  Multiplication. 

Formule  du  binôme  dans  le  cas  de  l'exposant  entier  et  positif. 

Division  des  polynômes  entiers.  —  Plus  grand  commun  diviseur  de  deux  polynômes.  —  Conséquences 
relatives  à  la  théorie  de  la  divisibilité.  —  Identité    Am-|-B»==1    ou    Am-|-B»  =  0. 

Division  par    x — a.  —    Conséquences. — Polynômes  identiques. 

Énoncé  du  théorème  de  d'Alembert.  —  Décomposition  d'un   polynôme  entier  en  facteurs  primaires.  

Nombre  des  racines.  —  Relations  entre  les  coefficients  et  les  racines. 

Diviseurs  d'un  polynôme  entier.  —  P.  g.  c.  d.  et  p.  p.  c.  m.  de  plusieurs  polynômes. 

Racines  imaginaires  des  polynômes  k  coefficients  réels.  —  Indication  que  fournissent  les  signes  des  résultats 
de  la  substitution  de  deux  nombres  réels.  t 

Fonctions.  — Définition  d'une  fonction.  —  Exemples. 

Limites.  — Limite  d'une  somme,  d'un  produit,  d'un  quotient. 

Continuité  et  représentation  graphique  d'une  fonction. 

Fonction  croissante  ou  décroissante  dans  un  intervalle  (définitions).  —  Exemples. 

Fonction  exponentielle.  —    Calcul  des  radicaux  arithmétiques.  —  Exposants  fractionnaires,   négatifs. 

Propriétés  de  la  fonction    a'.  —  Limite  du  rapport    — ^(a>l)    pour  a;  infini  et  positif. 

Fonction  logarithmique.  —  Propriétés.  —  Les  diverses  fonctions  logarithmiques.  —  Logarithmes  vul'^aires. 
Étude  sommaire  des  fonctions  e",  log«,  a;"',  «'",  ai',  m". 

Séries.  —  Séries  absolument  convergentes.  —  Convergence  d'une  série  alternée  dont  le  terme  général 
décroit  constamment  en  valeur  absolue  et  tend  vers  zéro. 

Séries  à  termes  positifs  :   caractères  de  convergence   ou  do  divergence  tirés  de  l'étude   des  expressions 

''n+i         11/ — 

— ^— >     i/m„,     ni'Uy,. 

Un 

Calcul  des  h  premiers  chiffres  du  développement  décimal  de  la  somme  d'une  série  numérique. 
Addition,  soustraction,  multiplication  des  séries. 

Nombre    e.   —  Limite  de     i\.-\ )        pour  m  infini.  —  Logarithmes  népériens. 

Infiniment  petits.  —  Ordre  relatif  de  deux  infiniment  petits.  —  Partie  principale.  —  Infiniment  petits 
équivalents. 

Dérivée  d'une  fonction.  — Difierentielle  première.  —  Représentation  géométrique.  —  Dérivée  d'une  somme, 
d'un  produit,  d'un  quotient,  d'une  fonction  de  fonction. —  Dérivées  des  fonctions  simples:  a;'",  a',  logx,  sin  x, 
cosa;,  tga;,  cota;,   arcsinx,  arc  cota;,  arc  tg  a;,  arccosa;. 

Théorème  de  Rolle,  formule  des  açcroi-ssements  finis.  —  Fonction  constante,  croissante  ou  décroissante 
dans  un  intervalle  (a,  b).  --Étude  d'une  fonction  en  un  point.  —  .Maximum,  minimum. 
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Étude  des  variations  d'une  fonction.  —  Exemples  variés. 

Fonctions  de  plusieurs  variables  indépendantes.  —  Dérivées  partielles,  notations. 

Dérivée  et  différentielle  d'une  fonction  composée.  —  Dérivée  des  divers  ordres,  cas  où  les  composantes  sont 
linéaires. 

Différentielle  totale  d'une  fonction  de  plusieurs  variables.  —  Transformer  son  expression  quand  on  effectue 
un  changement  de  variables. 

Dérivée  d'une  fonction  implicite  (on  admettra  sans  démonstration  l'existence  de  cette  fonction  et  de  sa 
dérivée). 

Théorème  des  fonctions  homogènes. 

Fonctions  primitives  d'une  fonction  donnée,  leur  représentation  par  l'aire  d'une  courbe.  —  Intégrale 
définie.  —  Symboles  fj'{x)dx   et  ff{x)dx.  —  Tableau  des  intégrales  immédiates. 

Valeur  moyenne  d'une  fonction  dans  un  intervalle.  —  Changement  de  la  variable.  —  Intégration  par 
parties.  —  .\ppIications  simples. 

Décomposition  des  fractions  rationnelles  en  éléments  simples.  —  Intégration  des  différentielles  ration- 
nelles en  X  et  de  celles  qui  s'y  ramènent.  (*) 

Dans  la  suite  du  cours,  on  appliquera  les  quadratures  à  la  rectification  des  courbes,  au  calcul  d'un  volume 
décomposé  en  tranches  par  des  plans  parallèles,  au  calcul  des  moments  d'inertie  du  cylindre  de  révolution,  de 
la  sphère  et  du  parallélépipède  rectangle  par  rapport  à  leurs  axes  de  symétrie. 

Séries  entières.  —  Intervalle  de  convergence.  —  Intégration  et  dérivation  d'une  série  entière  à  l'intérieur 
de  son  intervalle  de  convergence.  (On  ne  s'occupera  pas  de  ce  qui  se  passe  aux  limites  de  cet  intervalle). 

Développementen  série  de    -; ; ;    U\  —  x)\    arctea;;    L  .  "~^  ■   —    Série  exponentielle, 

série  du  binôme  ;  on  peut  trouver  leurs  sommes  à  l'aide  des  équations    y'  =  y    et    i/'(l  -t-x)  =  my. 

Développement  en  série  de  ai  et  arcsina;. 

Formules  de  Taylor  et  de  Maclaurin.  —  Développements  en  séries. —  N'appliquer  qu'à  e^,  sinj-,  cos.»;. 

Appliquer  la  formule  de  Taylor  à  l'étude  d'une  fonction  en  un  point  ;  à  l'étude  du  quotient  de  deut  fonc- 
tions qui  s'annulent  pour  une  même  valeur  de  x,  au  voisinage  de  cette  valeur.  —  Diverses  formes  d'indétermi- 
nation. 

Formule  de  Taylor  dans  le  cas  de  plusieurs  variables  indépendantes.  —  Insister  sur  le  cas  où  la  fonction 
.est  un  polynôme  entier. 

Déterminants.  —  Détinition,  développement  suivant  les  éléments  d'une  même  ligne.  —  Échange  des 
lignes  avec  les  colonnes.  —  Permutation  de  deux  lignes.  —  Addition  de  lignes. 

Équations  linéaires. 

Formes  linéaires.  —  Conditions  d'indépendance.  —  Multiplication  des  déterminants. 

Homogénéité.  —  Rendre  un  système  d'équations  entières  homogène.  — Solution  finie,  solution  infinie  d'un 
système.  —  Définition  générale  du  résultant  d'un  système  de    n-f-1    équations  entières  an  inconnues. 

Application  de  ce  qui  précède  aux  équations  linéaires. 

Fonctions  symétriques  et  rationnelles  des  racines  d'une  équation  entière.  —  Leur  calcul  à  l'aide  des  sommes 
des  puissances  semblables  des  racines.  —  Notion  de  poids. 

Elimination  d'une  inconnue  entre  deux  équations  entières  au  moyen  des  fondions  symétriques.  —  Théo- 
rème de  Bezout,  sans  examen  d'aucun  cas  particulier. 

Racines  égales.  —  Conditions  pour  qu'un  nombre  a  soit  racine  multiple  d'ordre  p  d'un  polynôme  entier. 
—  Discriminant. 

Abaissement  d'une  équation  entière  ayant  des  racines  multiples. 

Autre  exemple  d'abaissement  :  équations  réciproques. 

Théorème  de  Descaries. 

Recherche  des  racines  commensurables. 

Résolution  numérique  des  équations  algébriques  ou  transcendantes.  —  Méthodes  d'approximation  de 
Newton  et  des  parties  proportionnelles  expliquées  par  des  considérations  géométriques. 

II.  —  Trigonométrie. 

Vecteurs.  —  Somme  géométrique  de  vecteurs.  —  Valeur  algébrique  d'un  vecteur.—  Théorème  des  projec- 
tions. 

(')  Chnctine  de  ces  questions  sera  traitt^c  ;>  la  place  tnulc  maniuée  (|u'elli'  a  dans  le  cours. 
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Arcs  positifs,  arcs  négatifs.  —  Diverses  valeurs  de  l'arc  AB. 

Définition  du  cosinus,  du  sinus  d'un  arc.  —  Projection  orthogonale  d'un  vecteur  sur  un  axe,  —  Produits 
géométriques. 

Formules  d'addition  :     cos(a-|-6),    sin(a  +  6). 

Fonctions  circulaires.  —  Relations  qui  existent  entre  elles.  Variation  des  fonctions  circulaires. 

Résolution  des  équations    sina;^a,    cosx  =  a,     etc. 

Formules  relatives  aux  arcs     — x,     -^-\-x,     t.  +  x,     r.  —  x,     —^±x,    etc.  —  Ramener  un  arc  au 

premier  quadrant.  —  Limite  du  rapport  —^ — -  (pour    x  =  0). 

Addition,  soustraction  des  arcs  (deux  ou  trois). —  Multiplication  des  arcs.  —  Cas  où  l'on  multiplie  par  2  et  par  3. 

Division  des  arcs.  —  Cas  où  l'on  divise  par  2  et  par  3.  —  Résolution  trigonométrique  de  l'équation  du  troi- 
sième degré . 

Usage  des  tables  de  logarithmes.  —  Formules  logarithmiques. 

Résolution  des  triangles  rcctilignes.  —  Équivalence  des  systèmes  de  formules. 

Forme  trigonométrique  et  représentation  géométrique  de  l'imaginaire. 

Addition,  soustraction,  multiplication  et  division  des  imaginaires. 

Formule  de  Moivre. 

Séries  imaginaires,  —  Fonctions  e-,  cos  j  et  sin  a. 

Somme  de  sinus  ou  de  cosinus  de  n  arcs  en  progression  arithmétique. 

Expression  de  sin"»,  cos".b  en  fonction  des  sinus  et  cosinus  des  multiples  de  x.  — Applications  au 
calcul  intégral  et  aux  développements  en  séries. 

Addition,  soustraction,  multiplication  et  division  des  arcs. 

Résolution  trigonométrique  de  l'équation  binôme. 

III.  —  Géométrie  analytique. 

1°  Géométrie  plane. 

Coordonnées  rectilignes.  —  Représentation  d'une  ligne  par  une  équation.  —  Exemples  simples. 

Homogénéité. —  Construction  d'expressions  algébriques. 

Formules  fondamentales  :  cosinus  directeurs  d'une  direction,  paramètres  directeurs.  —  Angle  d'une  droite 
avec  ox.  —  Cosinus  de  l'angle  de  deux  directions.  —  Distance  d'un  point  à  l'origine. 

Transformation  des  coordonnées.  —  Distance  de  deux  points.  —  Ordre  d'une  courbe  algébrique.  —  Équa- 
tion de  la  droite. 

Mouvements  dans  un  plan  :  translation,  rotation,  glissement. 

Coordonnées  homogènes  et  points  à  l'infini. 

Ligne  droite.  —  Équation.  —  Parallélisme.  —  Angle  d'une  droite  avec  ox,  angle  de  deux  droites.  —  Dis- 
tance d'un  point  à  une  droite.  —  Applications.  —  Problèmes  simples  relatifs  à  la  détermination  d'une  droite. 
—  Intersection  de  deux  droites.  —  Faisceau  linéaire. 

Aire  d'un  triangle.  —  Signes  des  aires.  —  Évaluation  algébrique  d'une  aire  centrée,  .\pplicalions  aux  poly- 
gones. 

Notions  sur  les  éléments  imaginaires. 

Systèmes  de  droites  issues  de  l'origine.  —  Droites  isotropes.  —  Faisceau  de  droites  joignant  l'origine  aux 
points  de  rencontre  de  deux  lignes. 

Rapport  anharmonique.  —  Le  rapport  anharmonique  est  projectif.  —  Expression  algébrique  du  rapport 
anharmonique. —  Rapport  anharmonique  do  quatre  nombres.  —  C'est  un  invariant.  —  Condition  pour  que 
quatre  éléments  soient  harmoniques.  —  Applications. 

Correspondance  entre  les  points  de  deux  séries,  les  rayons  de  deux  faisceaux,  les  points  d'une  série  et  les 
rayons  d'un  faisceau.  —  Relation  homographique.  —  Séries  et  faisceaux  homographiques  (étude  sommaire). 

Cercle  (coordonnées  rectangulaires).  (*)—  Involution. 

(lénéralités  sur  les  lieux  géométriques. 

Étude  simultanée  des  courbes  définies  par  deux  équations  paramétriques  x  =  f\t),  y  =  g{t),  ou  bien 
dont  l'équation  est  résolue  par  rapport  à  l'une  des  coordonnées.  —  Définition  des  courbes  unicursales.  — 

(■)  Je  n'ai  pas  détaillé  les  questions  fi  traiter  dans  ce  chapitre,  parce  qu'il  m'a  semblé  qu'une  étude  sommaire  du  cercle 
ne  inOte  à  aucune  contusion.  —  Jli'me  remarque  pour  lu  sphère  (Voir  plus  loin.) 
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Ordre.  —  Tangente;  normale.  —  Problèmes  simples  relatifs  aux  tangentes  et  aus  normales.  —  Sous-tangente, 
sous-normale,  tangente  et  normale.  —  Les  cubiques  à  point  double  et  les  quarliques  ayant  trois  points  doubles 
sont  unicursales. 

Construction  de  ces  lignes.  —  Concavité,  convexité,  points  d'inflexion.  —  Asymptotes. 

Arc  d'une  courbe.  —  Orientation  d'une  ligne.  —  Cosinus  directeurs  de  la  tangente. 

Courbure.  —  Rayon  de  courbure,  centre  et  cercle  de  courbure.  —  Développée. 

Courbes  algébriques.  —  C.énéralités  sur  les  courbes  du  second  degré  :  dérivées  partielles  ;  discriminant; 
mineurs  du  discriminant;  solutions  doubles  ;  conditions  pour  qu'une  courbe  du  second  ordre  se  réduise  à  deux 
droites  distinctes,  à  deux  droites  confondues  ;  la  forme  adjointe  ;  intersection  d'une  conique  avec  une  droite  ; 
points  à  l'intini  ;  tangentes  en  ces  points  ;  les  trois  genres  de  coniques.  —  Intersection  d'une  courbe  algébrique 
avec  une  droite.  —  Point  simple.  —  Point  double.  —  Tangente  en  un  point  simple.  —  Problèmes  sur  les  tan- 
gentes. —  Équation  tangentielle.  — Normales.  —  Appliquer  ce  qui  précède  aux  coniques  et  donner  la  classifica- 
tion ;\  l'aide  des  points  doubles. 

Enveloppes.  —  Ce  que  représente  une  équation  tangentielle. 

Étude  très  sommaire  d'une  courbe  autour  d'un  de  ses  points.  —  Tangentes  à  l'origine. 

Recherche  des  asymptotes  sur  des  exemples  simples. 

Courbes  du  second  ordre.  —Classification  en  appliquant  la  méthode  de  décomposition  en  carrés;  formes 
réduites;  exemples  numériques.  —  Pôle  et  polaire.  —Discussion.  —Transformation  par  polaires  réciproques. 
—  Centres.  —  Diamètres.  —  Directions  conjuguées,  diamètres  conjugués.—  Directions  principales,  axes  princi- 
paux en  supposant  les  axes  rectangulaires.  —  Recherche  des  formes  réduites  ;  calcul  des  coefticients  de  ces 
formes  dans  le  cas  où  les  coordonnées  sont  rectangulaires. 

Foyers  et  directrices.  —  Excentricité.  —  Paramètre.  —  Recherche  des  foyers  et  des  directrices  sur  les  équa- 
tions réduites  en  coordonnées  rectangulaires.  —  Equation  focale.  —  Sécante  envisagée  par  rapport  à  un  foyer 
et  à  la  directrice  correspondante.  —  Polaire  d'un  point  de  la  directrice. 

Etude  des  courbes  du  second  ordre  sur  leurs  équations  réduites.  —Diamètres,  diamètres  conjugués,  théo- 
rèmes d'iipoUonius.  —  Cordes  supplémentaires.  —  Tangentes,  problèmes  sur  les  tangentes.  —  Normales.  — 
Propriétés  focales  et  tracés  qui  en  résultent.  —  Tracés  spéciaux  relatifs  à  l'ellipse  envisagée  comme  projection 
orthogonale  du  cercle.  —  Tracés  spéciaux  relatifs  à  l'hyperbole  définie  par  sesasymptotes  et  un  point.  —  Pro- 
priétés spéciales  de  la  parabole  relativement  aux  diamètres,  à  la  sous-tangente  et  à  la  sous-normale. 

Rapport  anharmonique  de  quatre  points  ou  de  quatre  tangentes  d'une  conique.  — Divisions  homographiques 
et  divisions  en  involutionsur  une  conique. 

Une  conique  est  déterminée  par  cinq  points  ou  par  cinq  tangentes.  —  Théorèmes  de  Pascal  et  de 
Brianchon. 

Deux  coniques  se    coupent,  en  général,  en  quatre  points,  réels  ou  imaginaires,  distincts  ou  confondus,  à 
distance  finie  ou  infinie.  —  Notions  succinctes  sur  les  coniques  d'un  faisceau  linéaire  ponctuel.  —  Théorème 
de  Desai'gues. 
Horaothétie  et  similitude. 

Coordonnées  polaires.  —  Équation  de  la  droite.  —  Tangente  à  une  courbe.  —  Asymptote.  —  Construction 
d'une  courbe  dont  l'équation  est  résolue  par  rapporta   p. 

Aire  décrite  par  un  rayon  vecteur  qui  tourne  autour  de  l'origine  et  dont  l'extrémité  glisse  sur  une  courbe 
^    r>  i    /"i 

YJ    p2rf(o      ou      Y  {x<j'  —  yx')dt. 

2°  Géométrie  dans  l'espace. 

Coordonnées  rectilignes.  —  Représentation  d'une  surface  par  une  équation,  d'une  ligne  par  deux  équations. 

Formules  fondamentales.  —  Les  trouver  avec  des  axes  quelconques  et  insister  sur  le  cas  où  les  axes  sont 
rectangulaires. 

Transformation  des  coordonnées.  —  Distance  de  deux  points.  —Ordre  d'une  surface  algébrique.  — Équa- 
tion du  plan.  —  Formules  d'Euler. 

Coonlonru'cs  homogènes  et  points  à  l'infini. 

Plan.  —  Équation  du  plan.  —Parallélisme.  —  Angle  de  deux  plans.  —  Intersection  de  deux  plans.  —  Fais- 
ceau linéaire.  —  Intersection  de  trois  plans.  —  Condition  pour  que  quatre  plans  passent  par  le  même  point.  — 
Problèmes  simples  de  détermination.  —  Distance  d'un  point  à  un  plan  (toutes  les  questions  relatives  aux  angles 
et  aux  distances  se  traiteront  avec  des  axes  rectangulairesK  —  Applications,  [(apport  anliarmoniiiiie  de  quatre 
plans  appartenant  ii  un  raème  faisceau  linéaire. 

Volume  du  tétraèdre.  —  Signe  d'un  tel  volume. 
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F.igne  droite.  —  Équation.  —  Parallélisme.  —  Angle  de  deux  droites.  —  Angle  d'une  droite  et  d'un  plan. 

—  Applications.  —  Intersection  d'une  droite  et  d'un  plan.  — Condition  pour  que  deux  droites  se  rencontrent. — 
Distance  d'un  point  à  une  droite.  — Perpendiculaire  commune  à  deux  droites,  plus  courte  distance. 

Étude  sommaire  de  la  sphcrelaxes  rectangulaires). 

Courbes  gauches.  —  Ordre  d'une  courbe  algébrique.  —  Courbes  unicursales.  —  Cône  projetant  une  ligne 
d'un  point  de  l'espace.  —  Cubique  gauche.  —  Tangente.  —  Plan  osculateur.  —  Courbure.  —  Plan  tangent  à  une 
surface  en  un  point. 

Surfaces  algébriques.  —  Intersection  d'une  surface  algébri(iuc  avec  une  droite  (|ui  tourne  autour  d'un 
point.  —  Point  simple.  —  Point  double  ou  conique.  —  Plan  tangent  en  un  point  simple,  tangentes  inflexion- 
nelles.  —  Applications  aux  surfaces  du  second  ordre.  —  Problèmes  simples  relatifs  aux  plans  tangents.  —  Cône 
ou  cylindre  circonscrit.  —  Applications  aux  surfaces  du  second  ordre  et,  en  particulier,  les  classera  l'aide  des 
points  doubles  qu'elles  peuvent  avoir. 

Génération  des  surfaces.  — Quelques  généralités.  — Enveloppes.  — Notions  sur  les  surfaces  réglées  et  les 
surfaces  développables.  —  Cylindres.  — Cônes.  —  Surfaces  de  révolution. 

Surfaces  du  second  ordre.  —  Intersection  avec  une  droite.  —  Points  à  l'infini.  —  Plans  asymptotes.  —  Cône 
directeur.  —  Homothétie.  —  Sections  planes.  —  Classification  en  geflres  d'après  la  nature   du   cône  directeur. 

—  Classification  en  espèces  par  la  décomposition  en  carrés.  —  Equations  réduites.  —  Construction  des  cinq 
formes  principales. 

Pôle  et  plan  polaire.  —  Discussion.  —  Points  conjugués.  —  Plans  conjugués.  —  Droites  conjuguées. 

Centres.  —  Discussion.  —  Distribution  des  plans  asymptotes. 

Plans  diamétraux.  —  Discussion.  —  Diamètres.  —  Directions  conjuguées. —  Diamètres  conjugués.  Formes 
des  équations  réduites. 

Directions  principales;  plans  principaux.  —  Axes  principaux.  —  Équation  en  S.  —  Calcul  des  formes 
réduites  principales  par  une  transformation  de  coordonnées  Caxcs  rectangulaires). 

Conditions  pour  qu'une  surface  du  second  ordre  soit  de  révolution. 

Plans  cycliques. 

Étude  des  surfaces  du  second  ordre  sur  les  équations  réduites.  —  ("onstiuction.  —  Sections  planes.  —  Sec- 
tions circulaires.  —  Plans  diamétraux.  —  Diamètres.  —  Théorèmes  d'Apollonius.  —  Plan  polaire.  —  Plan 
tangent.  —  Normale.  —  Problèmes  relatifs  aux  plans  tangents  —  (lénératrices  rectilignes.  —  Les  surfaces  du 
second  ordre  sont  unicursales. 

Étude  géométrique  de  l'intersection  de  deux  quadriques. 

Problèmes  simples  de  détermination. 

l'y.  —  Mécanique. 

Cinématique    du    point. 

Idée  de  mouvement,  système  de  comparaison,  relativité  du  mouvement.  —  Temps  positifs  et  négatifs. 

Mouvement  rectiligne  d'un  point,  uniforme,  varié,  uniformément  varié.  —  Vitesse.  —  Accélération.  — 
.Mouvement  vibratoire  simple. 

Mouvement  curviligne.  ^  Vitesse.  —  Hodographo.  —  Vecteur  accélération. 

Accélérations  tangentielle  et  centripète.  —  Diagrammes  des  espaces,  des  vitesses,  des  accélérations  lan- 
gentielles. 

Mouvement  rapporté  à  des  axes  de  coordonnées  rectangulaires  ou  obliques  et  à  des  coordonnées  semi- 
polaires. 

Changement  du  système  de  comparaison.  —  Composition  des  vitesses  ;  composition  des  accélérations  bornée 
au  cas  où  le  mouvement  du  système  de  comparaison  est  un  mouvement  de  translation. 

Dynamique. 

Point  matériel  libre.  —  Principe  de  l'inertie.  —  Définition  de  la  force  et  de  la  masse:    F=m.Y.     

Relation  entre  la  masse  et  le  poids.  —  Invariabilité  de  la  masse.  —  Unités  fondamentales.  —  Unités  dérivées. 

Équations  fondamentales  de  la  dynamique.  —  Mouvement  d'un  point  soumis  à  l'action  d'une  force  cons- 
tante en  grandeur  et  en  direction.  —  Mouvement  d'un  point  sous  l'action  d'une  force  issue  d'un  centre  fixe: 
1°  proportionnelle  à  la  distance  ;  2°  en  raison  inverse  du  carré  de  la  dislance. 

Principe  de  l'indépendance  des  effets  des  forces.  —  Composition  des  forces  appliquées  k  un  point  matériel. 

Travail  d'une  force,  travail  d'une  résultante,  d'une  force  pour  un  déplacement  résultant.  —  Théorème  de  la 
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force  vivp.  —  Surfaces  de  niveau.  —  Champs  et  lignes  de  force.  —  Énergie  cinétique  et  énergie  potentielle  d'un 
point  placé  dans  un  champ  de  force. 

Point  matériel  non  libre.  —  Mouvement  d'un  point  pesant  sur  un  plan  incliné  avec  et  sans  frottement,  la 
vitesse  initiale  étant  dirigée  suivant  la  ligne  de  plus  grande  pente.  —  Pression  totale  sur  le  plan  ;  réaction  du 
plan.  —  Petites  oscillations  d'un  pendule  simple  sans  frottement  ;  isochronisme. 

Homogénéité.  — Dimensions  d'une  vitesse,  dune  accélération,  d'une  force,  d'un  travail,  dune  quantité  de 
mouvement,  d'une  force  vive. 

Statique. 

statique  du  point.  —  Équilibre  d'un  point  matériel  libre,  d'un  point  matériel  assujetti  à  rester  sur  une 
courbe  fixe  ou  sur  une  surface  fixe,  avec  ou  sans  frottement. 

Statique  du  corps  solide.  —  Systèmes  en  équilibre.  —  Systèmes  équivalents.  —  On  peut  appliquer  à  un 
corps  solide,  sans  changer  son  état,  deux  forces  égales,  opposées  et  ayant  la  même  ligne  d'action.  —  Déplace- 
ment du  point  d'application  d'une  force.  —  Forces  équivalentes. 

Composition  des  forces  parallèles.  —  Centre  des  forces  parallèles.  —  Centre  de  gravité.  —  Moments  par 
rapporta  un  plan.  —  Conditions  d'équilibre  d'un  système  de  forces  parallèles. 

Théorie  des  couples. 

Moment  vectoriel  d'une  force  par  rapport  à  un  point.  —  Moment  par  rapport  à  un  axe.  —  Moment  résultant 
d'un  système. 

Réduction  des  forces  appliquées  à  un  corps  solide.  —  Résultante  générale,  couple  résultant  ou  moment 
résultant.  —  Conditions  d'équilibre.  —  Conditions  d'équivalence.  —  Réduction  à  deux  forces. 

Équilibre  d'un  solide  invariable  qui  n'est  pas  libre.  —  Cas  d'un  point  fixe,  d'un  axe  fixe  avec  ou  sans 
glissement  le  long  de  cet  axe,  de  un,  deux  ou  trois  points  de  contact  avec  un  plan.  —  Réactions. 

E.  H. 
*■ 

SUR  LES  COMBINAISONS  SIMPLES  OU  COMPLÈTES 
par  M.  R.   'Vintéjoux. 


L'objet  de  celte  note  est  d'indiquer,  pour  l'exposition  des  éléments  de  l'analyse  combinatoire,  une 
marche  qui  permettrait,  je  crois,  de  réintroduire  dans  l'enseignement  les  formules  utiles  des  permuta- 
tions et  des  combinaisons  complètes  sans  qu'il  en  résulte  aucun  allongement,  ou  presque. 

Supposons  établies,  parla  méthode  classique,  les  formules  des  permutations  simples  et  complètes: 

il  suffit  d'ailleurs,  pour  ce  qui  suit,  de  savoir  que  le  nombre  des  permutations  de  p   lettres    a   et  de  q 

(p  -H  (/)  ! 
lettres    />    est      — — ; — '- —     Nous  nous  proposons  do  montrer  ciue  toutes  les  autres  formules  de  cette 
;)  !  r/ 1 

théorie  sont  des  applicalions  immédiates  de  la  précédeiile. 

Soit  à  compter  les  combinaisons  simples,  p  ii  p,  des  m  lettres  a,,  a. ..  .,fl,„.  Formons  le  tableau 
des  permutations  de  p  lettres  a  el  de  m  —  p  lettres  b.  Dans  chacune  d'elles,  affectons  les  7«  lettres 
qui  y  entrent,  de  la  gauche  à  la  droite,  des  indices  1,  2. ..,  m.  Puis  elFaçons  les  lettres  b.  Nous  aurons 
une  des  combinaisons  à  former.  Et  il  est  évident  que  cette  règle  fait  correspondre  une  fi  une  les  combi- 
naisons simples  de  m  lettres  ;)  à  ;j  et  les  permutations  de /)  lettres  o  et  do     m  —  p     lettres  b. 

Donc  z!'  =  c:;-''  = 


p  !  (m  —  /))  ! 

Comme  on  obtient  tous  les  arrangements  p  à  p  des  rn  lettres  données  en  pi-rniulanl  de  toutes  les 
façons  possibles  les;}  lettres  (|ui  entrent  dans  chaque  combinaison,  on  a    A;;,  =  G',;,  X  IV- 

Soit  à  compter  maintenant  les  combinaisons  p  à  /),  avec  répétition,  des  m  lettres  «i,  no,  ...,  n,„. 
Formons  le  tableau  des  permutations  de  p  lettres  a  et  de  m  —  1  lettres  b.  Dans  chacune  d'elles,  affec- 
tons les     m  — 1     lettres    /)   seulement,  de  la  gauche  à  la  droite,  des  indices     1,2 m  —  i.     Puis 

affectons  de  l'iiulice  1  toutes  les  lettres  a  qui  sontà  gauche  de  6,,...  de  l'indice  /.•  les  lettres  a  qui  sont 
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entre  i/._i  et  6^,...  de  l'indice  m  les  lettres  a  qui  sont  à  droite  de  6„_i.  Effaçons  enfin  les  lettres  b. 
Nous  aurons  une  combinaison  complète  des  m  lettres  données  p  à  p,  et  il  est  clair  que  cette  règle 
fait  correspondre  une  à  une  ces  combinaisons  complètes  aux  permutations  de  p  lettres  a  et  de    m  —1 

(m-i-p — 1)1    _    m(m-i- 1)  ...{m-hp  —  1) 

;i  :  (m—  1)!  p\ 


lettres  b.  Le  nombre  cherché  est  donc 


Note  de  la  Rédaction.  —  La  méthode  que  suit  M.  Vintéjoux  fait  correspondre  aux  permutations 
avec  répétition  de  p  lettres  a  jointes  à  q  lettres  b,  les  combinaisons  simples  de  p+q  numéros  p  à 
p;  elle  fait  correspondre  en  outre  aux  combinaisons  complètes  de  m  lettres  p  a.  p  les  permutations 
avec  répétition  de  m  lettres  a  et  de  p —  1  lettres  6;  elle  fait  donc  correspondre  en  somme  les  combi- 
naisons complètes  de  m  lettres  p  &  p  avec  les  combinaisons  simples  de  in-\-p  —  l  lettres  p  ^  p. 
Cette  correspondance  est  déjà  indiquée,  mais  d'une  façon  différente,  dans  V Algèbre  supérieure  de  Serret. 

Quant  à  celle  qui  existe  entre  les  combinaisons  simples  de  m  numéros  et  les  permutations  avec 

répétition  de  a  lettres  a,  ^  lettres  b,  ).  lettres  /  (a-|-^^ !-X  =jn);  elle  peut  se  présenter  d'une  façon 

un  peu  diflérente  et  le  lecteur  la  déduira  sans  peine  de  la  méthode  très  simple  que  je  donne  dans  mon 
enseignement  depuis  une  dizaine  d'années  pour  établir  la  formule  qui  fournit  le  développement  de  la 
puissance  m'  d'une  somme  algébrique,  méthode  qui  m'a  été  suggérée  par  la  lecture  de  la  Théorie  des 
nombres  de  Lucas. 

Pour  obtenir    (o-hôh h/)"',     ilfaut  multiplier  entre  eux  m  facteurs  égaux  à    a-^b-\ \-l; 

pour  cela,  nous  prendrons  un  terme  dans  chaque  facteur  et  un  seul,  nous  les  multiplierons  entre  eux  ; 
nous  ferons  cela  de  toutes  les  façons  possibles  et  .nous  ajouterons  les  résultats  obtenus  ainsi.  Suppo- 
sons que  nous  ayons  pris  a  fois  le  terme  a,  p  fois  le  terme  b,  . . .,  X  fois  le  terme  /;  nous  aurons 
alors  le  produit  partiel 

a'b''...[\  (a-t-^H +  ).  =:  m), 

et  il  est  clair  que  cette  notation  convient  à  tous  les  cas,  car  si  je  n'ai  pas  pris  le  terme  a  par  exemple, 
j'aurai  comme  résultat  b'c''..J'-,  et  il  suffit  de  faire  a  =  0,  avei"  la  convention  usuelle  a"  =  1,  pour 
passer  du  terme  général  à  celui-ci. 

Reste  à  trouver  le  coefficient  numérique  de  '(^6'.../'", c  est-à-dire  le  nombre  de  fois  que  ce  terme  est 

rencontré.  Pour  y  parvenir,  con- 
sidérons une  file  horizontale  de 
I  2  3  4  5 m 

m  cases  et  mettons  dans  la  pre- 
mière case  le  terme  extrait  du 
premier  facteur;  dans  la  seconde, 
le  terme  extrait  du  second  fac- 
teur, et  ainsi  de  suite  ;  si  a  cases  sont  occupées  par  la  lettre  a,  3  par  la  lettre  b,  ..,  >■  par  la  lettre  /, 
nous  aurons  bien  le  produit  partiel 

a'b'...[\ 
et  il  est  évident  qu'il  y  a  autant  de  manières  d'obtenir  ce  terme  qu'il  y  a  de  façons  de  placer  dans  les  m 

cases  a  lettres  a,  S  lettres  b,  etc. 

Or,  il  y  a  autant  de  manières  de  placer  les  a  qu'il  y  a  de  combinaisons  de  m  cases  a  à  a;  chaque 
manière  d'agir  ainsi  laisse  vides  m  —  ï  cases  et  il  y  a  autant  de  manières  d'y  placer  les  b  qu'il  y  a  de 
combinaisons  de    m —  a    cases  ?  à  ^  ;  et  ainsi  de  suite.  Le  coefficient  de  a'b''...['-  est  donc 

Cf„C;,_.  ••■€':,_,._. 


f 


i\  3!  ...  X! 
Cette  notation  est  générale  aussi,  car  si  un  terme,  o  par  exemple,  n'a  pas  été  pris,  il   suffira  de 
faire  ici    a  =  0,     avec  la  convention  habituelle     0!  =  1,     pour  avoir  le coeflicient  particulier  envisagé. 
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Nous  obtenons  donc  ainsi  d"une  façon  rapide,  la  formule  classique 

-^  ï!  ^: ...  A  ! 

pour  toutes  les  solutions  entières,  positives  ou  nulles,  de  l'équation  indéterminée 

a  H-  3  ^-  ■•-!->.  =  w . 


E.  H. 


NOTE   SUR    LE   CALCUL  DE  LA   SOMME   DUNE  SERIE  NUMERIQUE. 
POSITIVE  ET  CONVERGENTE. 


Le  problème  que  je  me  propose  de  résoudre,  d'une  façon  qui  me  parait  simple,  dans  la  note  actuelle 
est  le  suivant  : 

Etant  donnée  une  série  positive  et  convergente 

Ml  H-  «  1  -t-  ■  ■  ■  -h  M„  -h  ■    ■ . 
1 

calculer  la  somme  de  cette  série  à  —-—près  et  par  défaut,  et  mettre  cette  somme  sous  la  forme  d'un  nombre 

décimal  ayant  exactement  p  chiffres  décimaux,  c'est-à-dire   trouver  un  nombre  décimal  qui  coïncide  avec  le 
développement  décimal,  illimité  ou  non,  de  la  somme  de  la  série  jusqu'au  p"  chiffre  décimal  inclus. 

Examinons  d'abord  les  calculs  à  faire;  nous  posons    S  =  S„-i-R„,     Sn  désignant  la  somme  des  n 

premiers  termes  et  R„  le  reste;  nous  calculons  chacun  des  termes    u,,  u,,  ...,u„     par  défaut  à 

10' 

près    (?>/j);     nous  effectuons  la    somme     S„  =  «,  +  Uj-i- hu,,    et  nous  supprimons  au  résultat 

les     q — p    dernières  décimales. 

En  procédant  ainsi,  nous  commettons  trois  espèces  d'erreurs,  toutes  dans  le  même  sens  :  d'abord, 

sur  chaque  terme  ii^  une  erreur  moindre  que  -r—^    d'où  une  erreur  totale  moindre  que    777—'    puis, 
par  suppression  des    7  —  /)    dernières  décimales,  une  erreur  éjrale  à    -— -,    en  appelant  A  le  nombre 

entier  formé  par  ces    p—q    derniers  chiffres  ;  et  enlin  l'erreur  R„.  De  sorte  que  l'erreur  totale  com- 
mise sur  S,  par  défaut,  est  moindre  que 

Pour  évaluer  Rn  ou  plutôt  une  limite  supérieure  de  R„,  nous  mettrons  en  facteur  dans  R„  le  der- 
nier terme  calculé  u„  et  nous  chercherons  quelque  progression  géométrique  décroissante  dont  les  termes 
soient  supérieurs  a  ceux  de  R„  ainsi  modiliés.  Le  calcul  sera  ensuite  aisé. 

Dans  la  pratique,  on  lixe  a  priori  et  arbitrairement,  en  tenant  compte  de  la  grandeur  de  /)  et  de  la 
plus  ou  moins  grande  rapidité  de  la  convergence,  le  nombre  q  —p.  Fort  souvent  il  sulfira  de  prendre 
une  ou  deux  décimales  de  plus,  c'est-à-dire  q  —  p  —  l  ou  i;  on  calculera  alors  «,,  u.,  ...,  u„  avec  7 
décimales  et  l'on  continuera  tant  que  u™  donnera  quelque  chose  :  celte  façon  de  procéder  nous  donnera 
la  valeur  de  n.  On  vérifiera  ensuite  que 

n  -\-  X 
10»  •   ' 

?n  étant  la  limite  supérieure  calculéo  pour  H„,  est  moindre  que  - — , 

Si  cela  n'était  pas,  c'est  qu'on  aurait  pris  7  trop  petit  ;  on  prolongerait  alors  les  développements 
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décimaux  de  une  ou  deux  décimales.  Mais,  avec  un  peu  d'attention,  il  est  rare  qu'on  ne  réussisse  pas 
du  premier  coup  le  calcul  demandé. 
Donnons  deux  exemples  : 

1°  Calcul  de  e  avec  7  décimales  exactes. 
Nous  calculerons 

c         '111  1 

n  étant  Oxé  par  le  procédé  indiqué  ;  nous  aurons  alors 

1  1 


R 
0^  R,. 


■1)!        (n+2)! 
1 


par  suite 


i   r    1 
1  r    1         i_ 


et  enfin 

R..,<A- 

n.7i\ 
Évaluons  maintenant  chaque  terme  de  S,,^,  avec  9  décimales  exactes 

1  -I-—  -H-ir  •=  2,300000000 


1        i.'-À 


~  =  0,166666666 


"4! 

^  0,041666666 

1 

=  0,008333333 

1 

6! 

=  0,001388888 

1 

=  0,000198112 

1 

^  0,000024801 

1 

9! 

=  0,000002755 

1 

=  0,000000273 

1 
111 

=  0,000000025 

1 

12! 

=  0,000000002 

Su  =  2,718281823 
et  ajoutons  les  résultats.  Ce  calcul  nous  montre  que    j^   est  le  dernier  terme  qui  ait  quelque  chinre 
significatif  dans  les  9  premières  décimales  ;  par  conséquent    »  =  12.     Nous  devons  barrer  alors  les 
deux  dernières  décimales  23  et  vérifier  que  l'erreur  totale  est  moindre  que    — •    Or,  R„  est  moindre 
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1  1 

niip  c'est-à-dire  que   '    et  comme  dix  termes  ont  été  calculés  par  défaut  avec  9  décimales 

12.121  10' 

exactes,  l'erreur  totale  est  moindre  que 

10  33  1 

10'  "^  lÔ^  "^  W 

34  .      .     , :,  ,..:  „;,.„ 100     ^         1 

e  =  2,7182818. 


ou  -^,    qui  est  plus  petit  lui-même  que   __    ou   -— -•     Donc,  nous  avons  avec  7  décimales  exactes 


2"  Calculer  avec  3  décimales  exactes  la  somme  de  la  série 

.         111  1    ^ 

22  3^  4'  ?!" 

1       1  1 

Posons  ^"  =  *"^2^^"3r+     ■+';^ 

1  1 

alors  Rn  = 


n-hlV'"'         [71  +  1)"*' 
et  par  suite, 

I  1 


R„<-L. 

n" 

1 

n— 1 

re  décimal 

es  exacte 

-^  = 

z  1,2500 

1 

3'  ~ 

:  0,0370 

1 
4*  " 

0,0039 

1 

5»"  ~ 

0,0003 

S5  = 

1,2912. 

,    1      1 

Ici  »=3,  R„<^.^<_. 

L'erreur  est  donc  moindre  que 

3  2  1  I 

—  -1 -H rr—      on  a  fort  ion  que      -tt^t  ■ 

10'         10'        10'  '  ^  10' 

Le  résultat  demandé  est  1,291. 
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E.  H. 


1296.  —   On  cousidérr  les  coniiiucs  C  ayant  un  foyer  donné  F  et  telles  qu'une  droite  donnée  D  soit 
la  directrice  relative  à  l'autre  foyer. 

V  Enveloppe  des  cercles  principaux  des  conii/ues  C. 
2"  En  déduire  l'enveloppe  des  coniques  elles-mêmes. 
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3°  Construire  les  deux  coniques  C  tangentes  à  une  droite  A.  Discuter  leur  réalité  et  leur  genre  quand 
la  droite  A  varie. 

A"  Construire  les  deux  coniques  C  dont  le  cercle  orthopltque  est  orthogonal  à  un  cercle  donné  A.  Cas 
où  le  cercle  A  est  de  rayon  nul.  Enveloppe  des  cercles  orthoptiques des  coniques  C. 

Prenons  deux  axes  rectangulaires  passant  par  F  et  tels  que  la  directrice  donnée  D  ait  pour  équa- 
tion   a;  —  a  =  0. 

L'équation  des  coniques  C  est  de  la  forme 

X- -^  g- —  e\x —If  =  0. 

En  exprimant  que  l'abscisse  du  centre  (jui  est  donnée  par    fi  =  0    est  aussi  égale  à    •     on 


a  —  /. 
D'oii,  l'équation  ponctuelle  des  coniques  G 

(x'^  +  y'){a  —  X)  -  (a  +  l){x  -  >.  i-  ^  0.  (1) 

Leur  équation  langentielle  est  de  la  forme 

•fi{u-  -h  V-)  -+-  tv[(a  +  X)w  +  ir]  =  0  ; 
),i  X  +  (/) 
on  trouve     [x  ^ — -    en  exprimant  que  !e  pôle  de  la  droite     x—a  =  0     est  le    point  d'abscisse 

«  H-  X,     et  l'équation  tangentielle  développée  s'écrit 

X-(i(-  H-  v')-{-l[a{u'+v-)  -h  2uît']  -H  2«,'(aM+  «')  =  0.  (2) 

1.  Le  cercle  principal  dune  conique  C  a  pour  diamètre  le  segment  de  l'axe  des  x  dont  les  extré- 
mités sont  racines  de  l'équation 

2lx'  —  2Xx(a  -h  X)  -H  X^(a  +  X)  =  0. 
L'équation  de  ce  cercle  est  donc 

2(a;2_f-  y2)  _2a;(a  -f-  X)  -i-  X  (a  -h  X)  =  0 
ou  X^  -h  X(a  —  2x)  +  2(x^  ■+-  y^  —  ax)  =0. 

L'enveloppe  de  ce  cercle  est  donc  l'ellipse 

8(x-  -Kl/-  —  ax)  —  {ix  —  a)^  =  0 
ou  encore  8(.r*+y^)  =  (2a;  +  a)-, 

81  (a;  —  ay  -+-  î/]  =  (2x  —  3a)2. 
Elle   a  pour    loyers   l'origine  et    le    point   de    la   droite    D    situé  sur  Or;  son  cercle    secondaire 
est  X-  -k-  g'  —  ax  =  0  ; 

son  excentricité  est  — :=• 

v/2 

2.  L'enveloppe  des  coniques  C  peut  s'obtenir  en  partant  de  l'équation  (l);  on  arrive  ainsi  àl'éijuation 
ponctuelle  qui  est  du  sixième  degré. 

En  partant  de  l'équation  (2),  on  obtient  l'équation  tangentielle  de  l'enveloppe  qui  est  de  quatrième 
classe 

[«(u-  -+-  u')  -H  2««'j-  —  8/t'(u-  -+-  v-ji^uu  +  w)  =  0 . 

Cherdions  la  podaire  de  celte  courbe  par  rapport  à  l'origine.  Pour  cela,  remplaçons  dans  l'équalion 
langentielle,   m,  xu  w  par    x,  //,  —  (x^  -+-  y^)  ;     nous  obtenons  en  divisant  par    (x--!-  j/-)- 

(«,  —  2x)2  -f-  8(ax—  x^  —  y')  =  0, 
c'est-à-dire  l'enveloppe  des  cercles  principaux. 

C'est  un  résultat  qu'il  est  aisé  de  prévoir  : 

Quand  le  cercle  principal  d'une  conique  G  passe  par  un  point  M,  cette  coni(|ue  est  tangente  à  la 
perpendiculaire  A  à  FM  menée  par  M.  Inversement,  si  la  conique  G  est  tangente  à  une  droite  A,  son 
cercle  principal  passe  par  un  point  M. 
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tansentielle  contient 


Si  les  deux  cercles  "principaux  passant  par  M  sont  confondus,  les  deux  coniques  tangentes  à  A 
sont  confondues,  et  réciproquement. 

L'enveloppe  des  cercles  principaux  est  donc  la  podaire  par  rapport  au  point  F  de  l'enveloppe  des 
coniques  C  dont  la  génération  est  par  suite  la  suivante  :  Étant  donnés  une 
ellipse  et  un  de  ses  foyers  F,  elle  est  l'enveloppe  des  droites  A  menées  par 
chaque  point  M  de  l'ellipse  perpendiculairement  à  FM. 

Prenons  un  point  M'  voisin  de  M.  Les  droites  A  et  A'  se  coupent  en  P. 

Le  point  P  est  la  seconde  extrémité  du  diamètre  passant  par  F  du  cercle  passant 

par  les  points  F.MjM'.  Donc,  l'enveloppe  des  coniques  C  est  homothétique  du  lieu 

descentres  des  cercles  passant  par  un  foyer  d'une  ellipse  et  tangents  à  cette  ellipse. 

3  II  y  a  deux  coniques  C  tangentes  à  une  droite  A  puisque  leur  équation 

au  second  degré.  Nous  allons  le  voir  géométriquement.  Cherchons  à  déterminer 

le  second  foyer  F'.  Si  o  est  le  symétrique  de  F  par  rapport  à  A, 

çF'  coupe  A   au  point  de  contact  P  de  A.  Donc  l'angle  QF'o   est 

droit.  D'où  la  construction  qui  donne  les  deux  solutions  ¥',¥',. 

Un  point  F'  ne  donne  une  conique  réelle  que  si  son  abscisse  est 
comprise  entre  0  et  2a  ;  il  donne  une  hyperbole  si  l'abscisse  de  F' 
est  comprise  entre  a  et  2a,  une  ellipse  si  l'abscisse  est  comprise 
entre  0  et  a.  Ce  sont  des  résultats  immédiats  géométriquement  et 
qui  mènent  à  une  discussion  géométrique.  Nous  préférons  les  tra- 
duire autrement.   Sur  l'équation  (1)  on  voit  qu'une  conique   C  est 

réelle  si    '  "^  "  <  0,     c'est-à-dire  si  X  est  compris  entre    —  «    et  a  ;  elle  est  une  hyperbole  si  X  est 
) — a 

positif,  une  ellipse  si  ).  est  négatif. 

Nous  allons  discuter  la  réalité  et  le  genre  des  deux  coniques  C  tangentes  à  une  droite    A(u,v,iv) 

en  nous  servant  de  ces  conditions  pour  ).  et  de  l'équation  qui  donne  X 

\[a{u-  -+-  o')  -+■  2ujt']  -t-  2w{au  ■+-  w)  =  0. 


f(l)  =  X2(u>  +  «»)  • 

Nous  interpréterons  les  conditions  trouvées  pour  w,  v,  w  en  en  déduisant  les  régions  dans  lesquelles, 
suivant  les  cas,  sera  placé  le  point  U{x,  y)  projection  de  l'origine  sur  la  droite  A. 
Les  deux  racines  de  l'équation  en  X  sont  réelles  si  l'on  a 

[a(u-  -f-  V-)  -+■  2uw]-  —  Sw{au  -t-  w){u^  -+■  «')  ;?  0, 
c'est-à-dire  si  l'on  a 

(a  —  2x)'  -1-  8[ax  —  a;=  —  j/=)  >  0 

ou  enfin  si  le  point  M  est  à  l'intérieur  de  l'enveloppe  des  cercles  principaux. 

Remarquons  que  f\—a)  est  toujours  positif  ;  que  /"(a)  a  même  signe  que  (x  —  af~i-y'-\  que 
les  conditions  pour  que  —a  soit  inférieur  aux  deux  racines  et  que  -va  leur  soit  supérieur  s'écri- 
vent respectivement 

a-i-2T>0, 

3a  —  2x  >  0  ; 

et  qu'elles  sont  toujours  remplies  si  le  point  M  est  intérieur  à  l'enveloppe  des  cercles  principaux.  Donc, 

si  les  deux  racines  de  l'équation  en  X  sont  réelles,  elles  donnent  deux  coniques  réelles.  Voyons  leur 

genre.  Les  deux  coniques  sont  de  même  genre  si 

w{au  +  w)  >  0  ou  ax  —  x'-  —  i/'  <  0 

c'est-à-dire  si  le  point  M  est  extérieur  au  cercle  secondaire  de  l'ellipse  enveloppe  des  cercles  princi- 
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paux.  L'une  est  une  ellipse  ;  l'autre,  une  hyperbole  dans  le  cas 
conlraire. 

Dans  le  premier  cas,  elles  sont  toutes  deux  des  hyperboles 


a{u^ 


■  luw  <  0 
0; 


toutes  deux  des  ellipses  si 

2x— a<0. 
La  ligure  ci-contre  résume  la  discussion. 

4.  Si  le  cercle  orthoptique  d'une  conique  C  est  orthogonal  à 
un  cercle  donné  A,  cette  conique  satisfait  à  quatre  conditions  linéaires  langentielles  ;  donc,  les  cercles 
orthoptiques  forment  un  faisceau.  On  est  donc  immédiatement  ramené  au  cas  où  le  cercle  A  est  de 
rayon  nul. 

Si  le  cercle  orthopti([ue  passe  par  un  point  donné  i^,  comme  cette  condition  est  linéaire  par  rap- 
port aux  coefficients  tangentiels  de  la  conique  C,  elle  revient  à  dire  que  la  conique  C  est  tangente  à 
une  droite  a. 

Proposons-nous  connaissant  le  point  |jt  de  construire  ^. 

Les  coniques  admettant  le  point  F  pour  foyer,  ¥x  pour  axe  et  dont  le  cercle  orthoptique  passe 
par  ;i  forment  un  faisceau  tangentiel  dont  font  partie  : 

1°  Les  points  F  et  T  tels  que  F|jiT  soit  un  angle  droit; 

2"  La  parabole  de  foyer  F  et  de  directrice  ^ii'. 

La  droite  A  est  donc  l'une  des  tangentes  menées  de  T  à  la  parabole  du  faisceau.  On  l'obtient  en 

Pu' 

joignant  le  point  T  au  point  M  du  cercle  décrit  sur  PT  comme  diamètre  tel  que    FM'  =  -^• 

La  figure  nous  montre  en  plus  que  si  le  cercle  orthoptique  passe  par  le  point  [i,  le  cercle  principal 
passe  par  le  point  M.  Donc,  si  M  est  un  point  de  l'enveloppe  du 
cercle  principal,  le  point  jx  est  un  point  de  l'enveloppe  du  cercle 
orthoptique. 

On  peut  tirer  de  là  un  moyen  de  déduire  géométriquement 
l'enveloppe  des  cercles  orthoptiques  de  celle  des  cercles  principaux. 
Nous  n'insisterons  pas  et  nous  déterminerons  l'enveloppe  des 
cercles  orthoptiques  en  cherchant  leur  équation. 

Pour  cela,  remarquons  que  les  tangentes  menées  du  point 
(x,  y)  à  une  conique  C  satisfont  à  l'équation  (2)  et  à  l'équation  ux -\- vy  -+-  iv  =  0,  donc  leurs  direc- 
tions sont  données  par 

;2(m2  _|_  u2)  -f-  }.a{u-  -4-  V-)  —  2u(ux  -^  vy){a-\-l) -+-  2(i/.r-t-  l'i/)^  =  0  ; 
elles  sont  rectangulaires  si  Ton  a 

X-  4-  Xa  —  x(a  -(-  X)  -{-  x-  -^y-  —  0. 
C'est  l'équation  du  cercle  orthoptique  dont  l'enveloppe  est  l'ellipse 

(a  —  x)'-  =  4(a:^  -+y^  —  "•')• 
En  terminant,  nous  ferons  observer  que  les  remarques  géométriques  faites  dans  le  cours  de  cette 
solution   constituent  une  solution  complète  si  l'on  peut  obtenir  la  première  partie  du  problème  géomé- 
triquement. Or,  cette  première  partie  découle  du  théorème  suivant  : 

Soient  une  ellipse  ayant  pour  excentricité  -— ,  et  les  cercles  hitanqents  à  cette  ellipse  ayant  leurs  cen- 

v2 

très  sur   l'axe    focal.   On  considère  une  conique  admettant  comme  foyer  l'un   des  foyers  de  l'ellipse  et 
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comme  cercle  principal  l'un  de  ces  cercles  bitangenls  varinbles.  La  directrice  de  celle  conique  relative  à  son 

second  forjer  est  U7ie  droite  fixe. 

Ea  eiTel,  prenons  un  point  M  de  l'ellipse  donnée  et  menons  la  normale  en  ce  point  à  l'ellipse  ;  elle 

rencontre  l'axe  focal  de  l'ellipse  en  un  point  N.  Le  cercle 
de  centre  N  et  de  rayon  MN  est  un  des  cercles  bitan- 
gents  considérés.  Si  l'on  considère  la  conique  qui  admet 
ce  cercle  comme  cercle  principal  et  admet  comme  foyer 
le  loyer  F  de  l'ellipse  donnée,  la  demi-distance  focale  de 
cette  conique  est  FN  et  le  demi-axe  transverse  est  égal 
à  MN.  La  distance  du  point  F  à  la  directrice  de  cette  coni- 
que relative  à  son  second  foyer  est 

mn'  W  -+-  m" 

— —  ou 

FiN 


FN  +  . 


FN 


11  s'agit  en  somme  de  démontrer  que  cette  quantité  est 
constante. 

l'our  cela,  considérons  la  directrice  de  l'ellipse  relative  au  foyer  F.  Abaissons  la  perpendiculaire 
MP  sur  cette  directrice.  Soit  I  le  point  de  rencontre  de  la  tangente  en  M  avec  la  directrice.  On  sait  que 
le  segment  MI  est  vu  du  foyer  F  sous  un  angle  droit.  Donc,  le  cercle  décrit  sur  MI  comme  diamètre 
passe  par  F  ;  il  passe  aussi  par  P,  et  la  tangente  en  M  à  ce  cercle  n'est  autre  que  la  normale  MN  à 
l'ellipse. 

Dans  le  triangle  FMN.  menons  la  hauteur  FH.  Les  deux  triangles  rectangles  FHN  et  MPI  sont 
évidemment  semblables  ;  par  suite 


FN         FH 
MI    ~   MP' 

d'où 

FN.MP  =  FH.MI. 

Mais,  dans  le  triangle  rectangle  IFM, 

on  sait  que  l'on  a 

Donc, 

MF"  =  FH.MI. 

FN.MP  =  MF  . 

Mais  l'excentricité  de  l'ellipse  étant 

4='    onn     MP  =  MFv/î 
..,        FM 

Donc,  on  a  ce  premier  résultat 


FN  = 


v/2 


Cela  posé,  menons  dans  le  triangle  FMN  la  hauteur  NK,  puis  joignons  FP,  et  menons  FQ  per- 
pendiculaire à  MP  ;  enlin,  menons  dans  le  triangle  F.VIN  la  hauteur  MR.  L'angle  KMN  étant  égala 
l'angle  FPQ,  les  deux  triangles  KMN  et  QPF  sont  semblables  ;  par  suite 

MK  _    NK   _    NK^ 
"pq"  ~  "F(7  ""   MÎT' 
Mais,  dans  les  deux  triangles  rectangles  semblables  KFN  et  UFM,  on  a 

NK   _    FN    _     t 

MÎT  ~  "fm"  ~  ~Jf' 

Par  suite, 

MK   _    1 

Si  de  F  on  abaisse  la  perpendiculaire  FD  sur  la  directrice,  on  a    PQ  =  Fl>;    donc,  on  a  ce    second 
résultat 
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Cela  posé,  dans  le  triangle  FMN  on  a 

Nf'  =  FM'  -H  MN'  —  2FM  .MK, 


d'où 


Finalement, 


Le  théorème  est  établi 


FNV=  2FN'-f-MN'— ay^.FN.^- 


FN  -hMN" 


2FU. 
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1298.  —  Un  cylindre  circulaire  droit,  creux  et  1res  minci',  est  placé  sur  un  plan  incliné,  d' inclinaison  x  . 
l'axe  étant  horizontal.  Il  descend  en  roulant  sur  le  plan  incliné.  Calculer  son  accélération. 

Nous  pouvons  regarder  le  corps  solide,  formé  par  le  cylindre  tel  qu'il  est  donné,  comme  étant 
constitué  par  dos  couples  de  points  matériels  de  masses  égales  et  deux  à  deux  symétriques  par  rapport 
à  l'axe  du  cylindre.  Considérons  un  de  ces  couples  M  et  M'.  La  vitesse 
de  chacun  de  ces  points  est  la  résultante  de  deux  vitesses  :  la  vitesse  de 
translation  du  cylindre  le  long  du  plan  incliné  et  la  vitesse  de  rotation 
dans  le  roulement  du  cylindre.  Soit  v  la  vitesse  d'entraînement,  qui  est 
parallèle  à  CÂ  et  égale  à  la  vitesse  d'un  point  0  de  l'axe  du  cylindre  et 
soient  u  et  u'  les  vitesses  de  M  et  de  M'  dans  le  mouvement  de  rotation 
du  cylindre  autour  de  son  axe  ;  nous  avons  d'abord  u'  =  u  et  ces  deux 
vitesses  font  avec  c  les  angles  6  et  6  —  -;  par  conséquent,  en  appe- 
lant V  et  V  les  vitesses  vraies  des  points  M  et  M',  nous  avons 

V-  =  «^  +  u^  +  2uf  cos  0, 

V'^  =  v-  -H  M-  —  2îit>  cos  0,  ' 

et  ■  V^  +  V- =  2(y--t-M=). 

m(\'-  -+-  \"-) 


La  force  vive  du  couple  de  points  matériels  est  donc 


m(v 


■U-).    Or,  si  on  appelle 


do  l'angle  dont  tourne  le  cylindre  autour  de  son  axe  pendant  le  temps  dt,  le  chemin  décrit  par  chacun 
des  points  M  et  M'  pendant  ce  temps  est  Rdo,  R  étant  le  rayon  du  cylindre  ;  c'est  aussi  le  chemin 
décrit  par  le  point  de  contact  avec  CA  si  on  suppose  que  le  roulement  ait  lieu  sans  glissement  ;  c'est 


dt 


donc  aussi  le  déplacement  du  point  0  dans  le  même  temps  dt.  Par  conséquent,  on  a     o  = 

et  la  force  vive  du  couple  M,  M'  est  égale  à  2?nu-. 

D'autre  part,  le  travail  efl'ectué  par  les  points  de  M  et  de  M'  dans  une  descente  de  longueur  »■  le 
long  du  plan  incliné  est  égal  au  travail  du  poids  ip  —  •img  transporté  au  centre  de  gravité  0  du 
couple  ;  ce  travail  est  donc  égal  à  'imgs  sin  a.  En  appliquant  le  théorème  des  forces  vives  au  couple  de 
points  matériels,  on  a  donc  finalement 

2mv'-  =  2nijs  sin  i. 
Pour  un  autre  couple,  on  aura 

2m't)-  =  im'gs  sin  a, 
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et  ainsi  de  suite.  Si  donc  on  appelle  M  la  masse  du  cylindre  et  que  l'on  fasse  la  somme  de  toutes  les 

égalités  de  ce  genre,  on  aura 

Mî)-  =  Mgs  sin  a. 

La  vitesse  v  est  donc  donnée  par  la  formule 

V  =  \/gs  sin  a. 

Si  le  cj-lindre  glissait  sans  rouler  sur  le  plan  incliné,  on  aurait 

vi  =  \/2gs  sin  a  ; 

on  voit  donc  que  ?■  =  —zr . 

Un  cas  intéressant  est  le  cas  où  le  cylindre  supposé  toujours  creux,  très  mince,  est  terminé  par 
deux  tourillons  de  masse  négligeable  qui  roulent  sur  deux  plans  inclinés  situés  dans  le  prolongement 
l'an  de  l'autre. 

En  raisonnant  comme  plus  haut,  on  trouvera  encore 

Or,  si  on  appelle  i-  le  rayon  des  tourillons,  R  le  rayon  du  cylindre,  on  a  ici 


do 

r>    do 

R 

V  =  ; 

>'  -T-' 

u  —  R-r-i 

M  =   —  D  ; 

dl 

dt 

r 

r>2  \ 

la  force  vive  du  couple  de  points  matériels  est  alors    mv^i  1  -h — r-)     et  celle  du  cylindre  est 


R^\ 


D'autre  part,  le  travail  total  accompli  dans  la  descente  d'une  longueur  x  le  long  du  cylindre  est  toujours 

}igs  sin  a  ; 


'2gs  sin  a 


on  a  donc  cette  fois  v  =  ^   /  r^ 

Pour    r  =  R,     on  retrouve  l'expression  précédente.  Si  r  est  très  petit,  la  vitesse  v  est  très  faible  et 
le  cylindre  descend  très  lentement. 

{Extrail  de  la  Mécanique  de  ErnstMach.) 


CONCOURS  DE  1904  (mite) 


ÉCOLE   NATIONALE   SUPÉRIEURE   DES   MINES 
Mathémaliqucs. 

GÉOMérniK    AMAI-YTIQUE 

1350.  (iii  domu' un  Iriani^lc  rectangle  et  isoci'lc  OAB  dont  l'angle  droit  est  en  0.  On  considère  une 
conique  variable  C  clii'oiiscrile  à  ce  triangle  et  telle  que  su  normale  en  A,  que  sa  normale  en  B  et  sa  tangente 
en  f)  soii^nt  concourantes. 

I"  Trouver  et  construire  le  lieu  du  point  de  concours  des  normales  en  A  et  en  H.  —  2»  Vérifier  ipie  le  lieu 
du  pôle  de  la  droite  AB  par  rapport  à  la  conique  C  est  le  même  que  le  précédent  et  en  déduire  une  propriété 
géométrique  d(^  celui-ci. 

MÉCANIQUE 

1351.  —  l'n  point  parcourt  une  ellipse  avec  une  accélération  totale  parallèle  au  petit  axe. 
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Calculer  la  grandeur  de  cette  accélération  en  fonction  de  la  distance  au  grand  axe,  connaissant  la  vitesse  V 
que  possède  le  point  à  son  passage  à  l'extrémité  du  petit  axe. 

Physique. 

I.  —  Exposer  la  méthode  de  Gauss  pour  la  mesure  des  moments  magnétiques  et  expliquer  comment  ces 
expériences  permettent  de  démontrer  la  loi  des  attractions  et  des  répulsions. 

II.  —  1352.  On  fait  bouillir  de  l'eau  dans  un  récipient  autoclave  d'une  contenance  totale  de  11  litres;  à 
l'intérieur  se  trouve  un  tube  fermé  par  un  bout  et  contenant  une  masse  d'air  isolée  par  un  index  de  mercure  ; 
cet  air  est  donc  toujours  en  équilibre  de  température  et  de  pression  avec  le  liquide  ou  la  vapeur  ambiante  ;  le 
tube  est  gradué  en  parties  d'égal  volume.  Au  début,  à  0°,  sous  la  pression  atmosphérique,  l'air  occupe  42  divi- 
sions; à  la  lin  de  l'opéralion,  il  n'en  occiipe  plus  que  4,5.  On  demande  quelle  est  k  ce  moment  la  pression  et 
quelle  aura  été  la  chaleur  absorbée  par  la  masse  d'eau  en  supposant  qu'au  début  l'appareil  contint  10  litres 
d'eau  à  0°. 

Étudier  d'une  manière  générale  la  variation  du  volume  de  l'air  pendant  le  chauBage. 

Coefficient  de  dilatation  de  l'air    i  =  ôsîT' 

densité  de  la  vapeur  d'eau     =  0,5  ; 

chaleur  totale  de  vaporisation    Q  =  600-i-0,30(; 

la  relation  entre  la  température  d'ébullition  et  la  pression  étant    p  =  S-,     H  étant  égal  à  —- . 

On  négligera  la  dilatation  du  liquide  et  des  enveloppes  ainsi  que  le  volume  spécifique  de  l'eau  par  rapport 
à  celui  de  la  vapeur. 


ÉCOLE    NATIONALE  [DES  PONTS  ET  CHAUSSEES  (Cours  spéciaux) 

Analyse. 

1353.  —  Trouver  l'équation  d'une  courbe  C  telle  que  sa  normale  MN  reste  à  une  distance  constante  PQ 

(ou  a)  du  pied  P  de  son  ordonnée. 

Effectuer  la  rectification  de  cette  courbe. 

{Durée  :  4  heures.) 

Trigonométrie. 
Étant  donnés  trois  alignements  droits  AB,  AM  et  AC  issus  d'un  même  point  A  et 
faisant  entre  eux  des  angles 

BAM  =  3  =  43°46'3î" 
et  CAM  =  Y  =  31  °1''  8"- 

on  veut,  d'un  point  M  de  l'alignement  intermédiaire,  pris  à  une  distance 

AM  =  lOOra.Ool, 
mener  une  direction  BMC  qui  soit  partagée  en  deux  parties  égales  par  les  trois  aligne- 
ments   (BM  =  CM). 

Dans  ce  but,  on  évalue  la  distance  AB  qu'il  n'y  aura  plus  qu'à  chaîner  pour  obtenir 
e  point  B. 

Si  l'on  désigne  par  A,  B,  C  les  angles  du  triangle  ABC,  le  calcul  conduit  à  la  relation 
,     B  — C        ,     ?  — Y       ,  ,  A 

qui  permet  de  calculer  les  angles  B  et  C  dont  la  somme  est  déjà  connue. 

Au  moyen  de  l'angle  B,  le  triangle  ABM  donne  ensuite  immédiatement  la  dislance  AB. 

Cela  posé,  on  demande  : 

10  de  calculer  numériquement  la  distance  AB  en  se  servant  de  la  relation  (I); 

2°  d'établir  la  relation  (t).  ,„■„■. 

^  '  {Durée:  3  heures.) 

Mécanique. 

I    _  Un  poids  P  est  suspendu  à  l'extrémité  d'une  corde  permettant  de  le  faire  monter  ou  descendre  (au 

moyen  d'un  treuil,  par  exemple)  en  lui  imprimant  tel  mouvement  que  l'on  veut. 


CONCOURS  DE  1904 


La  corde  est  considérée  comme  parfaitement  flexible  et  inextensible  et  comme  ayant  une  masse  négligeable; 
on  fait  en  outre  abstraction  de  la  résistance  de  Tair. 

Quels  mouvements  faut-il  imprimer  au  poids  P  pour  que  la  tension  de  la  corde  reste  constante  et  égale, 
soit  au  double  du  poids  P, 
soit  au  poids  P, 
soit  à  la  moitié  du  poids  P. 
soit  k  zéro  ? 

II.  —  Une  barre   homogène  AB  de  poids  P  est  fixée,  par  ses  extrémités,  "a  deux  (ils  verticaux  de  masses 
négligeables,  parfaitement  flexibles  et  inextensibles,  passant  sur  deux  poulies  égales 

Q^_  de  masses  également  négligeables  et  supportant  un  même  poids  p. 

•  J  La  barre  AB  étant  maintenue  horizontale  dans  le  plan  vertical  des  centres  des 

deux  poulies,  on  l'abandonne  à  elle-même  sans  vitesse  initiale. 
Quel  mouvement  prend-elle  et  quelle  est  la  tension  des  fils? 

Nota.  —  On  ne  tiendra  pas  rompte  du  frottement  des  poulies  sur  leurs   axes  et  on    fera 
abstraction  ii-  la  résistance  de  l'air. 

[Durée  :  4  heures.] 
Croquis  et  dessin    de  machines. 

i"  p.\RTiE.  —  Croquis. 
(Teuille  l/S  grand  aigle,  quadrillée.) 
1°  Sur  une  première  feuille,  faire  au  crayon,  k  main  levée,  le  relevé  géométral  (plan,  élévation  et  coupe) 
de  l'un  des  objets  placés  dans  la  salle  d'examen. 

2"  Relever  ses  dimensions  (en  millimètres)  et  les  inscrire  sur  le  croquis. 
(On  accordera  l  h.  1/2  pour  retto  première  partie  du  travail,  après  quoi  le  modèle  en  relief  sera  retiré  de  la  salle.) 


B 


V 


2e  PARTIE.  —  Mise  .kv  net. 
(feuille  1/4  grand  aigle.) 
Sur  une  seconde  feuille,  mettre  au  net,  k  l'encre  de  Chine,  à  une  échelle  déterminée,  le  croquis  précédent. 
iNoTA.  —  L'échelle  est  laissée  à  l'arbitrairf  de  MM.  les  candidats,  elle  devra  être  choisie  assez  grande  pour  que  la  feuille 
soit  bien  remplie.  —  L'échelle  doit  être  dessini^e  dans  une  partie  libre  de  cette  feuille. 

(Durée  :  4  heures.) 

Épure  de  Géométrie  descriptive  (Plan  coté). 
L'n  saillant  de  fortification. 
On  demande  de  construire  le  saillant  d'un   ouvrage  de  fortification  établi  sur  un  plan  horizontal  à   la 

rote  14,00. 

1°  Les  trois  droites  AB,  BC,  CD  (fig.  1)  sont  dans  un 
même  plan  XY  dont  la  pente  est  1/10  ...  ;  CD  est  une  hori- 
zontale de  ce  plan  cotée  20.00.  Les  deux  droites  AB,  CD, 
prolongées,  forment  un  angle  de  70».  BG  est  perpendiculaire 
k  la  bissectrice  de  cet  angle. 

AB  =  CD  =  30  mètres, 
BG  =  2i  mètres. 
La  ligne  ABCD  se  nomme  :   Ligne  de  feu   ou  crête  inté- 
rieure. 

Les  trois  plans  KABF,  BFEC,  CEHD  représentent  3  plans 

inclinés  à-^»  passant  par  AB,  D(",  CD,  descendant  vers  l'exté- 
rieur de  B  en  V,  de    C  en  D,  qui  se  coupent  suivant  BF,  CE. 

KF  el  Eli  sont  parallèles  respectivement  k  X\i  et  CD  et 
distantes  de  ces  droites  de  8  mètres  (distance  comptée  hori- 
zontalement.! 

Par   KF   et   Eli   on  l'ail  passer  deux  plans  inclinés  k   — 

descendant  vers  l'extérieur,  et  on  les  limite  au  plan  horizon- 
tal 14.00;  la  droite  LM  représente  l'intersection  de  ces  deux 
plans;  on   a  pris  le  point  M    coté  10.00;  on    l'a  joint  aux 
points   E,  F,    de  manière  à  former   un    plan    EMF. 
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2°  Par  AB,  BC,CD,  on  mène  des  plans  inclinés  vers  l'intérieur,  à  la  pente     -p  1  on  construit  leurs  inter- 
sections avec  lin  plan  X'Y'  parallèle  au   plan   XY   et  situé  à  li",30  au-dessous  de  celui-ci  (distance  comptée  sur 
une  verticale).  Ces  intersections  sont  AiBi,  R|Ci,  CiDi. 

Le  plan  X'Y'  est  compris  entre  ces  droites  et  les  droites  NP,  PQ,  QR,  parallèles  à  AB,  BC,  CD,  et  distantes 
Horizontalement  de  6". 

Ce  plan  X'Y'  est  soutenu  au-dessous  du  plan  horizontal  14.00  par  des  talus  à  la  pente  1/2,  menés  par  les 
droites  iNP,  PQ,  QR. 

La  forme  du  massif  est  donc  représentée  par  le  profil  aSy^-^  (fi'J-  -)• 

On  le  supposera  limité  à  deux  plans  verticaux  menés  par  A  et  D  per- 
5  pendiculairement  à  AB  et  CD. 

fi      T^^^^p;^^  30  Une  traverse  (massif  de  terre  destiné  à  protéger  contre  des  coups 

^,^L^f^^^^___ '%.X  venant  de  certainesdirections  obliques)  est  placée  au  milieu  de  l'ouvrage. 

^^^     horizontale  =  iA,oo       -^-^-*^  Ce  massif  de  terre  est  terminé  à  sa  partie  supérieure  par  un  rectangle 

horizontal  STUV,  dont  la  cote  est  22m, 50  ; 
SU  =  18  mètres,  LV  =  3  mètres. 

Ce  rectanjde  est  placé  sur  la  bissectrice  de  l'angle  des  deux  droites  AB,  CD.  Les  grands  côtés  parallèles  à 
la  bissectrice  et  cquidistants  de  cette  droite. 

La  distance  horizontale  de  ST  à     BC  =  4  mètres. 

Pour  construire  les  talus  qui  soutiennent  ce  rectangle,  il  faut  mener,  parles  4  côtés,  des  plans  inclines  à  —, 

et  chercher  leurs  intersections  avec  tous  les  autres  plans  du  massif. 

4°  Une  rampe  inclinée  à  1/4  ayant  2  mètres  de  largeur,  monte  intérieurement  du  plan  coté  14.00  au  phin 
X'Y';  elle  est  appuyée  d'un  côté  à  la  traverse,  et  vient  aboutir  au  point  011  le  talus  de  cette  traverse  rencontre 
la  droite  PQ;  elle  est  soutenue  de  l'autre  côté  par  un  talus  à  1/2. 

Dans  le  cas  où  la  traverse  serait  trop  courte  pour  que  la  rampe  pût  y  être  entièrement  appuyée,  la  partie 
excédante  serait  soutenue  par  un  talus  de  chaque  côté. 

L'échelle  du  dessin  sera  de  -^j^  (0m,005  pour  un  mètre). 

On  la  tracera  et  on  la  cotera  comme  ci-dessous  ; 

déc.  Illlll        I        I        I        I        I        I        I L_ 


pour 


0    I    2    3   4   5   6   7   8   9   10   11   12   13   14   15   16   17   18   19   20 

Exécution.  —Toutes  les  lignes  qui  limitent  les  différents  plans  du  massif  seront  faites  en  traits  pleins, 
noirs.  La  ligne  de  feu  ABCD  sera  tenue  un  peu  plus  grosse  que  les  autres.  Il  n'y  a  pas  de  parties  cachées. 

S'il  arrive  que  les  droites  d'intersection  se  trouvent  déterminées  par  des  points  situés  en  dehors  de  leur 
partie  utile,  il  faut  tracer  les  prolongements  en  traits  mixtes. 

On  tracera  sur  tout  le  massif  les  horizontales  de  mètre  en  mètre.  Ces  lignes  seront  en  pointillé  qu'on  devra 
faire  très  fin  ou  en  bleu. 

Les  cotes  seront  toutes  écrites  en  noir;  les  cotes  des  points  isolés,  sommets,  points  d'intersection,  parallè- 
lement au  côté  inférieur  du  cadre,  les  cotes  des  horizontales,  parallèle.ment  aux  horizontales,  en  chififres  plus 
petits  et  plus  fins.  Tous  ces  chiffres  doivent  être  dessinés.  On  doit  mettre  assez  de  cotes  pour  que  l'on  puisse 
facilement  suivre  les  horizontales  et  trouver  rapidement  la  rote  d'un  point  non  coté. 

Un  tracera  les  échelles  de  pente  des  plans  XY  et  X'Y',  en  Meii,  par  deux  traits  inégaux  et  rapprochés.  Ces 
échelles  seront  graduées  et  les  cotes  inscrites  en  bleu  parallèlement  aux  horizontales. 

Les  constructions  seront  faites,  comme  toujours,  en  carmin  ;  les  cotes  qu'il  sera  nécessaire  d'inscrire,  pour 
rendre  ces  constructions  compréhensibles,  seront  écrites  en  carmin.  On  devra  passer  ii  l'encre  les  constructions 
faites  pour  déterminer  les  plans  dont  se  compose  le  massif. 


ÉCOLE  SUPÉRIEURE    DES  POSTES  ET  TÉLÉGRAPHES   (2'  Section) 
Maihématiqties. 
I.  —  Élant  donnée  une  équation  dift'érentielle  linéaire  sans  second  membre 
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où  A,,  A2,  . . .,  An  sont  des  fonctions  de  la  variable  indt'pcndante  x,  soient  yi,  1/2,  . . .,  y,,  des  intégrales  parti- 
culières de  cette  équation. 

1°  Qu'appelle-t-on  intégrales  linéairement  distinctes? 

2"  Comment  peiit-on  obtenir  l'intégrale  générale  de  l'équation  (1)  connaissant  n  intégrales  distinctes? 

30  Comment  peut-on  simplifier  l'intégration  connaissant  q  intégrales  seulement    (9  <n)? 

4"  Comment  peut-on  obtenir  l'intégrale  générale  de  l'équation  (2)  avec  un  second  membre 

(2)  -^  +A,  ^-^...^-A„_,^+A„v  =  o(»), 

connaissant  l'intégrale  générale  de  l'équation  (1)  sans  second  membre  ? 

H.  —  On  demande  une  fonction  :  =f\x,y)  des  deux  variables  x  el  y  satisfaisant  à  l'équation  aux  déri- 
vées partielles 

x:    ■r^+ y;  -^  -hx^-  +  y^- —  0 
dx  du 

et  se  réduisant  identiquement  à  zéro  quand  on  remplace  y  par  x-, 

(4  juillet  1904.) 

Mécanique. 

I.  —  Percussion.  Théorèmes  généraux.  Théorème  de  Carnot. 

II.  —  l'n  disque  homogène  infiniment  mince,  de  forme  circulaire,  est  placé  dans  un  plan  vertical  et  sup- 
porté par  un  droite  horizontale  sur  laquelle  il  peut  rouler.  On  fixe  en  un  point  de  sa  circonférence  une  masse 
additionnelle  de  dimensions  négligeables,  puis  on  abandonne  le  système  sans  vitesse  initiale  à  l'action  de  la 
pesanteur. 

Trouver  l'équation  différentielle  du  mouvement. 

Examiner  en  particulier  le  cas  où  la  masse  additionnelle  se  trouve,  à  l'instant  initial,  très  près  du  point  de 
contact  du  disque  avec  la  droite  ;  montrer  que  le  mouvement  est  alors  périodique  et  calculer  la  longueur  du 
pendule  simple  possédant  la  même  période. 

(ôjuiUel.) 
Physique. 

I.  —  Interférence  entre  les  ondes  incidentes  et  les  ondes  réfléchies  normalement  par  une  paroi.  Recherche 
expérimentale  des  ventres  et  des  nœuds  dans  le  cas  des  ondes  sonores  ou  lumineuses. 

II.  —  Action  calorifique  des  courants.  Loi  de  Joule.  Un  fil  nu  de  longueur  l,  de  diamètre  2rf  et  de  résisti- 
vité  0  est  traversé  par  un  courant  d'intensité  I  qui  l'échauffé  ;  la  chaleur  rayonnée  par  seconde  étant  d'autre  part 
supposée  égale  au  produit  de  la  conductibilité  extérieure  /*  par  sa  surface  et  par  l'excès  0  de  sa  température 
sur  la  température  de  l'air,  on  demande  : 

io  de  calculer  la  température  à  laquelle  sera  porté  le  fil  par  le  passage  du  courant  ; 

2«  d'écrire  la  formule  qui  fait  connaître  l'intensité  du  courant  qui  détermine  la  fusion  du  fil. 

(6  juillet,  de  9  h.  (i  li  h.) 
Chimie. 

I.  —  Aluminium  métallique  (préparation  et  propriétés). 

II.  —  On  brûle  du  sulfure  de  zinc  ZnS  dans  un  excès  d'air,  de  façon  que  tout  le  soufre  passe  à  l'état  de  gaz 
sulfureux.  Quel  est  le  volume  d'air  sec  nécessaire  à  la  combustion  d'une  molécule  de  sulfure  de  zinc  (ZnS  64  H- 32) 
(température  et  pression  normales). 

[6  juillet,  de  S  h.  à  4  h.) 
Dessin. 

Commutateur-paratonnerre.  1°  Croquis  à  main  levée.  2°  Dessin  avec  les  instruments. 

(7  juillet,  de  8    .  à  11  k.) 
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1354.  —  iJétemiiner  un  polynôme  du  troisième  degré  qui  passe  par  un  minimum  pour    x  =.  1,    par   uu 
maximum  pour    x  =  2.     Il  y  a  une  infinité  de  solutions. 

Montrer  que  les  trois  racines  de  ces  polynômes  sont  fixées  quand  on  connaît  l'une  d'elles. 
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Déterminer  l'un  d'eux  parla  condition  qu'il  s'annule  pour    x  —  i    et  qu'il  soit  égal   à   28  pour    x  —  2. 
Étudier  les  variations  de  ce  polynôme. 

1355.  —  Enveloppe  des  coniques  qui  passent  par  trois  points  fixes   A,  B,  C,   et  qui  sont  semblables  à  une 
conique  donnée. 

L.    BlCKART. 


DEUXIÈME   PARTIE 
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1280.  —  Soient  MM'  et  MiM|  deux  diamètres  conjvgués  variables  d'une  ellipse.  La  tangente  en  M 
rencontre  les  normales  en  Mi  et  Ml  aux  points  P  et  Q. 

1°  Chacune  des  courbes  lieux  de  P  et  Q  est  une  sextique.  Construire  ces  courbes. 
2°  Le  lieu  du  milieu  de  PQ  est  une  kreuzcurve. 

L'ellipse  donnée  étant  rapportée  à  ses  axes,  désignons  par  o  l'anomalie  excentri(jue  du  point  M  et 

par    tf-t-— ■     celle  du  point  Mi.  La  tangente  au  point  M  a  pour  équation 

y .; 

—  uus  i./  -t- 
« 

et  la  normale  au  point  Mi 


cos  o  -h  -7-  sin  o  —  1  =0, 
0 


ax  bu  „       „ 

sin  o        cos  o 

1.  Les  coordonnées  du  point  P  commun  à  ces  droites  sont  alors 

—  a(h'-  -h  c-  sin  9  cos  o)  b(a^  +  c-  sin  o  cos  o) 

(i)  X  =  ^ ; -,  y  =  — ^-^ — ■ ^• 

^  '  c-cos  (f-  c^smi 

o                                                   1  — «-        .                2<  ,  ., 

Posons    ts—  = ',     nous  avons    cos  o  = -; -)     sms  =  - — ,     et  par  suite 

o    2  •  1  _[-  ;i  ■  l  ^  l- 

_  —  a[6^-(l-K^)3  +  2c^<(t-<^)]  ^   ^   6[a'(l  +  <^)^-i-2c^?(l-P)]  . 

"^  ~  c%i—t')  '  ^~  2c-/(i-4-r-) 

en  réduisant  ces  deux  fractions  au  même  dénominateur    2c-/(l  —  <*),     on  voit  que  le  lieu  du  point  P 
est  une  courbe  unicursale  du  sixième  degré. 

Pour  construire  cette  courbe,  nous  nous  servirons  des  équations  (1)  où  nous  ferons  varier  ç.  de  0  à  2  -. 
Mais  en  changeant  <?  en    1^-1-0,     x  et  ;/  changent  tous  deux  de  signe;  donc  la  courbe  est  symé- 
trique par  rapport  à  l'origine.  Il  suffira  alors  de  faire  varier  o  de  0  à  -,  et  de  prendre  la  symétrique  de 
la  portion  de  courbe  obtenue  par  rapport  k  l'origine  0. 

Étudions  d'abord  les  variations  de  x;  en  prenant  la  dérivée  de  x  par  rapport  à  o  nous  avons 
dx  «(6- sin  OH- c-cos' 9) 

df   ~~  c^  cos-  ç 

et  cette  dérivée  est  de  signe  contraire  à  celui  de  la  quantité    A  =  i-  sin  o  +  c-  cos^  o. 

Quand  o  varie  de  0  à  -^.    A  est  toujours  positif;  quand  9  croit  de  -^  à  -,    sin  =  et  cos  o  vont  en 

diminuant,  et  comme  pour    o  =  —    et    o  =  it     les  valeurs  de  A  sont  de  signes  contraires,  on  voit 
'  •        2  ' 

que  A  s'annule  pour  une  valeur  91  comprise  entre  -3-  et  -. 
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Remarquons  en  outre  que  x  est  discontinue  pour    9  =  -^'     et  nous  pouvons  indiquer  comme  il 
suit  les  variations  de  x 


? 

0 

J~'^ 

X 

ab' 

décroit 

X 

i-^" 

Çi 

T. 

-T-   X 

décroit 

mi  II. 

croît 

a6- 

Nous  avons  également 


b{a-  cos  ç  H-  c-  sin^  o) 
c-  sin-  o 


et  nous  en  déduisons  les  variations  de  y 


? 

0 

2 

Oo 

T 

y 

+  00 

décroit 

c2 

décroit 

mi». 

croît 

-t-w 

Çî  désignant  la  racine  comprise  entre  -^  et  '-  de  la  fonction    B  =  a-  cos  o  +  c-  sin^  ». 

Il  est  aisé  de  voir  que  o^  est  plus  petit  que  0,.  En  effet,  nous  avons  par  hypothèse 
A(çi)  =  b'  sin  oi  ■+-  c-  cos^  »,  =  0, 

nous  en  tirons    sin  oi  = r-cos'o,,     par  suite 


B(?. 


B(çi)  =  cosçij  «-— --cos=9i  I' 


y 


0 


Comme     cos?,  est  négatif,  on  voit  que  B(ç,,)  est  négatif,  ce  qui  montre  que  9,  est  compris  entre  o; 

et  T.. 

Des  deux  tableaux  précédents  on  déduit  la  forme  de 
la  courbe,  et  on  achève  par  symétrie  par  rapport  au 
point  0. 

Remarquons  que  1/  reste  toujours  positif,  car  son 
numérateur  a- -1- c- sin  <?  cos  »  est  positif  quel  que 
soit  9. 

Au  contraire,  il  peularriver  que  x  s'annule.  Kn  ell'et, le 

numcrateurdc  ,r  s'écrit  i- H-  —  sin2o,     il  s'annule  pour 

sin^?  = — - — .      et  cette   équation  a  des   racines   si 

c- 

c-^lb'^     ou     a'>36-.     Dans  ce  cas,  le  iniiiiinum  de  X 
est  négatif  et  la  branche  de  courbe  (C)  renconlie  Oij  en  deux  points. 

Cherchons  maintenant  le  lieu  du  point  Q.  Les  coordonnées  de  ce  point  vériliont  d'abord  léquation 

■^ ^'"  • 1  =0,     puis  celle  de  la  normale  au  point    M',, 

0 


de  la  tangente  au  point   M,      

-^ ) ï c-  —  0     (elle  est  symétrique  de  la  norinale  eu    M,    par  rapport  à  l'origine).  Il  résulte 

sin»        costp 

de  là  que  les  coordonnées  du  point  Q  sont 
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—  «(6^ 


c-  sin  t»  cos  o] 


b{ar  —  c-  sin  o  cos  < 


Or,  si  on  change  o  en    — o,     a-,  se  change  en  a;  et  y,  en     — i/,      par  suite  le  point  Q  décrit  une 
courbe  symétrique  par  rappoit  à  Ox  de  la  courbe  décrite  par  le  point  P. 


2.  Le  milieu  de  PQ  a  pour  coordonnées 

—  ah"- 


ba- 


y 


elle  admet  quatre  asymptotes  :    x  =  zt  — —,    y  = 


c'  cos  'f  c  ■  sm  o 

pour  avoir  le  lieu  de  ce  point  nous  tirons  de  ces  équations 

cos  o  ^ — ,  sm  o  =  j 

c'-x  '        c'hj 

etnous  écrivons  que    cos- o -t- sin^  o  =  I .  Nous  obtenons  ainsi 

a'b'        b^a' 

c^x^         c*y- 
ou  àx-y-  —  a-b-(a-x-  -+-  b'-y)  =  t)  ; 

cette  équation  représente  une  courbe  du  quatrième  degré  symé- 
trique par  rapport  aux  deux  axes.  Il  est  aisé  de  la  construire  en 
résolvantson  équation  soit  par  rapporta  y',  soit  par  rapporta  x'; 
ab-  bfi- 


C'est  une  Kreuzcurve . 

R.  BOUVAIST  et  J.  HAAG. 


1281 .  —  La  distance  d'un  point  M  d'une  ellipse  au  point  de  Frégier  correspondant  est  dans  un  rap- 
port constant  avec  la  longueur  du  diamètre  conjugué  à  celui  qui  passe  par  M. 


Prenons  pour  axes  les  axes  de  l'ellipse  et  désignons  par 


y- 


=  ^    l'équation  de  cette  ligne, 


par  a  cos  ?  et  é  sin  <f  les  coordonnées  du  point  M.  Le  point  de  Frégier  correspondant  est  évidemment 
sur  la  normale  en  M  et  sur  l'une  quelconque  des  cordes  vues  du  point  M  sous  un  angle  droit,  par 
exemple  sur  celle  qui  joint  les  extrémités  des  parallèles  aux  axes  menées  par  le  point  M. 

.1-  —  a  cos  o         V  —  6  sin  o 
La  normale  a  pour  équation    —  = : ^■ 


Les  extrémités    des    cordes  parallèles   aux    axes  ont  pour  coordonnées    (a  cos  ç.,  —  b  sin  o)    et 
( —  a  cos  o,  b  sin  o).     La  droite  qui  les  joint  a  pour  équation 

=  0. 


a  cos  o  b  sin 

Pour  avoir  son  point  de  rencontre  avec  la  normale,  il  suffit  de  désigner  par  X  la  valeur  commune 
des  rapports  qui  y  ligurent  et  de  porter  les  valeurs  ainsi  obtenues  pour  x  et  y  dans  la  seconde  équa- 
tion. On  trouve  ainsi 

cos  o  ,     .  ,    sin  o 


a  cos  9 


6  sin  Ci  ■ 


b  sin 


0, 


[-^^-f)- 


^0, 


—  2-f-6^ 
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On  a  donc  ainsi  immédiatement  les  coordonnées  du  point  de  Frégier 
ac-  cos  ç  bc^  sin  o 

"-'  "=     a^  +  A2   '  y  =  ~    a'-^b^   ' 

et  la  distance  de  ce  point  au  point  M  ; 

.,/  ces-  9        sin-  o 
'-  =  '\-^^-^ 

p2  =      ^       (a-  sin-  !p-i-  6-  cos2  ç}. 

Or    a^  sin-  tp  -h  6-  cos'  ?     est  le  carré  de  la  longueur    ^  du  demi-diamètre  conjugué  de  celui  qui 
aboutit  au  point  M.  On  a  donc  bien 

À2|32 

0  I  X  I  2a6 

par  suite,  -^  —  — r—  =  — ,  ,    ,,  • 

Quant  au  lieu  du  point  de  Frégier,  il  s'obtient  immédiatement  en  éliminant  cos  o  et  sin  »  entre  les 
deux  équations  qui  donnent  les  coordonnées  de  ce  point.  Ce  lieu  est  une  ellipse  semblable  à  l'ellipse 

proposée  : 

X-         y-   _  C 

1F'^'¥  ~    (a'^-i-b^)'  ' 

.1.  HAAGet  R.  BOUVAIST. 
Bonnes  solutions  :  MM.  G.  Desnoes  (Espagne);  Amblard,  conducteur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Ruines;  Frizac. 
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ECOLE  CENTRALE  (1904;. 

Arithmétique  (M.  Comuetik). 

2677.  —  Reste  de  la  division  par  9  de  72U  ?  ;  de  son  carré,  de  son  cube,  de  sa  (luatricnie  puissance  ?.  —  Kcste  de  la 
division  par  9  de  7214""  ? 

2678.  —  Reste  de  la  division  par  11  de  3748  ;  de  3748''"? 

2679.  —  Si  a  est  un  nombre  l'utier,  le  nombre    N  =  a"*'  —  a"    est  toujours  divisible  par  10. 

2680.  —  Si  un  nombre  a  est  premier  avec  un  autre  nombre  6,  il  est  aussi  premier  avec  b'. 

2681.  —  Si  im  nombre  est  divisible  par  3,  5  et  8,  il  est  divisible  par  leur  produit. 

2682.  —  Un  nomlire  divisible  par  15  et  par  16  est  divisible  par  leur  produit.  Si  un  nombre  A  est  divisible  par  plusieurs 
nombres  premiers  entre  eux,  est-il  divisible  par  leur  produit  .'  —  Quel  est  le  plus  petit  multiple  commun  à  plusieurs  nombres 
premiers  entre  en\  deu.\  à  deux  ? 

2683.  —  Trouver  le  produit  des  diviseurs  du  nombre  N  =  2'..)'. 7. 

2684.  —  Condiliou  poui'  (|u'ime  fraction  ordinaire  soil  réductible  en  une  traction  décimale  exacte. 

0,:i7.-;       ,         1 

2685.  —  Calculer  le  (|Uolient     —r-—-     a     — — -  près. 

l'2yô  lu 

1  1 

2686.  —  Calculer     vG>     à     j^  près  par  défaut,     (y/a,'     à     -^^  prés. 

1  •::  0,275        0,581         2.71 

2687.  -  Calculer  à     __   près  les  quotients    ^^.     -^.     ^^.     -^  • 

2688.  —  Calculer  à     -— -  près  :     — >     /w,     'y/H. 

100  e 


1  ,  1T'         v/t:  t/r. 


2,715 
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2690.  —  Résolution  du  système 


au  moyen  des  déterminants. 

2691.  —  Résoudre  les  systèmes. 


Algèbre  :.\I.  Coubette). 

ax  -t- by  -^  CZ  =  d. 
a'x  +  b'y  +  c'z  =  a', 
a"x  -+-  b"y  -H  c"z  =  d" 


ar— i/^3:  =  l,  j  3x  — 2î/-+-3  =  1, 

3x— 2(/  — 3  =  2,  3x -^  3)/ — -23  =  4, 

01  +  1/  —  2;  =  5  :  !  2x  —  3l/  —  3;  =  3. 

2692.  — Résoudre  le  système 

3ii;  — 2!/-+-3  =  .% 
x-t-j/  — 33=2, 
?x-h3;/— 3  =  3. 
Substituer  les  valeurs  trouvées  pour  x,  y.  z  dans  l'expression 

«  =  3  j-  +  21/  +  4;  —  1 . 
Le  résultat  peut-il  s'exprimer  au  moyen  des  déterminants  '? 

2693.  —  f.liminer  x  et  y  entre  les  trois  équations 

ox-l-fti/  -+-C  =  0, 
a'x-hb'y^-c'^  0, 
a'x  — fc'(/— c'  =  0.' 
S694.  —  Conditions  pour  que  le  polynôme    ax' -h  2bxy -^  cy- ^  2dx  +iey-\-  f   soit  un  carré  parfait.  —  Uu'arrive-t-il 
dans  ce  cas  au  déterminant 

a         b         d 
b         c  e 

d         e  f 

2695.  —  On  a  les  cinq  lettres  a,  b,  c,  d,  e;  on  veut  former  avec  ces  cinq  lettres  tous  les  ternies  de  la  forme  a'b'c'.  — 
Combien  doit-on  prendre  de  ces  termes  ? 

2696.  —  Comment  trouve-t-on  le  nombre  des  permutations  de  m  lettres?  Soient  m  lettres  a,,  a-.,  a^,  . . .  a„:  si  dans  une 
permutation  de  ces  m  lettres  on  échange  deux  éléments,  la  permutation  change  de  classe. 

2697 .  —  Développer    (a  +  b-hCf.  —  Trouver  le  terme  en  a'c'-. 

2698.  —  Développer    (a  -f-  6  -4-  c)'.  —  Terme  en  a-6c'.  —  Nombre  des  termes  du  développement. 

2699.  — Développer    (a  ^  ((-"-c-^  d>">.  —  Terme  en  a-b'c'.  — Nombre  des  termes  du  développement. 

2700.  —  Somme  des  carrés  des  n  premiers  nombres  entiers. 

2701.  —  ^(x,  f/i  étant  un  polynôme   entier  du  3'-  degré,  développer    f{x-t-li,    y -f- A)    suivant  les  puissances  crois- 
santes de  A  et  k. 

2702.  —  Étudier  la  série    In , 1- u  ...  _i.. .   ... 

2703.  —  Ktudier  les  séries 


l-^- 

1 

3' 

-^^ 

1 

^"04.  —  Si  dans  une  série  à  termes  positifs,  le  produit  »«„  tend  vers  une  limite,  non  nulle,  la  série  est  divergente. 
Application  aux  séries 


2n  +  l 
Étudier  les  séries 


— ; — TT-    En  faire  la  somme  en  posant 

n(n  -I-  l)(n  -+-  2)  ' 

1  A  B 


n(n-HlHn-^2)         n(n-(-l)         |H^j)(n_o) 

2/07.  -La  série    i  ^ -^  tg  — -h  —  tg  —  -! u__tg-_-^...    est-elle  convergente  : 

2708.  —  On  considère  une  série  .t  termes  positifs  convergente 

«0,   Ml,  «:..  .    ,11. 
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et  la  série 

floMo,  (IfM:.   OiU:,   ..  .   a„M„ 

dont  les  termes  sont  quelconques,  mais  tels  que  la  \aleur  absolue  de  o„  reste  inférieure  à  un  nombre  fixe   A.  Montrer  que 
cette  série  est  convergente. 

2709.  —  Développer  5^  suivant  les  puissances  croissantes  de  x.  Vers  quelle  limite  tend  l'expression  —  quand  x  croit 
indéfiniment?  —  quand  x  tend  vers  0? 

2710.  —  Effectuer  le  quotient  des  deux  logaiithmes     ^r^ 

2,36842 

271 1 .  —  Pendant  20  ans,  on  place  2000  fr.  à  la  fin  de  chaque  année.  Quelle  somme  obtient-on  au  bout  de  20  ans,  l'intérêt 
étant  à  i" ;o  l'an  ? 

2712.  —  On    place  38000  fr.  à   intérêts  composés  pendant  5  ans  3  mois  et  10  jours  au   taux  3,5  »/o.  Quelle  somme 
obtient-on  ? 

2713.  —  A  quelle  condition  le  quotient    est-il  entier  ?    Vers   quelle    limite  tend   l'expression  précédente 

quand  x  tend  vers  a  ? 

2714.  —  Limite  pour    x  :=  0    des  expressions  suivantes  : 

sinox  — tgSx  sina;  —  teSic  sin' 5x  —  tg=  Sa;  te-3x  — sin'Sr  ,    „  ,„.„,,  ,.      »   „  ,„,,„i, 

sin  6x  cos5a;.tg4a;  sinCx.  tgij  tgSx.  sin-ix 

1  2 

/  1  +  sinx  \î  /  1  -+-sin2x  \î  ,       .     ?  ,        .1  ,       ,  ,J; 

I  •  I  ■  (cos  ox)  -r,  (cos  /x)  I,  (cos  3x)  ''. 

\      cos  X     J  \      cos  3x      / 

32        Lx 

2715.  —  Limite  pour  x   infini  de     — >     • 

X  X 

2716.  —  Limite  de  x^  quand  x  tend  vers  0  par  valeurs  positives. 

2717.  —  Limite  de    '/p    pour  p  infini. 

2718.  —  Dérivées  des  fonctions  suivantes  : 

y  =  3TC  sin  8x*,  y  =  sin^  ox-,  y  =  Vtg'a;S  y  =  V?"— cos'xS  y  =  V3  ces'  x',  y  =  v'cosSx', 

y  =  Varc  sin  3x',  !/ =  tg' Ix' X '/ox*,  y  =  cos'ia^xV,  y  =  a'^.cos'lx',  ^  —  swxsinix, 

y  =3*^.  cos' x',  !/ =  tg'ôxxZ'^'.  y  =  tg'5x=  x4"',  j/ =  S'^^.arc  sin  Sx",  j/ =  3'^' X  arc  tg x*, 

V  =  arc  tg  5x' X  3^'.  1/ =  arc  sin  x^  x  ô»'"*^,  y  =  v/cosx.L(3sin'x  +  2).         y  =  Veosx'.L(4x= -1- 1). 

8  arc  tg  Ix^  a^- 

"  ~  x^         '  ^~  y/côstx*' 

2719.  —  Dérivée  d'ordre  «  des  fonctions  suivantes  : 

3  m  ■2x  2x  —  1  x' 

y  =  -rz — S'       ;/=„,,„•        y- 


"ix  —  2  px+q  X-  —  4  x'  —  9  x=  —  5x  +  6 

2720.  —  fiT.  y)  étant  une  fonction  entière,  montrer  que  l'on  a 

f^j  =  nir. 

2721.  —  Montrer  que  pour  une  fonction  homogène  et  du  second  degré  /"(x.  y),  on  a  : 

hn  +  kf:j-xf;,  +  yfi 

2722.  —  Dérivée  première  et  dérivée  seconde  de  la  fonction  y  Ae  x  définie  par  l'équation    f\i,  y)  =  0.     Qu'arrive-t-il 
quand    /i  =  0    et    /'^  =  0  ? 

2723.  —  Calculer  y'^  sachant  que  l'on  a 

3x  sin'i/  —  iy  tg'  x  -^  1  =0. 

2724.  —  Même  question,  y  étant  définie  en  fonction  de  x  par  l'équation 

e^"  —  sin^  Zy—i  —  (s. 

2725.  —  On  donne  les  deux  équations    f(x,  y,  z)  =  0,    g(x,  y,  z)  =  0.     En  déduire  les  dérivées  de  y  et  dr  :  par  rap- 
port à  X. 

2726.  —  On  donne  les  é(|uations    ({x,  t)  —  0,    g{y,  t]  =  0.     On  définit  ainsi  une  fonction  y  de  x.  dont  on  dcmandi'  la 
dérivée. 

2727.  —  Dérivées  des  fonctions  suivantes  : 

;/  =  x',  !/=|l-l-— ),  j/=  (sinx)---o.x,  j,_(3^_,)ir^  y  =  (Sx  4- 1  )''*•,  y  =  (x« -I- l)"*, 

»  ^  ax*— I)''",        1/  =  (x»— 5)^-',       ,(/=  (7a;'— 1  )"'*',       y  =  (sin  Sx)»^,       y  =  (3x'  —  l  )""*',       y  =  (3x' -1- J  )«>••' 
V  =  (3x'  _  4)»>"«^,  !/  =  (3  cos»  X  — 2)»i"'^*'. 

2728.  —  Primitives  des  fonctions  suivantes  : 

.    _         J—  <  ,  _   3x  —  I  .  _       3j'  ■  _     ^~^  ._       ^^'  3x  — 1 

x'-5x-+-6'  "~x'-*'  "-(x-i,»'  y  =   (x-hl)''  "  ~   (x-l-1)''  ""x»-!-*' 
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y  —  , ,.  ,  , ,.  '        y'  =  ,„.,.,■        y'  =  ,  .  ,  ,,..  ■        y  =  ,,,  ,  :.,.  •        y'  =  ,^3_^^n'       " 


4)=  ''  (x^'  +  d)»  '^  (x=  +  l)-  ■'  {X^-t-2)°-  '  (x'  +  œ)»  x'— 1 

7.r'  —  1  Sx-  ix'  ,  sin  a;  ,  2a;  +  3 


{x  —  i}^i--hi)  "         v'8j;^  — 1  k/3^^5i'  v'S  — Dcosx  y/Sx» -+- 8 

3x  Sx  2x  ,  3x=  ,  3x=  ,  5x= 

y  =   , — ,='       ;/=,.=-'       V  = -r===='      y  =   ,- — ,=:•       y  —   ,r. — =t'       y 


</»  —  3x'  ■^■ix-  —  2  v/5^'  —  1  v'5  —  8x«  v'.j  —  4x«  y'I  +  3x« 


,  5x*  3x=  7x^  cos  X  ,  3  cos  x  ,  4  sin  x 


*/3^ 

•5l' 

y' 

3x' 

v/5^ 

8x« 



cosx 

v'4x«— 1  y/Sx'— 1  v'^x"— 2  v^Ssin-x  — 1         '  v^5  sin^  X  —  4  v''3cos=x  — 2' 

5  sin  X  Sx''  1  .   ,  ,         .   ,  ,         . 

y  =  .  H  =  .  w  =  .  I,'  =  sin-x,  î/  =  sin^'x.  y  =  sm^xcos'x, 

v'i  +  Scos^x  s/P^Tl  ^         xLx  ■' 

î/' =  sin=  x  cos' X,  î/' =  sin3x.siii(  2x '^y  ?/' =  sin(  2x  —  YJ-si"!  3x  —  —  j- 

j/'  =     .   ,,     ,  y'  =  tg='  X,  y'  =  tg'  X. 

SlIi'X 

2729.  —  Intégrer  l'équation    y"  =  y. 

2730.  —  Variations  des  fonctions 


1 
sinx 


x=  — 4 

x--t-l 

^-X3-l' 

x=-i-2 

y 

X  — 1 

0-  x^  +  i' 
x'  —  X 
x=-i 

X-  -i 

x'  —  2 

x>  — 1 

•"^   x^  +  l' 

3  sin^  X  —  3 

Il  =  

sin^  X  +  2 

^       x-'-l' 
x'  —  1 

^  ~   x^  +  1  ' 
2x» 
^=x=-4- 

^     x'  +  r 

x^  — 1 

^  ^  x^  -h  8  ' 

'■>-  x'--l' 

^        4x^-1 

2731.  —  Maxima  et  rainima  de  la  fonction 

y  =;  sin^  X.  cos'X. 

2732.  —  Étant  ilonnée  la  fonction  implicite  déflnie  par  l'équation    ax'- -4- Ibxy  +  cy-  +  2dx-h2ey-^f  =  0,     trouver  les 
maxima  et  minima  de  cette  fonction.  Qu'arrive-t-il  si    bx  +  cy  +  e  =  0  } 

2733.  —  Développer    f{x-hh)    suivant  les  puissances  croissantes  de  ft.    L'équation     Ax)  =  0     admettant  la  racine 

/(x) 

X  =  a    au  degré  de  multiplicité  a,  trouver  la  limite  de    —■ 

(X  — a)" 

2734.  —  Ordonner  3x-  suivant  les  puissances  de     x  —  1. 

2735.  —  Effectuer  la  division  de    x"  —  a"    par    X''  —  W.    —  Que  faut-il  pour  que  la  ilivision  se  fasse  exactement  ?  — 
On  considère  l'expression 

t^"  — l)(a:— '  — l).--  (X"-''*'  — 1)  . 
{x-\)[x-  —  l]  ...  (x''-l)         ' 
cette  fraction  peut-elle  être  remplacée  par  un  polynôme  entier? 

2736.  -  Reste  de  la  division  de    f(x)    par     x--a.     —  On  écrit    lepohnome    f{X)    sous  la   forme     o(x=) -t-xo,(x^)  ; 
prouver  que  le  reste  est  égal  à    tp(a)  +x<?i(a). 

2737.  -  Soit  p  le  nombre  des  racines  distinctes  d'un  polynôme  f\.r).  -  Unel  est  le  degré  du  p!u>  grand  comnuni  divi- 
seur entre  f{x)  et  sa  dérivée  /"(x)  '! 

2738.  —  î'our  qu'un  polynôme  entier  en   x,  /(.r),   soit  une  i.uissance  m'  exacte,  il  faut  et  il  sufUt  que  f[x)  soit  divi- 
sible pai'  sa  dérivée  f'{x) . 

2739.  -  On  donne  l'équation     x'  -i-  px-  +  qx  +  r  —  0;     quelle   relation  doit  exister  entre   les  coefficients  pour  ([ue 
l'équation  ail  une  racine  double  .' 

2740.  —  On  donne  l'équation    x'  -i- px'  -h  (/  =  0  ;     conditions  pour  que  celte  équation  ail  une  racine  double.  Montrer 
que  la  racine  double  est  une  fonction  rationnelle  de  /)  et  de  q. 

2741.  —  Démontrer  que     x(x -+- rHx-t- 2r)(x  +  3»-) -(- r'     est  un  carré  parfait.  Appliquer  à  la  résolution  de  l'équation 

x(x-t-l)(x  +  2)(x  +  3|  =  8. 

2742.  -  Condition  pour  que  deux  équations    /'(x)  =  0,     g(x)  =  0     aient  une  racine  commune.  —  Cas  de  deux  équa- 
tions du  second  degré. 

2743.  —  On  donne  l'équation    x^  -)-  px  ^  (/  =  0  ;     former  l'équation  aux  sommes  deux  à  deux.  —  Même  question  pour 
l'équation  complète    x'  -f-px= -+- (/x+ r  =  0.  q    _  i 

2744.  —  Étant  donnée  l'équation    x' -t- px  +  g  =  I),     former  l'équation  qui  admet  pour  racine    y  —    ^x -^  l  '    '^1"*" 

tion  formée  a-t-elle  des  racines  réelles'?  —  Quel  est  son  degré? 

2745.— Étant  donnée  l'équation    x^  +  px  +  (/=0,    former  l'équation  qui  admet  pour  racine    yr=ôx^-hp.    Le  terme 
indépendant  est    4p'  +  279=  ;    qu'arrive-t-il  si  ce  terme  est  nul  ?  —  Pourquoi  l'équation  n'a-t-elle  pas  de  terme  en  y  i 

2746.  —  L'équation    — —  H \ î 2  =  0    [a  <  b  <  c)    a  ses  trois  racines  réelles. 

X  —  a        X  —  b        X  —  c 

2747.  —  Condition  pour  que    l'équation      ax'  i- &x= -H  cx= -+- dx  H- c  =  0      soit    réciproque.    Résoudre    l'équation 
ax"  -H  6x'  —  bx  —  a  =  0 . 

2748.  —  KUnt  donnée  l'équation    ax'  +  bx'  +  cx'-  +dx-t-e— U,    condition  pour  que  x  étant  une  racine  q\ielconque, 
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soit  aussi  racine.  —  Qu'arrive-t-il  lorsque  c  est  nul?  —  Dans  le  cas  où  c  est  ilift'érent  de  0,  et  oi'i  l'équation  jouit  de 

a 

la  propriété  précédente,  la  résoudre. 

2749.  —  On  donne  l'équation  entière  f(x]  =;  0.  —  Si  le  nombre  o  rend  positives  les  fonctions   f(x],f'[x),  r{x),  ...  l""{x), 
ce  nombre  est  limite  supérieure  des  racines  de  réqualion  donnée.  —  La  réciproque  est-elle  Traie? 

2750.  —  On  considère  l'équation     ax'  +  bx'-h  ex+  d  =  0,     à  coefficients  entiers.  —  Si  une  fraction  irréductible 
—  est  racine  de  cette  équation,  a  est  un  diviseur  de  d,   p   un  diviseur  de   a.  —  Le  quotient   de  la  division  du  premier 

membre  pai-    x  —  —  a  tous  ses  coefficients  entiers. 

2751.  —  Quel  est  le  degré  de  la  dérivée   p'  du  polynôme     i-v' — Ij''. —    Démontrer  que   cette  dérivée  a   toutes  ses 
racines  réelles,  distinctes  et  comprises  entre    — 1     et    +1. 

2752.  — Si  l'équation    f{x)  =  0    a  toutes  ses  racines  réelles,  il  en  est  de  même  de  l'équation    3f{x)  —  2f(x)  =0. 
2753. —  Condition  pour  que  l'équation    x^ -h  pai' +  q.T -h r  =  0    ait  ses  trois  racines  réelles. 

2754.  —  Condition  pour  que  l'équation    x'  -hpx^  -t-  qx -hl  =  0    ait  ses  quatre  racines  réelles.  (Prendre  l'équation  aux 
inverses|. 

2755.  —  Combien  l'équation    .x'  —  4.r —  1  =0    a-t-elle  de  racines  réelles  ?  Résoudre  cette  équation. 

2756.  —  Condition  pour  que  l'équation    x* -i- px -h  q  =^  0    ait   le   plus  grand  nombre    possible  de  racines  réelles. — 
Même  question  pour  l'équation    x^  +  px^-+-  q  ^0. 

2757. —  On  donne  l'équation     .z^-i-x^  —  2^0     qui  admet     a;  =  1     pour  seule  racine  réelle.  On  divise  le  premier 
membre  par    x  —  1  ;    il  reste  l'équation 

x'  -t-a:'-t-2a;=-i-2x  +  2  =  0  ; 
démontrer  que  la  somme  des  quatrièmes  puissances  des  racines  de  cette  équation  est  réelle.  —  Calculer  la  somme  des  carrés 
des  racines. 

2758.  —  Combien  l'équation    x°  —  x-  -h  i  ^  0 .  a-t-elle  de  racines  réelles  ?  —  La  somme  des  cubes  des  racines  de  cette 
équation  est-elle  réelle  ou  imaginaire  ?  —  Trouver  cette  somme. 

2759.  —  Résoudre  les  équations 

ar"  — 8x  — 1  =  0,      x'  —  Hx  —  2  —  0,      X''— 5x^1  =  0,      x'  — a;  +  5=0.      af  —  7a; -H  îl  =  0,      x^  —  ix"-  —  3x—2=0. 

2760.  —  Étudier  les  équations 

x'  —  2x-~l—0,  x*  —  3x—2  =  0,  x'-ix'  —  l=0,  x^  —  ix'  —  i^O,  X''  -x'  —  2x-h\  —  0, 

x''  —  2x'  —  x-i-2  —  a.  xi^  —  3x -h  i  =  0,  x'  —  Zx±2  =  0,  x^  —  3x= -4- 1  =  0,  x^  —  x' —  4  =  0, 

x'-+-x-— 1  =  0,  2x'— 5x'  — 3  =  0,  x'  — X'  — 1=0,  x'' +  2x' —  ■;  =  0,  x'  — x— 1=0, 

x'  — 3x  — 1=0,  x*  — 2x  — 3  =  0. 

2761.  —  Décomposer  en  éléments  simples  les  fractions 

x--hl  2.r 

(x=-+-4)^  '  (X  — 2)=(x=-i-l)  ' 

2762.  —  Résoudre  les  inégalités  suivantes  : 

X'—  1        X  —  3  x'—  l        X  —  1  X-  —  l,x=-t-l  X— l^x--t-t 


i         x  +  2  x-f-3         2x— 1  x'—i 

X  —  1         3x"  -(-  1  3x^-1-1         X  —  1  X  —  1      ,  4x=  —  1 


x"  —  1         x'  —  1  .r=  —  4  X  i-  2  x'  —  4         .r  -i-  2  x=  —  9  x  + 

Trigonométrie  (M.  (Iombettb)- 

2763.  —  On  donne  les  équations 

sin  (X  ^  iy)  —  cos  \^2x  —  y  +  y  j , 

Ig  [^-*-y—-j)  =  cotg  (3j-  -H  »/)  ; 
en  (léduiri-  .r  el  y. 

2764.  —  Démontrer  que  l'on  a    tgx  =  cotgx  —  2  cotg2a;.  —    En  déduire  que  la  série 

1          X  IX 

tgX-+--tgy +-^tg-^-(---- 

est  ronvergenle. 

2765.  —  On  donne    sin  2.C  :    calculer    cos  3x,    sin  3x. 


calcider   los  2x. 


y/Sx'-  —  1  <  2.r  4-  1 . 


2768.   —  (Calculer    cos  —  >  connaissant    cosx. 
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2769.  —On  donne  tgx.  calculer   tg3x,  igix,  tg  — • 

2770.  —  Relation  entre  les  arcs  a,  6,  c,  sachant  que 

1  ^  cos-  a  -H  ces-  b  -+-  cos-  c  —  2  cos  n  cos  6  ces  c . 

2771.  —  On  donne  l'équation     a  cos  x  ^  b  siri  a;  =  c  ;    en  déduire   tg  — >   tga;,  sin  x. 

2772.  —  Éliminer   x   entre  les  deux  équations 


2773.  —  Discuter  l'équation 

2774.  —  Késoudre  les  inégalités 


a  cos  X  -h  b  sin  x  =  c, 
a'  cos  a;  -i-fc'sinx  =  c'. 


(^m-t- 1)  cos- a:  —  2m  cos.t  - 


1  —  2  sin  a;        1  +  5  sin  .r 
1 -f- 3  sin  a:         1 — 9sin-x 


v/3  —  4  sin'  a;  >  2  +  5  sin  X, 
^3  —  4  cos-  X  <  1  —  3  sin  X, 
v'S  —  4  cos-  X  >  2  —  3  sin  x, 
v/S  —  4  sin"  X  >  o  —  6  sin  x. 

2775.  —  Limite  du  produit    cos  —  •  cos  -V  •  cos  — -  •••  cos-^    pour  n  infini. 

2  2=  23  2" 

2776.  —  Le  module  d'une  somme  d'imaginaires  est-il  plus  petit  que  la  somme  des  modules  '? 

2777.  —  Racines  cubiques  de  î.  —  Représenter  géométriquement  ces  racines. 

2778.  —  Forme  trigonométrique  des  racines  des  équations    x''  —  1  =  0,    x''  —  1=0. 

2779.  —  Si  a,  b,  c,  K  sont  commensurables,  sin  A,   sinB,    sin  C  sont  également  commensurables. 

2780.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  a,  b,  C.  —  Calculer  le  rayon  du  cercle  inscrit. 

2781.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  a,  6,  A. 

2782.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  a,  A,  r. 

2783.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  a,  A,    fc  +  c  =  /  ;    a.  A,    6— c  =  m. 

2784.  —  Distance  de  deux  points  inaccessibles. 

Géométrie  analytique  (M.  Gouilly). 

Géométrie    analytique    à    deux    dimensions. 

2785.  —  Lieu  du  conjugué  harmonique  d'un  point  par  rapport   aux  points  de  rencontre  d'une  sécante  menée  par  ce 
point  avec  deu\  droites  données. 

2786.  —  Les  milieux  des  diagonales  d'un  quadrilatère  complet  sont  trois  points  en  ligne  droite. 

2787.  —  Lieu  des  points  d'égale  puissance  par  rapport  à  deux  cercles.  Axe  radical  des  deux  cercles 

•2x-  -h2y-  +  x-ry  —  l  =0, 
3x-  +  3y--^2x—2y  —  i  =  0. 
Rapport  dans  lequel  l'axe  radical  partage  la  ligne  des  centres. 

2788.  —  Lieu  du  centre  d'un  cercle  coupant  diamétralement  deux  cercles  donnés. 

2789.  —  Que  représentent  les  équations 

a{x  —  3)'-  +-  2b{x  —  3.){y—  p)  +  c(y  —  ?)-  —  0, 

(X— 2)=  -h2{x—2)\y  —  3)  —  5{y  —  3)-  =  0, 

X-  —  xy  —  41/*  =  0, 

X-  -+-  xy  — 2y-  =  0,  (Faisceau  des  bissecti-jces) 

X-  -^  2xy  —  Sy-  =  0  ? 

Faire  tourner  ce  faisceau  de  droites  d'un  angle  égal  à  --. 

2790.  —  Trouver  la  courbe  dont  les  normales  passent  par  un  point  fixe. 

2791 .  —  Concavité,  convexité.  —  Application  à    y-  —  2px  =  0  ;     y»  =  x-. 

2792.  —  Intersection  de  la  courbe    x'  —  J/  =  0    avec  la  droite     y  —  2.r  —  3  =  0.     È(|uation  des  tangentes  à  la  courbe 
aux  points  d'intersection  trouvés. 

2793.  —  Recherche  des  asymptotes  parallèles  à  l'axe  des  y.  —  Application  à    (2x*  —  9)i/'-f- j/'-t-  ■■•  =  0. 

2794 .  —  Détermination  des  asymptotes  d'une  courbe  algébrique.  —  Application  à    x'  -t-  2yx-  +  3xy  -h  ox  -t-  4v  +-  c  ^  0. 

2795.  —  Lieu  des  points  M  équidistants  d'un  point  et  d'un  irrcle  ;  le  point  étant  extérieur  au  cercle,  construire  les 
asymptotes  du  lieu. 

2790.  —  Construire  la  courbe    ;/  =  x=  —  Sx -i-  12.    —  Tangente  en  un  point  de  cette  courbe. 
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2797 .  —  Construire  la  courbe     y  =  2x-  -h  4x  —  15.     —  Tangentes  aux  points  où   la  courbe  rencontre  les  axes  de 
coordonnées. 

2798.  —  Construire  les  courbes  représentées  par  les  équations  suivantes 

V=.r-l-- —  Il  =  X i/=a;  +  l 


a;»-2x-4-3  a;=— 3.r^2  ,  x  /  1  _  a; 


.   I  x—\  j  K—x  I  x—\ 


1 .    ' 

y'x=i. 

*        .r-1 

X 

(:r*-l)'' 

y 

/x-i 

/x=-i 

y 

i-hx 
Lx 
l—x 

^   ''y  x^-i' 

X 

sin  X 

2799.  —  Construire  les  courbes 

1  o)  sinw 

i)=:4cosu,  0  — .  p  = -; °=  '  p  =  log«. 

1  —  u  1  —  w  w 

2800.  —  Construire  les  courbes 

y  z=2x-h3±  v/;=lï-  +  6x -I-  t,  X- -^  Sxy  ^  iy" -\- X -I- y  =  0. 

«  =  s-4-  l±'J(x  —  l\(x-  ^),  x'-^-xy—y'■-^-x-2y'+'3  =  0,    (Équation  des  asymptotes) 

y  =  2x^i±ViX-^Uix+2)-3,  l*^''!r,~''~''!"^!  =  "ô 

^  irf  ~i^  ti\i9 V  —  «1  —  4  ^^  n 


3^  +  xy  -^- y- -i- i  =0, 

x'  +  2xy-hy'—x^U'i- i  =  0,  \        y       ng  i 


{x~hy){2  —  x  —  y)-  1  =  0, 
(.r-f-2t/)(l  —  X— 2!/)  +  3  =  0, 


2801.  —  Faire  disparaître  le  terme  en  xy  dans  l'équation 

23^-hy'  —  x-  —  x+y  =  0. 

2802.  —  Fuire  dlsiiarailrf  le  terme  en  x  dans  l'équation 

x'  ■+■  ixy  -h  y-  +  3X  =  0. 

2803.  —  Lieu  des  points  dont  le  rapport  des  distances  à  un  point  et  à  une  droite  fixes  est  constant.  —  Que  représente 
I  l'qiialion    .r=-f-  y'  =  (xcos  a  -4- j/ sin  a  +  1)-?  —    Calcul  de  l'excentricité  d'une  conique  donnée  par  son  équation  focale. 

2804.  —  Que  représente  l'équation    [x -}- y -i- ^)- =  I=^-)/-■?  —    Construire  cette  courbe,  trouver  les  foyers,  l'excen- 
tricité, etc. 

2805.  —  Lieu  des  sommets  des  angles  droits  circonscrits  à  l'hyperbole    6*j^  —  a- y-  —  a-b-  =  0. 

2806.  —  Normales   issues   d'un   point  (a,  ?)  à  l'ellipse     b'X^  +  a-y-  —  (i-b- =  0.  —  Même  problème  pour  la  parabole 
y=  — 2pz  =  0. 

2807 .  —  Rapporter  l'hvperbole     — ■ ——1  =  0    à  ses  asymptotes. 

a'        0- 

2808.  —  Dans  l'hyperbole,  l'asymptote  est  diamètre  conjugué  des  cordes  parallèles  à  sa  propre  diiection.  —  Le  dia- 
mètre conjugué  d'une  direction  donnée  est  le  même  pour  l'hyperbole  et  pour  ses  asymptotes. 

2809.  —  Équation  d'une  conique  passant  par  cinq  points.  —  Condition  pour  que  ce  soit  une  véritable  conique. 

2810.  —  Équation  des  coniques  circonscrites  à  un  parallélogramme.  Lieu   du  pôle   d'une  droite  par  rapport   à  ces 
coniques. 

28H.  —  On  donne  la  parabole    j/'  — 2px=0    et  la  corde    y=:mx  +  n.     Equation    iïénérale   des  coniques   passant 
par  les  ]ioints  d'iiilersection  de  la  droite  et  de  la  parabole. 

2812.  —  Équation  générale  des  coniques  bitangentes  à  la  parabole    y'-  —  ipx  =  0    au\  points  où  elle  est  coupée  par  la 
droite    3x  — j/  +  2  =  0. 

2813.  —  Coiisliuire  une  conique  connaissant  un  foyer   et  trois  points.  —  Équation   de   celte  conique   en  prenant  le 
foyer  pour  origine. 

281.4.  —  Construire  une  conique  connaissant  une  directrice  et  trois  points  :  —  deux  directrices  et  deux  points. 

2815.  —  (ymstruire  une  hyperbole  connaissant  une  asymptote  et  trois  points;—   trois  points  et  les   directions  des 
asymptotes. 

2816.  —  (Construire  une  parabole,  connaissant  un  foyer  et  deux  points  ;  —  la  directrice,  une  tangente  et  son  point  de 
contacl. 

2817.  —  Construire  une  iiarabole  connaissant  le  sommrt,  la  tangente  en  ce  point  et  une  autre  tangente. 

2818.  —  Déterminer  une  parabole  jiassant  par  quatre  points.  —  Est-elle  toujouis  réelle? 
■.i81  !».  —  Construiie  une  parabole  connaissant  deux  tangentes  et  deux  points. 

2820.  —  Calculer  X  de  façon  que  l'éiiuation    l\x,y)  =  À    représente  un  système  de  denv  droites  l^x,  y)  étant  un  poly- 
nôme (lu  svcoml  degré  en  x  et  y). 

2821.  —  Nature  des  coniques  représentées  par  les  équations 

.T'  -+-?/'-*  +  >.(x  -  2)!/  =  0, 
If  —  X  -(-  X(.t  —  3i/|(2x  -4-  V)  =  0. 
l'oints  communs  à  tnules  les  coniques  iliui  même  faisceau. 
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2822.  —  Trouver  les  cordes  communes  aux  deu\  coniques 

y-  —  ij:=0  (X  — 1)= -)-((/  — 2|=  — 4  =  0. 

Démontrer  qu'elles  sont  également  inclinées  sur  les  directions  principales  de  la  parabole. 

2823.  — Cordes   communes  à    re- -f- i/- -)- 2x  ^  0      et      j/=x-.      Cordes    communes    à     x--hy'  —  x  +  !/=0     et 
y---2x=  0. 

Géométrie  analytique  à  deux  dimensions. 

2824.  —  Mener  par  un  point  une  droite  parallèle  à  l'interseclion  de  deu\  plans,  .\pplicatlon  au.t  deux  plans 

X  +  y  -hl  =  0, 
z-hx-h  y-+-l  =  0. 

2825.  —  Cosinus  directeurs  de  l'intersection  des  deux  plans 

x  —  2y  +  s  +  l  =  0, 
3j  — î/— 2s  -t-4=  0. 

2826.  —  Angles  de  la  droite 

x+y  —  2z—i=  0, 
2a;  —  J/  +  S  —  1  =  0 
avec  les  axes. 

2827.  —  Distance  de  l'origine  à  la  droite 

x  =  -2z-i,  v=3:-rX. 

2828.  —  Condition  pour  que  deux  droites  soient  dans  un  même  plan. 

2829.  —  Équation  du  cylindre  de  génératrices  parallèles  à  une  direction    *,  ?,  X  et  ayant  poiu-  base  la  courbe    3  =  0, 
f[i,  y}=0.  —    Application  à    f{x,  y)  =  y-—  x;    f(x,  y)  ^  x- -h  y- —  H-  ;    f{x,  y)  =  Xx-  +  2Bxy  -t-  Cy^  -h  F. 

2830.  —  Équation  d'un  cône  ayant  pour  sommet  un  point  de  Oz  et  pour  base  :    3^0,    ax^  -h  2bxy  -^  ci/' -H  ri  =  0. 

2831.  —  Équation  du  cône  engendré  par    y  ^  0,    z  =  mx-+-H    en  tournant  autour  de  Oz. 

y 


2832.  —  Cùne  de  révolution  engendré  par  la  droite    —  =  4- 


en  tournant  autour  de  03. 


2833.  —  On  donne  la  circonférence    y  ^  0.     :-  -h  (x  —  Ij-  =  4  :      équation  de  la  surface  qu'elle  engendre  en  tournant 
autour  de  0:. 

2834.  —  Surface  engendrée  par    3  =  x-,    i/  =  0.    en  tournant  aulour  de  0:. 

{A  suivre.) 


CONCOIRS  DE  1904  {Suite) 


ÉCOLE  NATIONALE  DES  PONTS  ET  CHAUSSÉES  (Cours  préparatoires). 


Algèbre. 

1356.  —  Etant  donnés  deux  cercles  de  même  rayon  R,  on  mène,  d'un  point 
.M  de  la  ligne  des  centres  C'G,  la  tangente  MX  au  cercle  G  et  la  tangente  .MT'  au 
cercle  C. 

lo  Déterminer  le  point  M  de  manière  que  la  somme  .\IT  +  .MT'  de  ces 
deux  tangentes  ait  une  longueur  connue  /. 

2"  Discuter  et  déduire  du  résultat  de  la  discussion  la  manière  dont  varie  la 
longueur  l  quant  le  point  M  se  déplace  le  long  de  la  ligne  des  centres. 

NOTA,  —  On  désignera  par  d  la  distance  CC  des  centres  et  on  prendia  pour  inconnue  la  distance    CM  =  x    du  milieu  0 


de  la  ligne  des  centres  au  point  M. 


{Durée,  3  h.  ils.) 


Géométrie  anahjlique. 

1357.—  Étant  donnée  une  ellipse  de  grand  axe  AA',  on  lui  mène  une  tan- 
gente mobile  TT'  qui  rencontre  aux  points  a  et  a'  les  tangentes  aux  extrémités 
du  grand  axe  :  on  joint  A'o  et  ka'. 

Ces  deux  droites  se  coupent  en  un  point  .M  et  on  demande  : 

l»  Le  lieu  du  point  M  ; 

2°  Le  lieu  du  point  de  rencontre  P  des  hauteurs  du  triangle  .AMA'. 

(Durée,  3  h.  US.) 
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Épure  de  Groméirie  descriptive. 
(Feuillp  I   i  ^'rand  aigle.) 

1358.  —  On  donne  un  point  {0,0')  dont  les  projections  situées  sur  le  grand  axe  de  la  feuille  sept  distantes 
de  (8  centimètres,  et  par  ce  point  une  droite  de  front  A,  A'  inclinée  à  iô»  vers  la  gauche  sur  la  direction  des 
lignes  de  rappel. 

Le  point  {0,0')  est  le  centre  d'une  sphère  de  8  centimètres  de  rayon. 

La  droite  (A, A')  est  une  génératrice  d'un  cylindre  de  révolution  de  4  centimètres  de  rayon  dont  l'axe  est 
dans  le  plan  de  front  de  (A,A'(,  et  au-dessus  de  cette  droite. 

Représenter  la  partie  de  la  sphère  extérieure  an  cylindi-e  supposé  enlevé. 

On  indiquera  la  construction  d'un  point  courant  de  l'intersection  de  la  sphère  et  du  cylindre,  avec  la  tan- 
gente en  ce  point. 

On  déterminera  en  particulier  le  point  le  plus  haut  et   le   point  le  plus  à  gauche  de  la  ligne  d'intersection 

des  deux  corps  en  projection  verticale,  ainsi  que  les  points   situés  sur   les   contours  apparents  en   projection 

horizontale. 

{Durée.  3  h.  112.) 

Lavis. 
(Feuille  1   S  grand  aigle). 

On  demande  le  lavis  à  l'encre  de  Chine,  à  teintes  plates  ou   à    teintes   fondues,  du  solide 

représenté  par  une  demi-sphère  de  (2  centimètres  de  diamètre  raccordée  avec  un  cylindre  de 

10  centimètres  de  hauteur. 

(Durée.  3  h.  112.) 


QUESTIONS  PROPOSEES 


1359. —Le  sommet  A  d'un  angle  variable  décrit  une  droite   D   et  ses  deux  côtés   AB   et  AC  passent  par 

deux  points  fixes  B  et  C.  Soit  .M  le  point  de  rencontre  des  perpendiculaires  ItM  et  CM  en  B  et  C  à  AB  et  AC. 

On  demande  le  lieu  du  point  .M  et  l'enveloppe  de  la  droite  AM. 


N'.  Abramkscu. 


1360.   -  Déterminer  un  polynôme  du  cinquième  degré /"(a;)  qui  satisfasse  à  l'identité 
o/(x)  =  [x—\  )f'(x)  +  a;3  —  2a;  H-  3 
et  qui  soit  nul  pour    x  =  2. 


Numéro  de  septembre  1904,  page  590. 

Les  deux  premières  lignes  de  l'énoncé  de  la  question  1274  doivent  être  rectifiées  de  la  manière  suivante  : 
On  considère  un  parallélogramme   ABCD  e{  dextx paraboles  variables,  l'une  tangente  en    A    <i   AD    et  ayant 
pour  diamètre    AH,  l'autre  ta, uj ente  en   G   à  CD    et  ai/ant  pour  dianiilre   CB  :  c>\  su)>posf  en  outre ,  etc. 


OAIl-LK-llUC.    —   mf.    (;iiMTIt-J.\CuOÏT 


Le  /{édacleur-Gérunl  :   II.   VUIBERT. 
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SUR  LES  METHODES  D'APPROXIMATION 

par   M.   Ch.    Michel,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Dijon. 


1.  Une  queslion  posée  cette  année  au  concours  d'entrée  à  l'École  polytechnique  appelle  l'attention 
sur  une  difficulté  qui  se  présente  dans  l'application  pratique  de  la  méthode  d'approximation  de  Newton 
et  dont  il  semble  bien  qu'on  ne  se  soit  pas  douté  jusqu'à  présent.  Je  veux  montrer  que  la  méthode  de 
Newton  ne  peut  être  considérée  à  bon  droit,  même  avec  le  perfectionnement  de  Fourier,  comme  une 
méthode  d'approximation  ;  j'espère  faire  comprendre  qu'une  application  numérique  de  la  méthode  de 
Newton  ne  peut  être  acceptée  comme  question  d'examen. 

il  est  clair  que  la  définition  d'une  méthode  d'approximation  comporte  a  priori  une  part  d'arbitraire 
et  qu'on  peut  formuler  cette  définition  à  peu  près  comme  on  veut.  Cependant,  il  semble  qu'il  ne  soit 
pas  difficile  de  s'accorder  sur  les  conditions  suivantes  qu'il  convient  d'imposer  à  une  bonne  méthode 
d'approximation . 

1°  Étant  donné  un  nombre  quelconque  qu'on  regarde  comme  valeur  approchée  d'un  nombre  déter- 
miné mais  inconnu  x\  il  existe  un  procédé  de  calcul  permettant  d'en  déduire  un  autre  nombre  qu'on 
regarde  comme  une  autre  valeur  approchée  de  x.  C'est  une  condition  qui  est  évidemment  remplie  par 
la  méthode  de  Newton,  laquelle,  étant  donnée  la  valeur  approchée  a  d'une  racine  de  l'équation  f(x)  —  0, 
permet  de  calculer  une  autre  valeur  approchée  égale  à 

r(«) 

2°  Sans  qu'il  y  ait  lieu,  à  la  rigueur,  de  tenir  compte  du  sens  de  l'approximation,  il  est  nécessaire 
que  la  seconde  valeur  soit  plus  approchée  que  la  première  de  l'inconnue  x  et  cela  quelle  que  soit  cette 
première  valeur  ;  sinon,  l'application  de  la  méthode  est  inutile.  Si  cette  condition  est  remplie,  en  appli- 
quant le  même  procédé  de  calcul  à  partir  de  la  seconde  valeur  approchée,  on  obtiendra  une  troisième 
valeur  approchée  et  plus  approchée  que  la  seconde  de  œ.  Et  ainsi  de  suite.  On  pourra  alors  former  une 
suite  indéfinie  de  valeurs  de  plus  en  plus  approchées,  dans  un  sens  ou  dans  l'autre,  de  l'inconnue  x. 

La  condition  précédente  n'est  pas  remplie  d'elle-même  par  la  méthode  dite  de  Newton,  réduite  au 
seul  procédé  de  calcul  qui  a  été  indiqué  par  Newton.  L'hypothèse  introduite  par  Fourier  que  f'{x)  ait, 
entre  a  et  j,  un  signe  constant  qui  soit  le  signe  de  f(a)  est  d'une  importance  considérable,  car  elle 
assure  l'existence  de  cette  condition.  Il  est  dés  lors  possible  de  former  une  suite  indéfinie  de  valeurs  de 
plus  en  plus  approchées  de  .r.  Ajoutons  que  ces  valeurs  sont  toutes  approchées  de  x  dans  le  même  sens. 

3o  II  est  utile,  sinon  nécessaire,  que  l'application,  répétée  autant  de  fois  qu'il  le  faudra,  du  procédé 
de  calcul  permette  d'obtenir  une  valeur  approchée  de  a-,  avec  une  approximation  quelconque  donnée  à 
l'avance.  Cela  revient  à  demander  que  la  suite  indéfinie  de  valeurs  approchées  précédemment  considérée 
ait  pour  limite  x.  Cette  condition  est  remplie  par  la  méthode  de  Newton  perfectionnée  par  Fourier. 

4°  Il  paraît  nécessaire  en  outre  que,  pour  chaque  valeur  approchée  appartenant  à  la  suite  indéfinie 
précédente  a,  a,,  a^,  ....  a„,  ...,  on  connaisse  une  limite  supérieure  de  la  valeur  absolue  de  l'erreur 
commise  en  prenant  la  valeur  approchée  comme  valeur  de  x.  Désignons  par  £„  la  limite  supérieure  de 
l'erreur  commise  en  valeur  absolue,  correspondant  à  o„,  obtenue  par  un  procédé  quelconque. 
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Si  l'on  se  propose  de  calculer  une  valeur  approchée  de  x  qui,  en  valeur  absolue,  diffère  de  x  de 
moins  d'un  nombre  positif  quelconque  X  donné  à  l'avance,  il  est  nécessaire  également  qu'on  sache  si 
la  valeur  approchée  a,„  obtenue  à  partir  de  a  après  n  applications  successives  de  la  méthode,  satisfait 
bien  à  la  condition  proposée.  Il  semble  bien  qu'on  ne  puisse  pi-atiquement  en  être  sûr  que  si  e,,  est  infé- 
rieur ou  au  plus  égal  à  X;  alors,  a  fortiori,  \x  —  a„\  sera  inférieur  ou  au  plus  égal  à  X.  Ainsi,  il 
semble  bien  qu'une  nécessité  d'ordre  pratique  soit  que  la  suite  indéfinie  s,  e,,  e,,  ...,£„,  ....  ait  la  pro- 
priété suivante  :  étant  donné  un  nombre  positif  arbitraire  X,  il  existe  toujours  dans  la  suite  au  moins 
un  nombre  t„  inférieur  ou  égal  à  X.  Cette  propriété  est  équivalente,  non  théoriquement,  mais  prati- 
quement, à  la  suivante  :  le  nombre  i„  tend  vers  0  quand  ,n  augmente  indéfiniment. 

En  définitive,  nous  arrivons  à  cette  conclusion  pratique  qu'une  méthode  d'approximation  n'est 
acceptable,  ne  peut  être  regardée  comme  bonne  que  si  la  limite  supérieure  de  la  valeur  absolue  de  l'er- 
reur commise  qu'elle  permet  de  calculer  pour  chaque  valeur  approchée  tend  vers  0,  quand  le  rang  de 
cette  valeur  augmente  indéfiniment.  Et  c'est  en  ce  sens  que  l'on  peut  dire  que  la  méthode  de  Newton 
même  perfectionnée  par  Fourier,  ne  peut  être  acceptée  comme  une  bonne  méthode  d'approximation. 

En  effet,  soient  deux  nombres  a  et  b  comprenant  une  et  une  seule  racine  x  de  l'équation  f{x)  =  0. 
Si  l'on  prend  a  pour  valeur  approchée  de  a;,  il  est  clair  que  le  nombre  \b  —  a\  donne  tout  de  suite 
une  limite  supérieure  de  la  valeur  absolue  de  l'erreur  commise.  Si  l'on  peut  appliquer  la  méthode  de 
Fourier  à  partir  de  a  et  si,  par  n  applications  successives  de  cette  méthode,  on  aboutit  à  n„,  le  nombre 
\b — a„|  est  encore  une  limite  supérieure  de  la  valeur  absolue  de  l'erreur  commise  quand  on  prend  a„ 
pour  valeur  approchée  de  x.  Or,  quand  n  augmente  indéfiniment,  a„  tend  vers  x  ;  par  suite,  |  6  —  «n  I 
tend  vers     1 6  — x\;     Une  tend  pas  vers  0. 

Pour  des  raisons  qui  paraissent  à  l'analyse  bien  insuffisantes,  on  a  l'habitude  de  préférer  à  cette 
limite  immédiate  une  autre  limite  fournie  par  la  méthode  de  Newton  et  égale  à 

{b—a„)m 
2  I  fin.,)  I  ' 
M  étant  une  limite  supérieure  des  valeurs  absolues  de  f"{x),  quand  x  varie  de   «    à    b.  Or,  quand  n 
augmente  indéfiniment,  le  immérateur  de  cette  fraction  tend  vers    (6  — x)-M;     il  ne  tend  pas  vers  0. 
Gomme  le  dénominateur  reste  fini,  la  fraction  ne  peut  tendre  vers  0.  Par  conséquent,  conformément  à  la 
conclusion  générale  que  nous  avons  formulée,  la  méthode  de  Newton  est  inacceptable. 

La  méthode  de  Newton,  en  somme,  ne  réussit  que  si,  par  hasard,  on  a  pu  trouver  deux  nombres  a 

et  b  comprenant  la  racine  x.  tels  que 

{b-a)m 

soit  plus  petit  que  le  nombre  X  qu'on  s'est  donné  à  l'avance.  Mais  alors  il  semble  bien  iju'il  ne  soit 
guère  plus  diflicile  de  trouver,  également  par  hasard,  deux  nombres  a  et  b,  comprenant  x,  tels  que 
\b — a\  soit  plus  petit  que  X,  de  façon  que  la  valeur  absolue  de  l'erreur  commise,  en  prenant  pour 
valeur  approchée  soit  a  soit  6.  soit  elle-même  plus  petite  que  X.  Or,  une  fois  qu'on  a  trouvé  deux 
nombres  comprenant  une  seule  racine  de  l'équation  /'(x)  =  0,  il  est  facile  de  former,  au  moyen  de 
substitutions,  des  intervalles  de  plus  en  plus  petits  comprenant  cette  racine.  Il  apparaît  ainsi  que,  dans 
le  cas  le  plus  général,  \nmolhoiic  des  substitutions  c*'*  préférable  à  la  méthode  de  Newton.  D'ailleurs, 
nombre  de  candidats  à  l'École  polytechnique  ont  eu  ce  sentiment  que,  dans  la  question  qui  leur  était 
posée,  la  méthode  de  Newton,  sans  le  secours  d'un  hasard  heureux,  ne  pouvait  conduire  à  rien  et  qu'au 
contraire,  des  substitutions,  sans  doute  convenablement  choisies,  pouvaient  conduire  assez  rapide- 
ment au  résultat. 

(.4  suivre.) 
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CORRESPONDANCE 


Au  sujet  de  la  note  que  j'ai  publiée  dans  le  N»  de  Décembre  sur  le  calcul  de  la  somme  d'une  série 
numérique,  M.  H.  Laurent  a  eu  l'amabilité  de  m'envoyerles  quelques  remarques  qui  suivent  : 

1"  On  ne  calcule  guère  en  pratique  que  les  valeurs  des  séries  dans  lesquelles  le  rapport  d'un  terme 

1 

au  précédent  est  moindre  que    —  ; 

2"  Dans  ce  cas,  le  reste  est  plus  petit  que  le  double  du  premier  terme  négligé  ; 

1 

3"  Pour  faire  le  calcul  à    -j-—    près,   il  faut  se  demander  si  l'on  doit  prendre  moins  ou  plus  de 

10  termes  ;  le  calcul  ne  sera  très  pratique  que  si  moins  de  10  termes  suffisent. 

1 

En  se  plaçant  dans  cette  hypothèse,  on  calcule  les  divers  termes  à        ^^^     près,  et  comme  on  prend 

1 

moins  de  10  termes,  l'erreur  totale  commise  ainsi  est  moindre  que    -— -  •   d'autre  part,  on  s'arrête 

1 

quand  le  terme  que  l'on  va  calculer  est  moindre  que  •    On  ajoute  alors  les  termes  calculés  et  on 

2. 10" 

1 
prend  le  résultat  par  excès  ;  I  erreur  commise  est  moindre  que    -t— ^  '    ™^'s  on  ne  sait  pas  dans  quel 

sens  (au  moins  dans  tous  les  cas). 

Dans  la  même  lettre,  M.  H.  Laurent  m'indique  aussi  très  sommairement  une  méthode  rapide  pour 

établir  que     lim     il-\ |     =  e.     Voici,  en  quelques  lignes  : 

H =1  +  — H .    ,    '  —r-\ 1 ^ ^ h-R 

m  I 

dès  que     n  >  2,     le  rapport 
donc 


1         m 

{m  — 

1)    1     , 

h 

m( 

m  — 

-n. 

(m- 

-  r 

!-|- 

1) 

1 

1     ' 

1.2 

m'^ 

(i! 

m" 

t     ""+' 

est 

moindre 

que 

1 

2' 

et 

,  par  suite, 

R< 

2u„^ 

2  ; 

,^1^ 

)'"  = 

iH-i-^ 

1 

•  -\- 

1 

4- 

ï-t- 

It, 

1        1.-2 

1 

e    tendant    vers    0    avec     — î     quel  que   soit    n.    D'autre   part, 


(i_±)(i_A)...(i_A) 

"•  •< ; ^T-: > 


■^  "  {n  4-  1)  ! 

R<       ' 


(«  +  !)! 
Il  est  facile  d'achever.  E.  H. 

♦ 

REMARQUE  DÉDUITE  DE  LA  NOTE  DE  M.  RICHARD  :  «  SUR  LA  LEMNISCATE  ..  (*) 

par  M.  A.  Darmon,  à  Alger. 


Je  conserve  les  notations  adoptées  par  M.  Richard  et  je  me  propose  de  démontrer  la  proposition 
suivante  : 

(•)  Voir  Revue,  n"  de  Novembre  1904. 
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<*>î  le  point  (0)  parcourt  la  lemmscate,  l'em-i'loppe  de  la  droite  joignant  les  points  de  contact  est  une 
hyperbole  équilatère. 

En  elTet,  soit      ux  -y-vy  -^  lo  =  (i     l'équation  de  cette  droite,  les   /   des  points  communs  vérifient  : 

(('/*  -1-  a(u  —  -y)/'  H-  a{u  -t-  v)t  +  iv  =  0. 
D'autre  part,  ces  t  vérilient  aussi  l'équation 

e<*  + -26-/5  H- 2; -4- 0  _  0. 
En  identifiant  ces  deux  équations  et  en  éliminant   0   entre  les  relations  obtenues,  on  trouve  immé- 
diatement l'équation  tangentielle  de  l'enveloppe 

a-{u-  —  V-)  —  4w-  =  0. 

a- 
C'est  une  hyperbole  équilatère  dont  on  obtient  aisément  l'équation  ponctuelle     a:^  —  rj- —  =  0. 

Sous  cette  forme,  on  voit  qu'elle  admet  pour  fo]i ers  les  foyers  réels  de  la  /em«is['a/e,  c'est  donc  l'inverse 

de  cette  dernière  courbe  par  rapport  à  son  centre,  la  puissance  d  mversion  étant    —  • 

Enfin,  en  transformant  par  inversion  cette  double  propriété  de  la  lemniscate,  le  pôle  d'inversion 
étant  le  centre  de  cette  courbe,  on  obtient  la  propriété  connue  : 

Par  le  centre  d'une  hyperbole  équilatère  et  par  l'un  de  ses  points  A  on  peut  mener  quatre  cercles  tan- 
yents  à  la  courbe;  les  quatre  points  de  contact  sont  sur  un  cercle  contenant  le  centre,  et  l'enveloppe  de  ce 
cercle  quand  A  parcourt  l'hyperbole  est  une  lemniscate. 


GÉOMÉTRIE   ANALYTIQUE 


1302.  —  On  donne  deux  coniques  S  et  ^  telles  que  l'on  puisse  inscrire  dans  S  un  triangle  ABC  cir- 
conscrit à  S.  Soient  a,  p,  y  les  points  de  contact  des  côtés  BC,  CA,  AB  et  de  la  conique  S,  et  M  le  point 
commun  aux  droites  Aa,  B^,  Cy. 

1"  Montrer  qu'il  existe  une  conique  r  passant  par  les  points  A,  B,  C,  M  et  circonscrite  au  triangle  con- 
jugué commun  à  S  e/  s. 

2°  r  rencontre  S  en  un  4"  point  D.  Calculer  les  coordonnées  du  point  D  en  fonction  de  celles  du 
point  M  ;  en  déduire  l'équation  du  lieu  du  point  M  quand  le  triangle  ABC  varie. 

3°  Dans  la  même  hypothèse,  soit  EF  le  côté  opposé  à  D  dans  le  triangle  DEK  inscrit  dans  S  et  circons- 
crit à  1.  Trouver  le  lieu  des  points  d'intersection  de  EF  avec  les  côtés  du  triangle  ABC.  —  Lieu  du  point 
d'intersection  du  côté  BC  et  de  la  tangente  en  A  à  S. 

4°  Trouver  l'enveloppe  des  droites  AD,  DB,  l)C. 

Prenons  pour  triangle  de  référence  le  triangle  conjugué  commun  à  S  et  S. 

Soient  S  =  0,  S  =  kx'^  +  H;/-  -t-  C:'-,  l'équation  de  S  ; 

V  =  0,  s  =  AiX^H-  B,i/'^  4-  C,:S  celle  de  ï  ; 

X|,  y,,  3|,  les  coordonnées  d'un  sommet  quelconque  A  du  triangle  ABC;  .ro,  i/„,  :„  celles  du  point  M. 

La  condition  pour  iju'il  existe  un  triangle  inscrit  dans  S  et  circonscrit  à  ï  est 

^  '  A?         B;         C?  B,C,  CA,  A.B, 

que  l'on  peut  écrire 

A  /       A  B         C  \        B  /  A  B         C  \        C  /  A  B         C  \ 

(')    7;(-Ar-^iî:-^c7)-^B;U--B;-^c:'-^c:(Â7+ïï:-c7)^'- 
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Remarquons  aussi  que  l'on  a  identiquement 

/  C         B   w       A         B         C  \      /  A         G  \  ,   A         B         G  \ 

^U.        AjUi^B,        c../ 
La  droite    BC   et  la  tangente  en   A  à  S  forment  un  couple  de  droites  passant  par  l'intersection  de 
la  conique    S    et  des  tangentes    AB    et    AC    à  laconique    z.    Soient  m,  n,  p   les  coordonnées  de  la 
droite  BC  ;  en  écrivant  que  les  deux  équations 

(mx  -i-ny-i-  pz)(A.xxi  -t-  Bj/yi  -t-  CiSi)  =  0 
et        X(A.i-^  -H  B v^  -f.  C:-')  -h  (A,x^  4-  B.y^  -+-  C,:^)(A,x?  -f-  B,yî  +  C,:?)  —  (A,x-x,  h-  B,i/)/i  -t-  G,:;,)-  ^  0, 
représentent  les  mêmes  couples  de  droites,  il  vient 

m  n  _  p 

~T     X      B      cT  ""  „  r  A      B      cT  "  ^  r  A      B      cT 

H-x-^b;-^-c:J     Hi:~b:-"g:J     Hâ:-^b;-c:J 

L'équation  de  la  droite  BC  est 

*      TA        B        cn^rA        B        Cl^fA        B        CT 

Il  s'ensuit  que  le  triangle  ABC  est  conjugué  par  rapport  à  la  conique  H  d'équation 
.JA         B         Cn^TA         B         G"I„TA         B         CT 


1.  Les  coordonnées  du  point  a  sont 
A 


\rA         B         en  BTA         B         en  CfA         B         Cl. 

:;^'L-â:^b:  +  c:J'      67^1x7-17+ c:J'      -c:Hâ:+b7-c7J' 

l'équation  de  Ai  qui  joint  les  deux  points  A  et  x  est 

ic7~  ïïr/^L~x^'Br^  Grj"^\A.  ~G^)y7iT,  ~  07^  c7j 

vB.         A,/:,  La,         b,         c,  J 


Cette  droite  passe  parle  point  M,  on  a  par  suite 

(7"  ~"b;/^L~  âT""  b7~^"g7J"^  Vâ7~  c7/"!^La7'"  b7"^  c7j 

/  B         A  \  :„  r  A         B         Cl        . 

-(B7-x).rLx7^B7-c7j  =  "^ 

il  en  résulte  que  les  sommets  du  triangle  ABC  sont  sur  la  conique  r  d'équation 
/C         B\         TA  B         Cl/A         C\         TA         B         Cl 

te-B7)"n~X^B7-^c7j-^ll7~ïï7)''»=l7r-lî7^i::J 

/  B         A  \         TA         B         Cl 

^(b7-â:)-4â7-^-57-c7J  =  '- 

Cette  conique  est  circonscrite  au  triangle  de  référence,  et  la  relation  (3)  montre  qu'elle  passe  par  le 
point  M. 

2.  Les  deux  droites  AD  et  BC  forment  un  couple  de  tiroites  passant  par  l'intersection  de  S  et  l"; 
connaissant  l'équation  de  AC,  on  en  déduit  celle  de  AD. 

(4)    A^r_A^±^Ai_,j.xrA_±__Ai^A^rA^_Ë__iLi=o. 

^'         A,   X,  1       A,        B.  ^  C,  J       B,   y.  La.        B.        C.  J       G.   :.  L  A.        B.        C,  J 

Soient  a,  b,  c,  les  coordonnées  du  point  D. 
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La  conique 

A        TA         B         en        B^TA         B         CT        C        TA         B  €!„ 

Â7"4~Â;  +  B7^crJ+B7HA7-Br-^crJ  +  cr'^4Âr+Br-c7j=-'^ 

passe  par  le  point  A  d'après  (4)  ;  elle  passe  par  D  d'après  (2)  ;  elle  est  de  plus  circonscrite  au  triangle 
de  référence  :  c'est  donc  la  conique  r.  En  identifiaot  avec  l'autre  équation  de  r,  il  vient 

j: B_  A C_  B^       A_ 

x„     Cl         Et     _   1/,,  Al        C,     _    ;„   El  ~  17 

Al  B,  cT 

Les  coordonnées  a,  b,  c  du  point  D  sont 

a''"U,~b. ''       B ''"U.    cj'        c'"VB.    à;/' 

Lorsque  le  point  D  décrit  la  conique  S,  le  point  M  décrit  la  courbe  dont  l'équation  est 
.    ,  A?  /  C         BV      „  ,  BJ  ,    A         G  \  -      ^  ,  Cr  /  B  A  Y      « 

^^"Â^(c7-^) -«^V^^-c:)  ^^^VIbt-ât)  ="' 

en  remarquant  que  la  relation  [i)  peut  s'écrire 
l'équation  de  cette  courbe  devient 


qui  représente  une  conique  passant  par  les  points  communs  à  S  et  S. 

3.  Les  droites   BG  et  EF  sont  polaires  de  A  et  D  par  rapport  à  H,  leur  point  d'intersection  I  est 
le  pôle  de  la  droite  AD  par  rapport  à  cette  conique.  Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  de  l,  on  a 

Ai^xi  =  B,i/.Vi  =  C,::,. 
Lorsque  le  point  A  décrit  la  conique  S,  le  point  I  décrit  la  courbe  dont  l'équation  est 

quartique  ayant  pour  points  doubles  les  trois  sommets  du  triangle  conjugué  commun.  La  position  du 
point  D  est  la  même  quel  que  soit  le  sommet  du  triangle  que  l'on  prenne  puisqu'elle  dépend  exclusi- 
vement de  celle  de  M  et  des  coniques  S  et  S. 

11  en  résulte  (jue  l'équation  (.'>)  représente  le  lieu  des  points  d'intersection  de  la  droite   EF   et  des 
trois  côtés  du  triangle. 

Soient  x,  ;/,  :  les  coordonnées  du  point  P  commun  à  BC  et  à  la  tangente  en  A  ;i  S,  on  a 

AiXi  ^-  Bi/j/i  -+-  Cî^i  —  0, 
.      TA         B         Cl„rA         B         G-|_rA         B         CT. 

On  tire  de  là 

Axj'i  Bi/i/i  G::, 


B_^~   '^_A~  A L 

T,        TÏT         '^~  Al  A,         B, 

Lorsque  le  point  A  décrit  la  conique  S,  le  point  P  décrit  la  courbe  dont  ri-quation  est 

/±_AV    f-^-AV    (±-^Y 

l  Bi      C.  /      U.      aJ       Va.      b.  / 

Ax-=  B;/'  C:- 

quartique  dont  les  points  doubles  sont  les  sommets  du  triangle  conjugué  commun  à  S  et  i;. 
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4.  Soient  «,  u,  n'  les  coordonnées  de  la  droite  AD,  on  a 


A,  L      A,  ^  B,  "^  C,  J  B,  L  A,        B,  "^  C,  J  C,  L  A,        B,        G,  J 

enveloppe  la  courbe  dont  l'équati 

_A^r__A_        B^      _G_T-        B^    r_A_       JB_      _C_1'         C^    r  A        Jî ^T^q- 


Lorsque  le  point  A  décrit  la  conique  S,  la  droite  AD  enveloppe  la  courbe  dont  Téquation  tangen- 
tielle  est 

_A_        B^       _G_T-        B^    r_A_       JB_      _C^ 

17"^  bT"^  gTJ  "^  Bf^l  X~  b,  "^  G, 

simplifiant  en  tenant  compte  de  la  relation  (1),  l'équation  précédente  devient 

A^         _ËL      _^ 
Aiir         Biu-  "^  CiW- 

D'après  ce  qui  a  été  dit  au  numéro  3,  cette  courbe  est  l'enveloppe  des  droites  DA,  DB,  DG. 
C'est  une  courbe  de  la  quatrième  classe,  les  côtés  du  triangle  conjugué  commun  à  S  et  S  sont  les 
tangentes  doubles.  Il  est  évident  à  priori  que  cette  courbe  est  la  polaire  réciproque  de  la  courbe  (5)  par 

rapport  à  la  conique  H. 

Louis  SAYOUS,  professeur  à  Saint-Girons. 
Bonne  solution:  M.  .1.  Haag. 


=  0. 
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1303.  —  On  tonsidcre  un  point  malèriel  pesant  M,  de  musse  7n,  suspendu  par  un  fil  sans  poids  à  un 
point  fixe  0.  Soient  l  la  longueur  du  fil,  Os  la  verticale  descendante  du  point  0. 

On  suppose  que  par  un  vioijen  quelconque  le  plan  vertical  sOM  tourne  d'un  mouvement  uniforme  au- 
tour de  0:  avec  la  vitesse  angulaire  m.  Montrer  que  OM  ne  peut  décrire  un  cône  de  révolution  autour  de  0: 
que  si  (1)  est  supérieure  à  un  certain  nombre  fixe  qui  dépend  de  l  et  de  g.  Trouver  alors  le  demi-angle  au 
sommet  du  cône,  la  force  centrifuge  qui  agit  sur  le  point  M  et  la  tension  du  fil. 

Trouver  la  vitesse  de  rupture  sachant  que  la  tension  maximum  du  fil  est  égale  à  20  fois  le  poids  du 
point  M. 

Lorsque  le  plan  ïOM  tourne  d'un  mouvement  uniforme  autour  de  0;,  le  point  M  est  soumis  à  l'action 
de  trois  forces  :  son  poids,  mg  ;  la  force  centrifuge,  F  ;  et  enfin  la  traction  exercée  sur  lui  par  le  fil  et 
qui  est  égale  à  la  tension  T  du  fil.  Celle-ci  étant  indéterminée  au-dessous  d'une 
certaine  limite,  le  mouvement  uniforme  indiqué  sera  réalisé  lorsque  les  deux 
forces  mg  et  F  auront  leur  résultante  dirigée  suivant  la  direction  OM  ;  or  il  suffit, 
pour  cela,  que  les  projections  de  ces  deux  forces  sur  la  normale  à  la  droite  OM 
soient  égales  et  opposées,  ce  qui  donne 

mg  sin  s»  =  F  cos  o. 

w*''^  > 

D"autre  part,  la  force  centrifiia;e  F    est   égale    a     ou    mpio-  ;    mais 


0 

// 

/? 

F      m/ 

y 

mq 

p  =:  isinç;     par  suite, 


Nous  avons  donc  finalement 
ce  qui  donne 


F  =  mw^/sin  o. 
g  =  to-/cos  <?. 
0 

COSO  =:    — rr-- 
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Telle  est  la  valeur  du  demi-angle  au  sommet  du  cône  de  révolution  que  décrit  OM  dans  le  mouve- 
ment signalé. 

Pour  que  le  mouvement  soit  possible,  il  faut  évidemment  que  l'on  ait     coso<l,     c'est-à-dire 

/  9  i  1 

">>  Y -r-    Nous  voyons  donc  que    V    -y    est  la  vitesse  angulaire  minimum  au-dessous  de  laquelle  le 

l'a 
mouvement  ne  se  produit  pas.  Si    w  <  SJ  -^,     le  fil  OM  reste  vertical. 

Calculons  maintenant  la  tension  :  cette  force  est  égale  à  la  somme  des  projections  de  F  et  de  mg 
surOM.  Nous  avons  donc 

T  =  mg  cos  o  +  F  sin  9, 
ou  T  =  mi^g  cos  o  -t-  m-1  sin-  o). 

Comme  d'autre  part    cos  ^p  =  ~T7'     nous  avons 


^-"{in^-'-il) 


ou  T  =  mu>H. 

Telle  est  la  tension  du  lil  dans  l'état  d'équilibre  relatif  signalé. 

Pour  qu'il  y  ait  rupture,  il  faut  que 

mio-/  =  207r)(/, 
c'est-à-dire 

(2)  —  \/^- 

Bonnes  solutions.  —  MM.     Amblard,    Conilucteur    des   f'onls  el  Chaussées   .i   Ruines   (Cantal)  ;  J..    Rod»  et   Dorand,    à 
Toulouse. 
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1361.  —  Soient  1,  j,j-  les  trois  racines  de  ré(|uation    x^  —  1  =0. 
Former  une  fraction  rationncllo 

dans    laquelle    \{x)   désigne  un    polynôme    entier  du  quatrième   dejrré    qui    s'annule   pour    x  =  0    et  pour 
œ  = — 1,     el  tel  que  la  fraction   R(j;)  ait  pour  partie  fractionnaire     -r -\ t -\ _  .„      et  en  outre  que 

R(x) 

ait  pour  limite  3  quand  x  devient  infini. 

Calculer  alors  l'intégrale 

f\\{x)dx 
et  la  dérivée  n'  de  lt(!c). 

Donner  ensuite  lesdéveloppements  de  H(a;)  en  séries  ordonnées,  l'une  par  rapport  aux  puissances  croissantes 
de  X,  l'autre  par  rapport  aux  puissances  décroissantes. 

E.  H. 

1362.  —  De  chaque  point  M  de  la  conique 

a-         0- 
on  abaisse  sur  les  axes  les  perpendiculaires  MP,  MO-  l-cs  droites  telles  que  PU  sont  normales  à  la  conique 

é''  "^  0="  ~     c*    ■ 

(i.    FONTKISÉ. 
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DEUXIEME   PARTIE 


ÉCOLE  DES  MINES  DE  SAINT-ÉTIENNE  {Concours  de  1903) 


Physique. 


1284.  —  Soit  un  circuit  électrique  alimenté  par  une  source  S.  Dans  ce  circuit  sont  intercalés  :  1°  Un 
fil  AB   en  platine  dont  la  longueur  est  de  1™  et  le  diamètre   1mm;  2°  Un  voltamètre   V.    On  fait  passer  le 

1 

courant,    dont    l'intensité     reste     bien     constante    pendant     -—    heure.   La  quantité  de   chaleur  dégagée 

pendant  ce  temps  dans  le  conducteur  AB   est  de  200,84  calories  (calories-grammes) . 

On  demande  : 

1°  La  résistance  du  conducteur  AB  exprimée  en  ohms. 

2°  L'intensité  du  courant  exprimée  en  ampères  (ampères  légaux). 

3°  Le  volume  de  gaz  dégagé  dans  le  voltamètre  V  mesuré  àla  température  et  A  la  pressiondu  laboratoire. 

Données  numériques:  Température  du  laboratoire:  13°;  Pression  barométrique:  722'""%7  ;  Force 
élastique  maxima  de  la  vapeur  d'eau  à  15°  :  12mm^7  ;  Equivalent  mécanique  de  la  calorie  :  4,18  joules  ; 
Masse  atomique  de  l'argent  :  108  ;  Résistivité  du  platine  :  9,lo8  microhms-centimétres. 

1'  La  résistance  d'un  conducteur  est  proportionnelle  à  sa  longueur  et  inversement  proportionnelle 
à  sa  section  ;  la  résistance  du  fil  de  platine  est  donc,  en  microhms, 

9,158  X  100  Xt^^^qj-  =  116600, 

ce  qui  fait  en  ohms  R  =  0,1166. 

2°  Calculons  maintenant  l'intensité  du  courant  en  appliquant  au  fil  de  platine  la  loi  de  Joule 

w  =  mn. 

Le  nombre  de  joules  équivalant  à  la  chaleur  dégagée  est 

W=  200,81x4,18, 

et  la  durée  de  l'expérience,  évaluée  en  secondes,  est 

l  =  1 800. 

Remplaçons  R,  W  et  /  par  leurs  valeurs  et  Ton  trouve,  en  ampères, 

I  =  2. 

3°  Onsaitqu'un  ampère  libèrepar  seconde  lminf?j  18  d'argent,  2ampèresen  1800 secondes  libéreraient 

4024,8 
4024,8  ou    —     '      =  37,207  milli-atomes.     Dans  le  voltamètre,  les  gaz  libérés  seront  des  quantités 

équivalentes  d'hydrogène  et  d'oxygène,  c'est-à-dire  37,207  milli-atomes  d'hydrogène  et  18,633  milli- 
atomes  d'oxygène,  en  tout  55,9  milli-atomes  de  gaz.  Or,  le  volume  milli-atomique  dans  les  conditions 
normales  est  de  lli^", 2.  Le  volume  des  gaz  dégagés  serait  donc,  dans  les  conditions  normales,  oo,9xH,2. 
Mais  la  température  est  de  15"  et  la  pression  est  la  différence  entre  la  pression  totale  722,7  et  la  pression 
maximum  de  la  vapeur  d'eau,  12,7,  soit  710.  Le  volume,  dans  ces  conditions,  sera 

55/J  X  H  '^  X  (  1  +  ^)  X  ^  =  707CC. 

Mathématiques . 

1285.  —  On  donne  sur  l'axe  Ox  deux  points  X  et  C  d'abscisses  a  et  c,  sur  l'axe  Oy  perpendiculaire 
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à  Ox  un  puint  B  d'ordonnée  b.  On  considère  le  trianrjle  ABC.  //un  point  M  prix  sur  AB,  on  mène  une 
parallèle  à  AC  qui  rencontre  BG  au  point  N.  De  N,  on  abaisse  une  perpendiculaire  A  sur  la  droite  MG. 
0)i  étudiera  la  famille  des  droites  A  engendrées  par  le  déplacement  de  M  sur  la  droite  AB  indéfiniment 
prolongée. 

l"  Montrer  qu'en  tout  point  du  plan  passent  deux  droites  A.  Equation  aux  coefficients  angulaires  de 
ces  droites.  Discussion. 

2°  Lieu  des  points  pour  lesquels  les  droites  S  font  un  angle  donné,  un  angle  droit  en  particulier. 

3°  Démontrer  que  les  droites  A  sont  tangentes  à  une  parabole. 

't°  On  cherchera  le  lieu  du  foyer  de  celte  parabole  : 

a)  quand,  B  et  il  restant  fixes,  A  se  déplace  sur  l'axe  des  x; 

b)  quand,  A  et  B  restant  fixes,  G  se  déplace  sur  l'axe  des  x  ; 

c)  quand,  Ç,  et  \  restant  fixes,  B  se  déplace  sur  l'axe  des  y. 

5°  Lieudu point  Q,  intersection  de  MC  avec  la  droite  A  correspondante,  quand  M   se  déplace  sur  AB 
indéfiniment  prolongée.  Discuter. 
Cas  où  l'angle  en  B  est  droit . 

Nous  allons  chercher  l'équation  d'une  droite  A  en  fonction  de  son  coefficient  angulaire  t.  La  droite 

1 

MG  correspondante  a  pour  coefficient  angulaire 1     son  équation  est    x  -^ty  —  c  —  0,    et  nous 

aurons  les  coordonnées  du  point  M,  commun  aux   droites  MC  et  AB,  en  résolvant  les  équations 

x-i-ty—c=iO,  —-(--^—1  =  0. 

^  a        b 

hic a) 

Nous  trouvons  pour  ordonnée  de  ce  point    y=  — i    par  suite,  l'équation  de  la  droite  MN  est 

{bt  —  a)y  —  b{c  —  a)  =  0, 
et  comme  la  droite  A  passe  par  le  point  N,  intersection  de   MN  et  BC,  l'équation  de  cette  droite  est  de 
la  forme 

hx  -^-cy  —  6c-(-  '/.  (bt  —  ci)y  —  b[C  —  a)]  =  0; 
il  suffit  alors  de  déterminer  À  de  manière  que  le  coefficient  angulaire  de  cette  droite  soit  égal  à  /.  Nous 

trouvons  ainsi 

_     ct-hb 

~  t(bt  —  a)  ' 

et,  en  remplaçant  >>  par  cette  valeur  dans  l'équation  qui  précède,  nous  obtenons  l'équation  générale  des 

droites  A  en  fonction  du  coefficient  angulaire 

(1)  (bt  —  a){tx  —  y)  —  bcf^-i-C't+b{c —a]  =0. 

1.  Cette  équation  est  du  deuxième  degré  par  rapport  à  /  ;  par  suite,  par  tout  point  (x,  y)  du  plan 
passent  deux  droites  A  dont  les  coel'licients  angulaires  sont  les  racines  de  l'équation  (1).  En  ordonnant 
cette  équation  par  rapport  à  t,  elle  devient  I 

(2)  bl'^{x  —  c)  —  l{ax  +■  by  —  c'-)  -+-  ay  -H  b(c  —  a)  =  0. 

Pour  que  ces  deux  droites  soient  réelles,  il  faut  (juo  l'équation  (2)  ail  des  racines  réelles,  ce  qui 

donne  la  condition 

(ax  -{-  by  —  c^)*  —  àb{x  —  c)[ay  -t-  b{c  —  «JJ  >  0. 

Celte  condition  oxprimc  que  le  point  {x,  y)  doit  se  trouver  dans  la  région  positive  de  la  courbe 
définie  par  l'équation 

([»)  (ax  -h  by  —  c-'Y  —  'ib{x  —  c)\ ay  -+■  b{c  —a)\  =  0. 

L'ensemble  des  termes  du  deuxième  degré  est  (ax-hby)'-  —  iabxy  ou  (ax  —  byY;  par  suite, 
cette  équation  représente  une  parabole  P  dont  l'axe  est  perpendiculaire  à  AB.  De  plus,  cette  courbe  est 
tangente   aux  droites       x —^  c  —  0,       ay -i- b{c  —  a)  =  0       aux    points   de   rencontre   avec   la   droite 
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ax-h  b>j  —  c^  =  0.     Celle-ci  est  la  polaire  du  point   E(a,lj)    par  rapport  au  cercle  de  centre  0    et  de 

rayon   OC;    la  droite    x=c    se  construit  aisément  ;  elle  rencontre   AB  au  point    D,    et  la    droite 

ay  +  b(c  —  a)  =  0      est  la 
y  il  parallèle  à  Oa;  menée  par 

le  point  D.  La  parabole  P 
est  ainsi  tangente  aux 
droites  DG  et  DH  aux 
points  G  et  H  ;  elle  est 
bien  déterminée.  Le  point 
D,  intersection  de  deux 
tangentes  rectangulaires 
appartient  à  la  directrice, 
et,  comme  l'axe  de  la  cour- 
be est  perpendiculaire  à 
AB  il  en  résulte  que  la  di- 
_  rectrice  est  précisément 
AB.  De;plus,  le  foyer  F  est 
la  projection  du  point  D 
sur  la  droite  GH. 

Le  point  C(c,  0)  est  dans 

la  région  positive  de  la  parabole  et  aussi  dans  la  région  extérieure,  puisqu'il  est  situé  sur  une  tangente. 
Donc,  pour  que  les  deux  droites  A  qui  passent  par  un  point  du  plan  soient  réelles,  il  faut  que  ce 

point  soit  à  l'extérieur  de  la  parabole  P. 

2.  Soit  [x,  y)  un  point  du  lieu,  les  coefficients  angulaires  /,  et   <j  des  droites   A   passant  par  ce 
point  sont  racines  de  l'équation  (2).  Écrivons  que  ces  droites  font  un  angle  n,  nous  avons 

-    =tgf) 


Or,  nous  avons 


t,  -h  /»  = 


X  -h  by  —  c' 


lit  2  = 

{ax  +  by  —  r'-y- 


\f-  0  =  0. 

ay  -h  b{c  —  a) 


b(x  —  c) 
et  par  suite 

(t,  —  i,)'  =  ((,4-/2)2— 4M2  = 

l'équation  du  lieu  est  donc 

{ax -h  by  —  c-f        i[ay-+-b{c — a)]        \^        ay- 


b[x  —  c) 
4[aj/  -+-  b(c 


■a)] 


b%x  -  c) 


b(x  —  c) 


1 


■b{c  —  a)Y 


i]'tg^0  =  O, 


b^{x—cy-  b{x—c)  L'  b{x  —  c) 

ou  (ax  -hby  —  d)-  —  ib{x  —  c)[ay  -+-  b(c  -  a)]  —  [bx  -h  ay  —  abf  tg^  9  =  0. 

Cette  équation  représente  une  conique  bitangente  à  la  parabole  P  aux  points  de  rencontre  avec  la 
directrice.  Par  suite,  cette  conique  admet  même  foyer  et  même  directrice  que  la  parabole.  On  vérifiera 
aisément  que  cette  conique  est  une  hyperbole. 

Si  l'angle  9  est  droit,  le  lieu  se  réduit  à  la  directrice  AB. 

3.  Pour  avoir  l'enveloppe  des  droites  A,  il  suffit  d'écrire  que  l'équation  (2)  a  une  racine  double  eo 
I,  on  obtient  ainsi  l'équation  de  la  parabole  P.  Par  suite,  cette  parabole  est  l'enveloppe  des  droites  A. 

4.  Le  foyer  de  la  parabole  P  est  comme  nous  l'avons  vu  la  projection  du  point   D  sur  GH  :   par 
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suite,  ce  foyer  est  déterminé  par  les  deux  équations 

,3.  (    ax^by-c^  =  0,  (GH) 

^  \    bx^ay+  b(a  —  2c)  =  0.  (DF) 

a)  Éliminons  a  entre  ces  deux  équations,  nous  obtenons  sans  difficulté 

b-  -^  c- 

x^  -t-  y^  —  '2cx  —  y ; 1-  c-  =  0  ; 

j  ^        b 

cette  équation  représente  un  cercle  tangent  à  Ox  au  point  C  et  passant  par  le  point  B. 

b)  Éliminons  c  entre  les  équations  (3)  nous  avons 

[bx  —  ay  H-  abf  —  W{ax  -+■  by)  =  0. 
Comme  les  droites    6x  —  ay -1- aè  =  0,    ax  +  by^O    sont  perpendiculaires,  ce  lieu  est  une  para- 
bole admettant  la  première  pour  axe  et  la  deuxième  pour  tangente  au  sommet.  L'axe  est  la  droite  symé- 
trique de  AB  par  rapport  à  Oy,  et  la  tangente  au  sommet  est  la  perpendiculaire  à  cette  droite  menée 
par  l'origine. 

c)  En  éliminant  b  entre  les  équations  (3)  nous  trouvons 

[x 1  (07  H- a  — 2c) -+-!/'-=  0, 

et  cette  équation  représente  un  cercle  admettant  comme  diamètre  la  portion  de  l'axe  des  x    dont  les 

extrémités  ont  pour  abscisses  —  et     2c  —  a. 
a 

5.  L'équation  du  lieu  demandé  s'obtiendra  en  éliminant  l   entre  l'équation  (1)  de  la  droite    A   et 

l'équation  de  MC,    x -^  <(/ —  c  =  0.     Or,  de  celle-ci  on  tire    t= et  en  portant  cette  valeur 

dans  l'équation  (1)  on  a 

[b(x  —  c)  -H  ay][x(x  —  c)  -\-  y'']  —  bc[x  —  c)-  —  c-(x  —  c)y  -+-  b(c  —  a)y-  =  0. 
On  reconnaît  immédiatement  que  le  point  C  est  point  double  de  cette  courbe  ;  transportons-y  l'ori- 
gine, l'équation  devient 

{x^-^y-)[bx-\-ay)  +  (a  —  c)y{cx  —  by)  =  0. 
Elle  représente  une  cubique  circulaire  admettant  un  point  double  à  l'origine  C,  les  tangentes  en  ce 
point  étant  Cr  et  la  perpendiculaire  à  CB.   La  direction  asymptotique    bx-+-ay=  0    est  parallèle  à 
AB  et  l'asymptote  correspondante  a  pour  équation 

{a-c)b{b^  +  ac) 

*^-^«î/ â^T¥ =°- 

11  est  aisé  de  construire  cette  courbe  en  posant    y  —  tx. 

Si  l'an^lo  B  du  triangle  ABC  est  droit,  on  a  00^=— ÔÂ-ÛG  ou  /'--f-ac  =  0.  Dans  ce  cas,  les 
directions     bx+ny  =  0,     cx  —  hy  —  0     sont  confondues  ;  le  lieu  se  décompose  en  un  cercle  et  une 

droite 

P.    ESTÈVE,  élève  au  pensionnat  Saint-Louis,  à  Saint-Etienne. 

Solution  géométrique.  -  1,  2  et  3.  Nous  allons  démontrer  que  les  liroiles  A  tracent  des  divisions 
homosjrapliiques  >ur  liC  et  sur  la  droite  do  l'intini. 

En  ciVet,  à  tout  point  .N  choisi  arbitrairement  sur  RC  correspond  un  seul  point  M,  une  seule  droite  A  et  par 
suite  un  seul  point  N'  sur  la  droite  de  I  inlini.  ln\ersemcMt,  si  l'on  se  donne  un  point  N'  quelconque  sur  la 
droite  de  l'infini,  ou  ce  qui  revient  au  même  si  l'on  se  donne  une  direction  L,  il  lui  correspond  un  seul  point  N, 
obtenu  en  menant  CM  perpendiculaire  à  1-,  puis  M.N  parallèle  ii  Oa;. 

Il  résulte  de  là  que  la  droite  A  enveloppe  une  couique  tangente  à  BC  et  à  la  droite  de  l'intini,  c'est-à-dire 
une  parabole  tangente  à  BC.  Déterminons  maintenant  les  points  de  contact  de  cette  courbe  avec  BC  et  la  droite 
de  l'intini;  il  faut'^pour  cela  chercher  les  points  homologues  du  point  w.  situé  à  l'intini  sur  BC.  Si  N"  coïncide 
avec  <u,  la  direction  1.  est  parallèle  à  BC,  le  point  M  est  eu  n  sur  la  perpendiculaire  C.u  à  BC,  et  le  point  N 
env.  si  N  coïncide  avec  u,  M  eslii  l'intini  sur  AB  et  .\'  dans  la  direction  perpendiculaire  à  AB. 
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En  résume,  l'enveloppe  est  une  parabole  P  dont  la  direction  asymptotique  est  perpendiculaire  à  AB  et  qui 

est  tangente  à  BC  au  point  v.  Si  l'on  suppose  que  le  point  N  soit  suc- 
cessivement en  C  et  en  B,  on  reconnaît  aisément  que  la  parabole  est 
tangente  aux  droites  CI  et  B(  respectivement  perpendiculaires  à  Ox  et 
BC.  Comme  les  tangentes  menées  par  le  point  B  à  la  parabole  sont 
rectangulaires,  la  directrice  passe  par  le  point  B;  d'autre  part,  l'axe 
étant  perpendiculaire  à  AB,  la  directrice  est  précisément  la  droite  AB. 
Nous  avons  ainsi  plus  d'éléments  qu'il  n'en  faut  pour  construire  la 
parabole. 

Le  raisonnement  est  en  défaut 
si  le  point  lo  coïncide  avec  son  ho- 
mologue. Pour  qu'il  en  soit  ainsi, 
il  faut  que  le  point  ■/  soit  à  l'intini, 
ou  que  l'angle  ABC  soit  droit.  [)ans 
ce  cas,  la  droite  A  passe  par  un 
point  fixe.  On  peut  d'ailleurs  le  dé- 
montrer directement.  Soit  en  effet  D 
le  point  de  rencontre  de  .\B  et  de  la 
perpendiculaire  à  Ox  menée  par  le 
point  C.  Dans  le  triangle  CMD,  CB 
et  .MN  sont  deux  hauteurs,  donc  la  troisième  hauteur  est  DN,  elle  est  perpendiculaire  à  BC.  C'est  une  droite 
A.  On  voit  ainsi  que  toutes  les  droites  A  passent  par  le  point  D.  Nous  écarterons  ce  cas  particulier. 

Par  un  point  quelconque  K  du  plan  passent  deux  droites  A,  ce  sont  les  tangentes  menées  du  point  K  à  la 
parabole  P  ;  ces  droites  sont  réelles  si  le  point  K  est  extérieur  à  la  parabole. 

Cherchons  le  lieu  des  points  pour  lesquels  les  droites  A  font  un  angle 
donné  6. 

Étant  donnée  une  parabole  de  foyer  F  et  de  directrice  D,  on  sait  que  pour 
mener  d'un  point  K  des  tangentes  à  cette  courbe  on  trace  le  cercle  de  centre  K 
et  de  rayon  KF,  qui  rencontre  la  directrice  aux  points  H  et  H',  puis  du  point  K 
on  abaisse  KT  et  KT'  perpendiculaires  sur  KH  et  FH';  KT  el  KT'  sont  les  tangen- 
tes cherchées. 

L'angle  9  de  ces  deux  tangentes  est  la  moitié  de  l'angle  HKH'j  donc  en  abais- 
sant KL  perpendiculaire  sur  D,  on  a 

fîTr  =  HKL  =  6; 
mais  le  triangle  rectangle  HKL  donne    KL  =  KH  cos  0  =  KFcosO,    ou 
KF  _       1 
KL   ~   cosO 
Le   lieu    du   point  K  est  donc    une 
conique  ayant  pour  foyer  le  point  F,  pour  directrice  correspondante  la 

droite  D  et  pour  excentricité     r-      Comme  cette  quantité  est  plus 

^  cos  fi 

grande  que  1,  cette  conique  est  une  hyperbole.    Dans  le  cas  particulier 
où    6  =;  -^,    l'angle  HKH'  est  égal  à  iz,  le  point  K  est  sur  la  directrice. 

4.  Le  foyer  F  de  la  parabole  P  est  à  l'intersection  des  droites  QF  et 
BF  symétriques  de  la  directrice  AB  respectivement  par  rapport  aux  tan- 
gentes CI  et  BC.  D'ailleurs,  ce  foyer  est  aussi  sur  le  cercle  circonscrit  au 
triangle  BCI  puisque  les  côtés  de  ce  triangle  sont  tangents  k  la  parabole. 
Comme  l'angle  IBC  est  droit,  IC  est  un  diamètre  du  cercle,  par  suite  le 
cercle  est  tangent  à  Ox  au  point  C.  Soit  B'  le  point  de  rencontre  de  BA 
et  du  cercle,  le  point  F  est  symétrique  de  B'  par  rapport  à  IC. 

a)  Si  le  point  A  varie  sur  Oa-,  le  lieu  du  point  F  est  le  cercle  circons- 
crit au  triangle  BCI. 

b)  Supposons  que  C  se  déplace  sur  Ox.  .-^baissons  BH  perpendiculaire  sur  CF,  et  prolongeons  celte  droite 
jusqu'à  son  point  de  rencontre  K  avec  QF.  Le  point  C  étant  le  point  de  concours  des  bissectrices  du  triangle 
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BFQ,  on  a     BH  =  HK.    D'autre  part,     BCF  =  BAC    comme  ayant  même  mesure,  par  suite,  les  triangles  rec- 
tangles OBA,  HBC  sont  semblables,  et  comme  le  quadrilatère  BOHC  est  inscriptible,  on  a 

îfoc  =::  HBC  =  OBA  =  constante. 

Donc  le  lieu  du  point  H  est  la  droite  OH  qui  est  perpendiculaire  à  FQ  ;  par  suite,  le  lieu  du  point  E  est  la 
droite  B|K  perpendiculaire  aussi  à  FQ  et  passant  par  le  point  B,,  symétrique  du  point  B  par  rapport  au  point  0. 

Comme  on  a  BF  =  FK,  le  lieu  du  point  F  est  une  parabole  ayant  pour  foyer  le  point  B  et  pour  direc- 
trice la  droite  BiE.  Laxe  de  cette  parabole  est  la  symétrique  de  AB  par  rapport  à  Oi/. 

c)  Quand  le  point  B  décrit  Oy,  on  a  constamment  AB.AB'  =  AC",  donc  le  point  B'  décrit  un  cercle,  figure 
inverse  de  Oy  par  rapport  au  point  A,  la  puissance  dinversion  étant  AC^  Par  suite,  le  point  F  décrit  le  cercle 
symétrique  de  celui-là  par  rapport  à  Cl. 

5.  Le  point  de  rencontre  de  MC  et  de  A  est  la  projection  de  C  sur  A  ;  par  suite,  le  lieu  demandé  est  la 
podaire  du  point  C  par  rapport  à  la  parabole  P.  Ce  lieu  est  une  cubique  circulaire  admettant  le  point  C  pour 
point  double,  les  tangentes  en  ce  point  étant  les  perpendiculaires  au.K  tangentes  CB  et  CI  menées  du  point  C  à 
la  parabole  P. 

Dans  le  cas  particulier  où  l'angle  ABC  est  droit,  les  droites  A  passent  par  un  point  fixe  D  ;  le  lieu  est  alors 
le  cercle  qui  a  pour  diamètre  CD. 

En  étudiant  analytiquement  ce  cas  particulier,  on  trouve  que  le  lieu  se  compose  d'un  cercle  et  d'une  droite. 
C'est  qu'en  effet  l'enveloppe  des  droites  A  se  réduit  k  deux  pomts,  le  point  D  et  le  point  uj  à  l'infini 
sur  BC.  Quand  la  droite  A  passe  par  le  point  D,  le  lieu  est  le  cercle  de  diamètre  CD  ;  si  la  droite  A  passe  par  le 
point  u),  le  lieu  de  la  projection  de  C  sur  cette  droite  est  la  perpendiculaire  à  BC  menée  par  le  point  C. 

J.  HAAG,  élève  à  l'École  normale  supérieure. 
Bonnes  solutions  par  MM.  R.  Bodvaist  ;  D.vallor  Lecrau  ;  Pabrod,  à  Vesoul  ;  Rosenbebg  Yeno,  à  Budapest. 
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Géométrie  analytique  à   trois  dimensions  (suite.) 

2835.  —  Que  représentent  les  équations 

(ai'  +  y')z  =  i,  {y-l)-  =  Z(x'--^z'), 

[x'  +  y-)'  =  z\  :  =  e^°*r, 

s  =  L{x^  ■+■  v'),  x^  +  y-  =  v/1  — s'  '? 

2836.  —  Èquntion  de  la  sphère  en  coordonnées  rectangulaires.  —  Cône  circonscrit  ayant  pour  sommet  l'origine . 

2837.  —  Que  représente  l'équation      (x  —  «)> -^  (y  —  g)* -<- (z  —  y)' —  1  =0?—     Équation  du  cône  circonscrit:"»  cette 
sphèrf  suivant  le  plan    s  :=  X. 

2838.  —  Équation  du  cône  circonscrit  à  la  sphère    a-' -i- 1/' -^  (;  —  4)«  —  4  =  0     le  Ions;  du  panUlèle     s  =3. 

2839.  —  Équation  du  cylindre  circonscrit  à  la  sphère     x»  -i-  y'  -t-  :'  —  R'  =  0     et  dont  les  génératrices  sont  parallèles 

a  la  droite   —   =  --  =  —  ■ 
»  ?  f 

2840.  —  liue  représentent  les  équations 

(j:  cos  a  -f-  y  cos  p  -f-  3  ces  Yl'  —  1  =  0,  (x  cos  a  -(-  y  ces  p  4-  5  ces  y)'  —  (x'  -t-  5/'  -■-  :')  =  0, 

X!/=S',  X'-4-J/==XÎ, 

X'  —  z'  —  xy  =  0,  ly  +  yz-^sx  =  0, 

x'  +  y'  =  SX,  (X  -  a)'  -t-  {x—a){y  _  ?)  -h  (:  -  v)=  =  o, 

x'=y-^-z,  y'  =  x-hz, 

x'  4-  2xy  -+-v»+s  =  0,  xy-t-j/2-l-x  =  0    (Génératrices  rectilignes), 

x"  -f-  î/»  =  3z,  x*  —  :»  =  y, 

xy  =  x-t-2-*-y-*-i,  x'-l-x|/  — !/«-+-s-+-!/  =  0, 

«•4-y'  — 2x-f-a!-i-j/ =  0,  xy  + -.'8/3  -  33X -♦- *  =  0, 

xy-*-yz-hzx—x  —  y  =  0,  x' -  y' +  zy -^^  x -^- y  =  6, 

afl  —  y'  +  ix-hzy-h\=:0,  x'-hxy-t-yz  +  x-^-z  =  0, 
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a;-+a;3 +2i/=  +  a;+ 3  =  0.  x'-hxy+yz-i- s -hy  =  0, 

x'-hy'  —  zx  +  x+y  =  0,  x'  =  {y-hl){z — 1), 

a;»  =  (y  — 1)(:h-1),  (x  —  z  +  2y  —  i)'  +  zx  =  0, 

(y  —  x —  ip  —  a;-  —  ;'-  =0,  x'  —  y'-  -+- (z  —  x)(z  —  j/)  =  0, 

(a;+!/  +  i)(x-i/— l)  —  i:a;^ +  ?/'+=-)  =  0.  {x+ y){x  +  z)  =  z, 

{x-hy  -h  iiix^y  —  3)'hz  =  0.  {x  —  i){z  +  x—  1}  =  y, 

{x-^y  +  \](x  — y  —  l)  + z  =  0,    "  (x-hy +  l){x  —  y  —  l)-hz-h\  =  a, 

[x -h  2y)(3z  —  X  +  1)  =  3,  x{y  —  x-hz  +  i)=y-t-Z, 

(x-\-y  -hi]{x+y  —  5)  +  z  =  0,  ^x-ty  +  l){x  —  z-i-i)  —  l=0^ 

{x-hy  —  i)iix  —  z-hl)—l  =  (i. 

2841.  —  Qut!  reijri'sente  l'équation    x'  —  ixy —  z-  -^  x  —  s  ^  0  ?  —    Équation  ^lu  cylindre  circonscrit  à  cette  surface 
et  de  génératrices  iiar;illMi'S  à  O2. 

2842.  —  Que  représentent  les  équations 

z  =  a;  ±  sj'xy,  y  =  z  +  x  ±  ^Jx-  +  1 , 


c  =  2a;  +  )/  rt  \/xy  +  1 ,  z  =  x  ±  ■^x-  +  y^  —  1 , 

3  =  3a;  +  4  ±  \/[x—\)--+  («/  — 2)^  —  4,  y  =  x  ±  \/z'i 

2843.  -  Lieu  engendré  par  la  droite    x  -\-\y  =0,    Xs  +  a;  =  0    quand  X  Tarie. 

2844.  —  Même  question  pour  les  droites  suivantes  : 

1°  x  +  \y-\-z-^i  =0,  2a;— 3(/-+-X  =  0; 

2°  x+y+\z-\-i  =<i,  s  +  X(a;  — i/  — 3)  =  0; 

3»  ix-h\y  —  Zz  =  0,  4a;  +  2y  +  /,3  =  0  ; 

4°  a;  + J/  +  2X3  + 1  =  0,  43  H- X(a; -H  2/ —  2)  =  0  ; 

5°  a;  +  2!/— 3).3  +  i  =  0,  ),(,f  — :  +  2)  +  3  =  0; 

6°  X'  +  X3  + J-+ !/  — 4  =  0,  \(x  +  y]—z  —  i  =  IS; 

1°  a;4-?/  +  ^s  +  ^"  =  0,  \  +  x  +  y-^z  +  i.r=i(s. 

2845.  —  Étude  des  génératrices  rectilignes  des  surfaces  suivantes  : 


a? 


x-  —  a;,y  +  3  —  y  +  x  =1  0,  .r-  —  y-  +  z  =  0. 

x'~        y-        Z' 

2846.  — Sections  planes  de  l'hyperboloïde    ~^  +  -r. j 1=0.    —  Les  sections  planes  d'un  hyperboloïde  et  de 

son  cône  asymptote  sont  homothétiques. 

2847.  —  Étudier  les  sections  de  la  surface    x-  —  z-  ^  y    par  un  plan  contenant  Or. 

2848.  —  Lieu  des  centres  des  sections  planes  parallèles  d'un  ellipsoïde. 

2849. — On  donne  la  surface    x- —  y-  —  z  =0.     —  Plan  diamétral  conjugué  de  la  direction  2,  ,3,  y.  —  Diamètre  conjugué 
du  plan    a;  +  (/  +  3  —  0 . 

2850.  —  Relations  entre  les  cosinus  directeurs  de  trois  diamètres  conjugués  dans  l'iijperboloïde 

2851.  —  Condition  pour  que    f{x,  y,  z)  +X  =  0    représente  un  cône.  —  Appliquer  à 

x^  —  2xy  +z^  +  x  +  y-k-z  +  X  =  0. 

2852.  —  Cône  asymptote  de  la  surface    x'  -hxz  —  y-  +  x  —  y  =  0. 

Mécanique  (M.  Godilly). 

2853.  —  Expliquer  comment  la  machine  d'Atwood  donne  la  vitesse. 

2854.  —  On  donne  une  loi  de  vitesse    »  =  f(t).  —    En  déduire  l'espace  et  l'accélération.  —  Application  : 

v=  -^('— «■-. 

2855.  —  Étant   donnée  l'équation    s  =  6(^  —  19(  +  10    représentant  le  mouvement  d'un  point   sur  une  trajectoire 
connue,  tracer  le  diagramme  des  espaces. 

2856.  —  Soit    s  =  sin  t    la  loi  du  mouvement  d'un  mobile  sur   une  trajectoire  quelconque    — Construire:  1°  le  dia- 
gramme des  espaces  :  2»  le  diagramme  des  vitesses. 

2857.  —  Mouvement  représenté  par  l'équation    a;  =  A  ces  ut-t- B  sin  uf . 

2858.  —  On  donne  deux  axes  rectangulaires.  Une  droite  parallèle  à  l'axe  des  temps  représente  le  diagramme   des 
accélérations.  —  lin  déduire  le  diagramme  des  vitesses. 

2859.  —  Deux  points  se  déplacent  sur  une  même  trajectoire  suivant  les  lois    «1  =;  3(*  +  S< -t- 6,    S:  =  61'  — Ht -h  A,— 
Trouver  le  temps  où  leur  distance  est  maxiraa  ou  minima.  —  Vitesse  relative  des  deux  mobiles  à  cet  instant. 
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28B0    —  Traiectoire,  vitesse  et  accélération  des  mouvements  définis  par 

x=it-5,  )/  =  r-(-t-3, 

x  =  t  —  l,  y  =  3t- —  it -*- i2: 

X  =  3t-i,  y  =  ti  —  t->-i. 

Accélération  tangentielle  et  accélération  normale. 

2861 .  —  Trajectoire  et  loi  du  mouvement  d'un  mobile,  sachant  que 

»j-  =  2(  ^  1 ,  v„  =  4 

et  que  le  mobile  est  à  l'instant  initial  placé  à  loriglne. 

2862.  —  Trajectoire,  vitesse  et  accélération  du  mouvement  défini  par 

a;=acosfc(,  j/  =  asin6(. 

Trouver  la  vitesse  angulaire. 

2863.  —  Composition  de  deux  mouvements  vibratoires  de  même  période  sur  deux  axes  rectangulaires. 

2864.  Condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  dans   un   mouvement  l'accélération  soit  ;  1°  constamment  tan- 
gente :  2°  constamment  normale  à  la  trajectoire. 

2865.  —  Accélération  dun  corps  décrivant  une  circonférence  de  rayon  connu  avec  une  vitesse  uniforme  connue. 
2S66.  Accélération  d'un  point  matériel  décrivant  une  circonférence  donnée  dun  mouvement  uniformément  varié, 

s  =z  at'-  -hbt-i-c. 

2867.  —  In  mobile  parcourt  une  circonférence  de  4"  de  rayon,  d'un  mouvement  uniforme,  à  raison  de  deux  tours 
par  minute.  —  Quelle  est  sa  vitesse  angulaire, 

2868.  —  In  point  matériel    de  masse  2  décrit  une  circonférence   de  4">   de  rayon,  d'un  mouvement  uniforme,  avec 
une  vitesse  égale  à  3'"  par  seconde.  —  On  demande  la  force  à  laquelle  ce  point  est  soumis. 

2869.  —  Mouvement  d'un  point  matériel  soumis  à  une  force  constante. 

2870.  —  Hauteur  à  laquelle  arrive  un  point  matériel  pesant   lancé  verticalement  de  bas  en  haut   avec   une  vitesse 
initiale  v. 

2871.  —  Équilibre  d'un  point  matériel  pesant  sur  un  plan  incliné  (sans  frottement). 

2872.  —  Équilibre  d'un  point  matériel  pesant  sur  un  plan  incliné  rugueuv. 

2873.  —  ÉquiUbre  d'un  point  matériel  sur  une  surf,ice  avec  frottement. 

2874.  —  Mouvement  d'un  point  matériel  pesant  sur  un  plan  incliné,  sans  frottement. 

2875.  —  Mouvement  d'un  point  matériel  sur  un  plan  incliné,  partant  du  repos,  et  sollicité  par  une  force  constante  F, 
quand  il  y  a  frottement. 

2876.  —  Etude  de  la  chute  d'un  point  matériel  pesant  sur  un  plan  incliné.  —  Vitesse  du  point  après  une  hauteur  de 
chute  /*.  Uu'iurive-t-il  alors  si  le  plan  incliné  cesse  d'exister  ? 

2877.  —  Composition  de  deux  forces  appliquées  en  un  point. 

2878.  —  Démontrer  que  le  volume  d'un  tétraèdre  est  égal  au  —  du  produit  d'une  des  arêtes  par  le  moment  de  l'arête 
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opposée  par  rapport  à  la  première. 

2879.  —  Démontrer  qu'un  couple  a  même  moment  par  rapport  à  tous  les  points  de  l'espace. 

2880.  —  La  somme  des  moments  de  vecteurs  concourants  par  rapport  à  un  axe  est  égale  à  la  somme  des  projections 
sur  cet  axe  des  moments  des  vecteurs  par  rapport  à  un  point  de  l'axe. 

2881 .  —  Quelles  transformations  peut-on  faire  subir  a  un  système  de  vecteurs,  sans  changer  les  sommes  de  ses  pro- 
jections sur  trois  axes,  ni  les  sommes  de  ses  moments  par  rapports  aux  trois  axes  '? 

2882.  —  Chercher  trois  vecteurs  passant  par  trois  points  arbitraires  et  formant  un  système  équivalent  à  un  système  de 
vecteurs  donné  par  liurs  sommis  de  projections  et  leurs  sommes  de  moments  par  rapjiort  a  trois  axes. 

2883.  —  Quand  un  système  de  vecteurs  a  une  somme  géométrique  nulle  et  un    moment  nul  par  rapport  à  un  point 
de  l'espace,  son  momrnt  e>t  nul  par  rapport  à  tous  les  points  de  l'espace. 

2884.  —  Si  deux  systèmes  de  vecteurs  ont  même  résultante  générale  et  même  moment  par  rapport  à  un  ]ioint  de  l'es- 
pace, ils  ont  encore  même  moment  jiar  r.apport  .i  un  point  quelconque  de  l'espace. 

2885.  —  Trouver  un  vecteur  unique  ayant  même  somme  de  projections  et  même  somme  de  moments  que  deux  vec- 
teurs i)arallèles. 

2886.  —  Conditions  d'équilibre  d'un  solide  soumis  à  l'action  de  trois  forces  extérieures. 

2887.  —  La  pesée  dépend-elle  de  la  position  des  poids  dans  les  plateaux  d'une   balance'.'  —  Condition  de  justesse  d'une 
balance. 

Géométrie  (.M.  Lkvil. 

2888.  —  On  donne  trois  droites  concourantes  dans  un  plan  et  un  point  sur  l'une  d'elles.  —Déterminer  le  triangle  qui 
admet  ce  point  pour  sommet  et  les  trois  droites  pour  bisseilrlces. 

2889.  —  Construire  un  triangle  connaissant  les  trois  médianes  en  position  et  le  sommet  situé  sur  l'une  d'elles. 

2890.  —Mener  une  droite  parallèlr  à  une  direction  donnée,  telle  que  deux  cercles  interceptent  sur  elle  une  longueur 
donnée. 

2891.  —  l.ieu  des  points  d'un  plan  d'où  l'on  voit  deux  cercles  sous  le  même  angle. 

2892.  —  Mener  un  cercle  de  rayon  donné,  tangent  i»  un  cercle  donné  et  à  une  droite  donnée. 
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2893.  —  Axe  radical  de  deux  circonférences.  —  Dans  quel  cas  l'axe  radiral  ne  change-f-il  pas  lorsque,  les  centres  res- 
tant fixes,  les  rayons  des  deux  cercles  varient  ? 

2894.  —  Construire  un  cercle  connaissant  les  longueurs  des  tangentes  menées  à  ce  cercle  de  trois  points  donnés. 

2895.  —  Tracer  un  cercle  passant  par  deux  points  et  tangent  à  une  droite. 

2896.  —  Cercle  tangent  <i  deux  droites  et  passant  par  un  point.  —  Solution  par  l'homothétie. 

2897.  —  Mener  un  cercle  tangent  h  une  droite  et  à  un  cercle  donnés  et  passant  par  un  point  donné. 

2898.  —  Mener  par  un  point  un  cercle  tangent  à  deux  cercles  donnés. 

2899.  —  Mener  un  cercle  tangent  à  deux  droites  et  h  un  cercle  donnés. 

2900.  —  Partager  une  droite  en  moyenne  et  extrême  raison. 

2901 .  —  Construire  une  longueur  x,  telle  que  l'on  ait 

X        b-  X-        m 


I  =  Va'  +  b'c'  ■■  X  =  yô*  -I-  6'  -(-  c'd'. 

2902.  —  Lieu  des  points  de  lespace  pour  lesquels  la  différence  des  carrés  des  distances  k  deux  points  fixes  est  con- 
stante . 

2903.  —  On  considère  deux  plans  P  et  Q  qui  se  coupent.  Lieu  des  points  de  l'espace  pour  lesquels  le  rapport  des  dis- 
tances aux  plans  P  et  Q  est  constant. 

2904.  —  Lieu  des  points  de  l'espace  dont  la  somme  des  distances  à  deux  plans  est  constante. 

2905.  —  Mener  une  droite  de  longueur  donnée,  parallèle  à  un  plan  donné  et  s"appuyant  sur  deux  droites  données. 

2906.  —  Une  droite  se  déplace  parallèlement  à  un  plan  en  s'appuyant  sur  deux  droites  données.  Lieu  du  milieu  du 
segment  intercepté  entre  ces  deux  droites. 

2907.  —  Combien  y  a-t-il  de  droites  s'appuyant  sur  trois  droites  données  ?  —  Construire  une  de  ces  droites,  telle  que 
les  segments  interceptés  soient  égaux. 

2908.  —  Mener  par  un  point  de  l'espace  une  droite  également  inclinée  sur  trois  directions  données. 

2909.  —  Conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'on  puisse  construire  un  trièdre  avec  a,  b,  c  comme  faces. 

2910.  —  Démontrer  que  dans  un  trièdre,  au  plus  grand  dièdre  est  opposée  la  plus  grande  face. 

2911.  —  Lieu  du  centre  d'un  cercle  tangent  à  deux  cercles  fixes. 

2912.  —  On  donne  une  ellipse  ;  M  un  point  de  cette  ellipse  et  MP  la  tangente  en  ce  point.  Par  le  point  P  où  elle  ren- 
contre le  grand  axe  .\B.  ou  même  la  corde  EF  parallèle  au  petit  axe  :  démontrer  que  P  est  le  milieu  du  segment  EF  inter- 
cepté par  les  droites  MA,  MI!. 

2913.  —  On  donne  une  ellipse  :  soient  .\,  A'  les  extrémités  du  grand  a\e  ;  on  les  joint  à  un  point  M  de  la  courbe.  Mon- 
trer qu'une  perpendiculaire  A  à  AA'  est  divisée  harmoniquement  par  l'ellipse  et  les  droites  MA.  M.V. 

2914.  —  On  considère  un  cercle  de  diamètre  AB  et  une  tangente  à  ce  cercle  au  point  B:  on  prend  le  point  R  variable 
sur  cette  tangente  d'où  on  mène  au  cercle  la  seconde  tangente  RT.  —  Lieu  du  point  de  rencontre  de  la  droite  .\R  avec  l'or- 
donnée du  point  de  contact  T. 

2915.  — Lieu  des  sommets  des  angles  droits  circonscrits  à  une  ellipse  ;  à  deux  ellipses  homofocales. 

2916.  —  On  considère  des  ellipses  égales  qui  restent  tangentes  à  deux  droites  rectangulaires  fixes.  Lieu  du  centre. 

2917.  —  Lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  à  des  coniques  homofocales  menées  par    un  point  P  de  l'axe  focal. 

2918.  —  Construire  une  ellipse  connaissant  un  foyer  et  trois  tangentes  :  —  un  foyer,  deux  tangentes  et  le  point  de 
contact  de  l'une  d'elles. 

2919.  —  Construire  ime  ellipse  connaissant  le  grand  axe  et  un  point  ;  —  le  grand  axe  et  une  tangente  :  point  de 
contact  de  cette  tangente. 

2920.  —  Construire  une  ellipse  connaissant  un  foyer,  le  sommet  correspondant  et  un  point  ;  —  un  foyer,  une  tan- 
gente et  l'extrémité  du  petit  axe  ;  —  un  foyer,  une  tangente  et  deux  points  ;  —  un  foyer,  ileux  tangentes  et  un  point  ;  —  le 
centre,  deux  tangentes  et  la  longueur  du  grand  axe. 

2921 .  —  Lieu  des  pôles  des  cordes  d'une  ellipse  passant  par  un  foyer. 

2922.  —  Lieu  des  foyers  des  ellipses  ayant  deux  directrices  et  un  point  commun. 

2923  —  Construire  une  ellipse  connaissant  trois  points  et  un  foyer  ;  —  trois  points  et  une  directrice  ;  —  les  deux 
directrices,  un  point  et  la  tangente  en  ce  point;  —  le  centre,  une  directrice  et  un  point. 

2924.  —  Tangente  commune  à  deux  ellipses  qui  ont  un  foyer  commun. 

2925.  —  Construire  une  hyperbole  connaissant  un  foyer,  une  asymptote  et  une  tangente  :  —  une  directrice,  une 
asymptote  et  un  point. 

2926.  —  Lieu  des  points  pour  lesquels  la  différence  des  distances  à  un  point  et  à  une  droite  fixes  est  constante. 

2927.  —  Construire  une  parabole  connaissant  le  foyer  et  deux  points;  —le  foyer  et  deux  tangentes;  —  le  foyer,  une 
tangente  et  le  point  de  contact;  —  deux  tangentes  et  la  tangente  au  sommet  ;  —  deux  tangentes  et  leurs  points  de  contact; 
—  quatre  tangentes. 

2928.  —  Construire  une  parabole  tangente  à  un  cercle  en  un  point  donné  et  ayant  pour  axe  une  tangente  à  ce 
cercle. 

2929.  —  Construire  une  parabole  connaissant  le  foyer  et  le  point  où  la  tangente  est  inclinée  à  45°  sur  l'axe. 

2930.  —  Trouver  un  point  de  l'axe  d'une  parabole  pour  lequel  les  deuv  normales  menées  de  ce  point  fassent  un  angle 
donné  V. 

2931.  —  Tangente  commune  à  deux  paraboles  dont  les  axes  sont  parallèles. 

2932.  —  Tangente  commune  à  deux  paraboles  homofocales. 
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2933.  —  Pointsde  rencontre  de  deux  paraboles  homofocales. 

2934.  —  Parabole  consiilérée  comme  limite  d'une  ellipse.  —  En  déduire  le  théorème  de  Poncelet. 

2935.  —  On  considère  une  parabole  de  foyer  F  sur  laquelle  on  fait  rouler  une  parabole  égale  ;  démontrer  que  le 
foyer  de  celle-ci  décrit  la  directrice  de  la  première. 

2936.  —  Lieu  des  foyers  des  paraboles  qui  ontla  directrice  et  une  tangente  communes. 

2937.  —  Mener  par  le  foyer  d'une  parabole  une  cordo  de  longueur  donnée. 

2938.  —  Placer  une  parabole  sur  un  cône  circulaire. 

2939.  —  On  considère  une  c6ne  de  révolution  et  une  sphère  inscrite.—  Combien  peut-on  mener  de  plans  tangents  à 
cette  sphère?  —  Plans  tangents  à  cette  sphère  qui  coupent  le  cône  suivantune  parabole.  —  Lieu  des  foyers  des  sections  par 
un  plan  qui  se  déplace  parallèlement  à  lui-même. 

Géométrie  descriptive  (M.  Lévi). 

2940.  —  .Amener  deux  droites  invariablement  liées  à  être  horizontales  :  —  de  front  ;  —  à  avoir  leurs  projections  ver- 
ticales parallèles. 

2941.  —  Amener,  par  rotations,  deux  plans  invariablement  liés  à  être  verticaux. 

2942.  —  Faire  tourner  un  plan  autour  d'une  droite  de  bout  pour  l'amener  à  contenir  deux  points  donnés   {a,a'),  {b,b). 

2943.  —  On  considère  une  droite  (A,  A)  et  on  demande  de  la  faire  tourner  autour  d'un  axe  vertical,  de  façon  que  sa 
projection  verticale  devienne  parallèle  à  une  direction  A  du  plan  vertical. 

2944.  —  Angle  de  deux  plans  donnés  par  leurs  lignes  de  plus  grande  pente. 

2945.  —  On  donne  deux  droites  P  et  Q  du  plan  horizontal  et  un  point  par  sa  projection  a  et  sa  cote.  —  Trouver 
l'angle  des  deux  plans  ainsi  définis  avec  le  minimum  possible  de  constructions. 

2946.  —  Construire  la  distance  de  deux  droites  graduées. 

2,947.  —  Mener  par  une  droite  d'un  plan,  un  autre  pLan  faisant  avec  le  premier  un  angle  donné  a. 

2948.  —Un  plan  estdéflni  par  unedroile  et  un  point.  —  Parce  point  on  mène  dans  le  plan  une  droite  de  front  : 
mener  par  cette  droite  un  plan  incliné  do  45"  sur  le  premier. 

2949.  —  Mener  par  un  point  u.n'.  un  plan  faisant  un  angle  a  avec  un  plan  de  bout  donné  et  un  angle  p  avec  un 
plan  vertical  également  donné. 

2950.  —  .Mener  par  une  droite  donnée  un  plan  dont  les  traces  soient  à  angle  droit. 

2951.  —  .Mener  par  un  point  un  plan  à  distance  donnée  d'une  droite  donnée. 

2952.  —  Mener  par  un  point  donné  (ou  parallèlement  .a  une  direction  donnée)  une  droite  h  distances  données  de  deux 
points  donnés:  —  d'un  point  et  d'une  droite  donnés;  —  de  deux  droites  données. 

2953.  —  Mener  par  un  point  une  droite  qui  fasse  des  angles  donnés  avec  deux  plans  donnés. 

2954.  —  Mener  par  un  point  une  droite  passant  à  une  distance  donnée  d'une  droite  donn('e  el  faisant  un  angle  donné 
■avec  un  plan  donné  (ou  avec  une  autre  droite  donnée). 

2955.  —  Résoudre  un  trièdre  ronn.aissant  deux  faces  et  le  dièdre  compris; —  deux  faces  et  le  dièdre  ojiposé  à  l'une 
d'elles;  —  les  trois  angles  dièdres  (.solution  directe.) 

2956.  —  On  considère  un  cercle  dans  un  plan  quelconque;  c'est  la  base  d'un  cylindre  dont  on  donne  la  direction  des 
génératrices.  —  Contour  apparent  de  ce  cylindre  (minimum  de  constructions). 

2957.  —  Trois  points  définissent  un  cercle,  base  d'un  cAne  de  sommet  s,  s'.   Contour  apparent  horizontal  de  ce  cône. 

2958.  —  Soit  SABC  un  tétraèdre  régulier  ayant  sa  base  ABC  dans  le  jilan  horizontal.  —  Contour  apparent  horizontal 
du  cylindre  de  génératrices  parallèles  à  SA  et  dont  la  b.ase  est  le  cercle  inscrit  dans  la  face  SBC. 

2959.  —  Soit  le  même  tétraèdre  SABC.  —  Intersection  d'une  droite  donnée  dans  le  plan  SAC  avec  le  cône  de  sommet  B 
circonscrit  au  tétraèdre. 

2960.  —  Normale  conunune  à  deux  cônes,  à  un  cône  et  un  cylindre,  à  deux  cylindres. 

2961.  —  On  considère  un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  quelconques  et  dont  la  base  est  dans  le  plan  horizontal. 
On  demande  le  point  le  plus  à  droite  de  la  section  par  un  plan  PaQ.  —  Développer  la  surface  latérale  comprise  entre  le  plan 
horizontal  et  le  plan  sécant.  —  Mêmes  questions  pour  un  cône, 

2962.  —  On  considère  un  cercle  dans  un  plan  donné  quelconque.  —  Ce  cercle  est  la  base  d'un  cône  de  sommet  .?,  .<'. 
On  ilemande  la  section  de  ce  cône  par  le  bissecteur  du  premier  dièdre. 

2963.  —  On  considère  un  tore  à  axe  vertical  et  on  le  coupe  par  un  plan  de  bout.  On  demande  la  trace  horizontale  du 
cylindre  ayant  pour  directrici'  cette  section  et  des  génératrici'S  quelconques. 

2964.  —  Sommets  de  la  projection  horizontale  de  la  section  d'une  sphère  par  un  plan  passant  par  la  ligne  de  terre. 
2065.  —  Soit  le  centre  0,  de   ente  4,  d'une  sphère   tangente  au   plan  horizontal.  In  point  S,  de  cote  8,  est  le  sommet 

d'un  rône  circonscrit  à  la  sphère.  Courbe  de  contact  de  la  sphère  et  du  cône. 

2966.  —  On  considère  une  sphère  donnée  par  ses  deux  projections  ;  on  la  coupe  par  un  plan  de  bout  :  on  demande  la 
trace  horizontale  du  cône  ayant  pour  directrice  le  cercle  de  sectinn  et  ]>our  sommet  le  point  s,  .■!'. 

2067.  —  On  donne  les  deux  projections  d'une  sphère  :  on  la  coupe  par  un  plan  vertical.  Soit  s,  s'  le  point  le  plus  haut 
de  la  sphère  :  on  ilemande  la  trace  horizontale  du  cône  de  sonunet  ,■!.  s'  et  dont  la  directrice  est  la  section  de  la  sphère  par 
le  plan  vertical  dorme. 

2968.  —  On  donne  trois  droites  passant  par  un  point  s  de  cote  8.  —  Ces  trois  droites  sont  les  génératrices  d'un  cône  de 
révolution.  —  Contour  apparent  horizontal  de  ce  cône. 
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2969.  —  On  lionne  deux  plans  P  et  Q  par  leurs  traces  :  memi  par  le  point  a.  a'  un  cylindre  de  révolution  tangent  aux 
deux  plans. 

2970.  —  Contour  apparent  d'un  cylindre  de  révolution  tangent  à  deux  plans,  l'un  de  bout,  l'autre  vertical,  et  jiassant 
par  un  point  donné. 

2971.  —  Mener  par  deux  points  (a,  a')   {b,  b')  un  cylindre  tangent  à  un  plan  de  bout. 

2972 .  —  Contour  apparent  d'un  cylindre  de  révolution  de  rayon  donné  et  tangent  à  deux  plans. 

2973.  —  Piir  trois  points  pris  dans  un  plan  vertical,  mener  une  sphère  tangente  au  plan  horizontal. 

2974.  —  Construire  une  sphère  passant  par  trois  points  du  plan  horizontal  et  tangente  à  un  plan  de  bout. 

2975.  —  Construire  une  sphère  passant  par  trois  points  donnés  A.  R,  (',  et  tangente  à  un  plan  de  bout. 

2976.  — Mener  par  deux  points  donnés  une  sphère  tangente  aux  deux  [ilans  de  pro.jection. 

2977.  —Construire  une  sphère  tangente  à  deux  plans  verticaux  en  îles  points  situés  sur  des  droites  données  de  ces 
plans. 

2978.  —  Mener  par  un  point  une  normale  à  un  cylindre  de  révolulion  d'a\e  (|uelconque  :  —  à  un  cône  de  révolution  ; 
—  à  une  surface  de  révolution  (|uelconque. 

2979.  —  Mener  à  un  cône  de  révolution  dont  l'axe  est  quelconque,  un  plan  tangent  qui  fasse  avec  le  jdan  horizontal  un 
angle  donné. 

2980.  —  Mener  à  une  surface  de  révolution  à  axe  de  bout  un  plan  tangent  parallèle  à  une  droite  donnée,  le  point 
de  contact  étant  sur  une  méridienne  donnée. 

2981.  —  Mener  à  un  ellipsoïde  de  révolution  a  axe  .vertical  un  plan  tangent  passant  par  un  point  et  faisant  avec  le 
plan  horizontal  un  angle  de  45". 

2982.  —  On  considère  un  ellipsoïde  à  axe  de  bout.  Mener  à  cette  surface  un  plan  tangent  par  une  droite  hori- 
zontale. 

2983.  —  Mener  par  une  droite  donnée  un  plan  tangent  à  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical. 

2984.  —  On  considère  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  de  front  ;  mener  à  cette  surface  un  plan  tangent  par  la  ligne 
de  terre. 

2985.  —  On  considère  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical  et  un  plan  quelconque  P.  —  Déterminer  les  sommets 
de  la  pro.jection  horizontale  de  la  section.  —  Points  do  la  section  oïi  la  tangente  est  parallèle  à  une  direction  A  du  plan  P. 

2986.  —  On  considère  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  horizontal  de  cote  8.  défini  par  sa  méridienne  horizontale  :  on 
coupe  cette  surface  par  un  plan  gradué  et  on  demande  la  section. 

2987.  —  Section  d'un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  quelconque  par  un  jilan  quelionque.  —  Mener  à  la  section  une 
tangente  parallèle  à  une  direction  donnée. 

2988.  —  Intersection  d'un  ellipsoïde  h  axe  de  front  avec  une  verticale  :  —  avec  une  droite  quelconque. 

2989.  —  On  considère  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  de  front  ;  on  le  coupe  par  un  plan  horizontal.  On  donne  en  outre 
un  point  s.  s'  et  on  demande  la  trace  horizontale  du  cône  ayant  le  point  pour  sommet  et  la  section  donnée  pour  dirertrice. 

2990 .  —  On  considère  un  ellipsoïde  de  révolution  i\  axe  de  front  ;  on  l'éclairé  par  un  point  lumineux  s,  s'  ;  on  demande 
la  courbe  d'ombre  propre. 

2991.  —  On  définit  un  cercle  par  trois  points:  on  fait  tourner  ce  cercle  autour  de  la  ligne  de  terre.  —  Connaissant  la 
projection  horizontale  d'un  point  de  la  surface  engendrée,  trouver  sa  projection  verticale  et  le  plan  tangent  en  ce  point. 

2992.  —  On  considère  une  courbe  dans  un  plan  PiQ:  on  fait  tourner  cette  courbe  autour  d'un  axe  horizontal.  — 
Contour  apparent  de  la  surface  engendrée. 

2993.  —Contour  apparent  horizontal  de  la  surface  de  révolution  engendrée  par  la  ligne  de  terre  en  tournant  autour 
d'une  droite  de  front. 

2994.  —  Contour  apparent  de  la  surface  engendrée  par  une  courbe  du  plan  horizontal  tournant  autour  d'un  axe  hori- 
zontal :  —  autour  d'un  axe  de  front.  —  Courbe  de  contact  du  cône  de  sommet  s,  ."!'  circonscrit  à  cette  surface. 

2995.  —  On  considère  une  surface  de  révolution  engendrée  par  une  courbe  du  plan  vertical  tournant  autour  d'une 
droite  du  plan  horizontal.  —  Courbe  de  contact  du  cône  circonscrit  de  sommet  s,  s'. 

2996.  —  On  considère  la  surface  de  révolution  engendrée  ]>ar  une  courbe  G  du  plan  horizontal  en  tournant  autour 
d'une  droite  :,  ;'  du  plan  vertical.  —  Section  par  un  plan  PaQ  :  point  et  tangente. 

2997.  —  On  considère  un  tétraèdre  régulier  de  sommets  et  dont  la  base  est  un  triangle  ABC  dans  le  plan  horizon- 
tal. —  On  considère  le  côm  de  sommet  A  dont  la  base  est  le  cercle  inscrit  dans  le  triangle  SBC  et  le  cône  de  sommet 
B  dont  la  base  est  le  cercle  inscrit  dans  le  triangle  SAC.  Intersection  des  deux  cônes. 

2998.  —  Dans  le  même  tétraèdre,  on  considère  le  cylindre  ayant  pour  base  le  cercle  circonscrit  au  triangle  SBC  et  de 
génératrices  parallèles  à  SA,  avec  le  cylindre  ayant  pour  base  le  cercle  circonscrit  au  triangle  SC.\  et  de  génératrices  paral- 
lèles à  SB.  — Intersection  des  deux  cylindres. 

2999.  —  On  considère  dans  le  plan  horizontal  un  cercle  tangent  à  la  ligne  de  terre  et  un  point  s,  s'  du  plan  vertical  ; 
on  définit  ainsi  un  cône.  —  Construire  la  trace  horizontale  d'un  cône  homothétique  ayant  pour  sommet  un  autre  point 
a,  a'  du  plan  vertical.  —  Intersection  des  deux  cônes:  nature  de  cette  intersection. 

3000.  —  On  donne  un  plan  par  sa  ligne  de  plus  granile  pente  et,  dans  ce  plan,  une  ellipse,  base  de  deux  cylindres 
ayant  pour  directions  de  génératrices  deux  directions  graduées  D  et  A,  —  Intersection  des  deux  cylindres. 

3001.  —  On  considère  un  plan  donné  par  sa  ligne  de  plus  grande  pente;  on  trace  une  ellipse  ((iii  est  la  projection 
horizontale  d'une  courbe  du  plan;  c'est  la  base  de  deux  cônes  dont  les  sommets  sont  sur  une  même  horizontale  II.  —  Inter- 
section des  deux  cônes. 

3002.  —  Mener  dans  un  plan  un  cercle  de  rayon  donné  tangent  aux  deux  plans  de  projection.  —  Ce  cercle  est  la  base 
de  deux  cylindres  dont  les  génératrices  sont  pour  l'un  des  horizontales,  pour  l'autre  des  frontales.  —  Intersection  de  ces 
deux  cylindres. 

3003.  —  On  considère  une  hyperbole  dans  le  plan  horizontal  :  c'est  la  directrice  de  deux  cylindres  ayant  pour  géné- 
ratrices deux  droites  données  par  leurs  projections  horizontales  et  leurs  angles  avec  le  plan  horizontal.  —  Intersection  des 
deux  cylindres. 
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3004.  —  On  considère  une  sphère  donnée  par  ses  deux  projections.  Par  le  point  le  plus  haut  de  la  sphère,  on  fait 
passer  une  droite  de  front.  Celte  droite  tourne  autour  d'un  axe  situé  dans  le  même  plan  de  front.  —  Intersection  du 
cône  ainsi  engendré  avec  la  sphère. 

3005.  —  Par  le  centre  d'une  sphère,  on  mène  une  droite  de  front.  Soit  s,  s'  un  point  de  cette  droite  ;  par  ce  point,  on 
mène  une  tangente  de  front  à  la  sphère  ;  cette  tangente  est  l'axe  d'un  cône  engendré  par  la  frontale  du  centre.  —  Intersec- 
tion du  cône  et  de  la  sphère. 

3006.  —  On  donne  une  sphère  par  ses  deux  projections;  on  considère  le  point  le  plus  haut  de  la  sphère;  par  ce 
point,  on  fait  passer  une  droite  de  front  et  on  lait  tourner  cette  droite  autour  de  la  parallèle  menée  par  le  centre  de  la 
sphère.  —  Intersection  du  cylindre  ainsi  engendré  avec  la  sphère. 

3007.  —  On  donne  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  de  front;  par  son  centre,  on  mène  une  verticale  et  on  prend  le 
point  le  plus  haut  où  cette  droite  renconire  l'ellipsoïde  comme  centre  d'une  sphère  de  ra)on  donné.  —  Intersection  des 
deux  surfaces. 

3008.  —  On  considère  un  cercle  du  plan  horizontal  et  deux  droites  dans  ce  plan  :  on  déûnit  ainsi  deux  tores  dont  on 
demande  l'intersection.  —  Prendre  pour  axes  des  deux  tores  la  ligne  de  terre  et  une  ligne  de  hout  du  plan  horizontal. 

3009.  —  On  considère  un  tore  à  axe  vertical  et  on  le  coupe  par  un  plan  de  profil.  —  La  section  est  la  directrice  d'un 
cône  dont  le  sommet  est  sur  l'axe.  —  Intersection  du  cône  et  du  tore. 

3010.  —  On  donne  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical.  Dans  le  plan  de  front  de  l'axe,  on  prend  un  point 
s,.^':  c'est  le  sommet  d'un  cône  dont  la  directrice  est  une  section  de  boul  île  l'ellipsoïde.  —  Intersection  du  cône  et  de 
l'ellipsoïde. 

3011.  —  On  déûnit  un  hyperboloide  par  deux  cercles  concentriques  dont  les  plans  ont  pour  cote  0  et  6,  le  plan  de 
cote  6  correspondant  au  cercle  de  gorge.  —  Construire  une  génératrice  ;  faire  passer  un  plan  par  cette  génératrice  et  trou- 
ver son  point  de  contact. 

3012.  —  Une  droite  tourne  autour  d'un  axe  de  bout;  on  demande  le  plan  tangent  vertical  qui  passe  par  la  droite 
donnée. 

3013.  —  Mener  ."i  un  hyperboloide  de  révolution  à  axe  vertical  un  plan  tangent  parallèle  au  premier  bissecteur. 

3014.  —  Mener  à  un  hyperboloide  de  révolution  à  axe  vertical  un  plan  tangent  passant  par  un  point  et  faisant  avec  le 
plan  horizontal  un  angle  donné. 

3015.  —  Soit  un  hyperboloide  engendré  par  une  droite  tournant  autour  d'un  a.\e  vertical.  —  La  surface  est  éclairée 
par  des  rayons  parallèles  ;  construire  l'ombre  propre. 

3016.  —  On  définit  un  hyperboloide  de  révolution  par  un  axe  vertical  et  une  droite  de  front.  —  Courbe  de  contact  du 
cône  circonscrit  de  sommet  S. 

3017  —  On  considère  un  hyperboloide  de  révolution  à  axe  vertical  ;  on  donne  une  génératrice  de  front  et  une  droite 
D,  h'.  —  Faire  passer  par  cette  droite  un  plan  qui  coupe  la  surface  suivant  une  hyperbole  admettant  D,  D'  pour  direction 
asymptotique.  (Le  problème  est  impossible  ou  indétermini'.) 

3018.  —  On  considère  une  droite  X  rencontrant  un  axe  vertical  :  on  fait  tourner  autour  de  cet  axe  une  droite  G  quel- 
conque. On  demande  de  mener  par  X  un  plan  tangentà  la  surface  engendrée  par  G. 

3019.  —  Un  hyperboloide  à  axe  vertical  est  engendré  par  une  droite  de  front  ;  on  trace  le  cercle  de  gorge  et  on  lui 
mène  une  tangente  (piclconque  D  :  c'est  la  projection  horizontale  d'une  droite  dont  la  projection  verticale  D'  est  quelconque. 
Mener  par  D,  D'  un  plan  tangent  à  l'hyperboloïde. 

3020.  —  Soient  une  droite  (G,  G')  quelconque  tournant  autour  d'un  axe  vertical,  et  une  droite  (D,  IV)  dont  la  projec- 
tion verticale  se  fait  sur  0'  et  dont  la  projection  horizontale  1)  est  quelconque.  —  Mener  pai-  |0.  D')  un  plan  tangentà  l'hy- 
perboliiïde  engendré  par  (G,  G'). 

3021.  —  Génératrices  parallèles  de  deux  hyperboloïdes  de  révolution. 

3022.  —  Intersection  de  deux  hyperboloïiles  ayant  une  génératrice  commune. 

3023.  —  Dans  le  plan  vertical,  on  considère  une  verticale  et  une  oblique.  Autour  de  ces  ilroites,  on  fait  tourner 
une  même  frontale.  Intersection  des  deux  hyperboloïdes  engendrés. 

3024.  —  On  définit  un  paraboloïde  hyperbolique  par  un  plan  directeur  de  boni  cl  drus  dioites  quelconques  (cas 
particulier  :  une  droite  de  front  et  la  ligne  de  terre).  Soit  m'  la  projection  verticidi^  d'un  |ioinl  île  la  surface  :  on  demande 
la  projiition  horizontale  jn  et  le  plan  tangent  en  ce  point. 

3025.  —  On  donne  deux  droites,  l'une  de  bout,  l'autre  de  front  it  un  plan  quilcnniiui'  ViQ  ;  on  définit  ainsi  un  para- 
biiliiiile  hypeiboliquf  ;  conslruiic  une  génératrice  ;  contour  apparent  vertical. 

3026.  —  In  paraboloïde  hypirbolique  a  pour  plans  directeurs  deux  plans  verticaux  ;  lontuur  apparent  horizontal.  — 
Mèmr  (|ucslion  en  su]iposant  les  deux  plans  directeurs  de  Imut. 

3027.  —  Courbe  de  contact  d'un  paraboloïde  avec  un  rylindre  circonscrit.  —  Ouille  est  la  nature  de  la  courbe  d'om- 
bre .'  —  Et  dans  le  cas  du  cône  circonscrit  '? 

3028.  —  On  considère  un  jiaraboloïde  hyperbolique  ;i\ant  pour  plan  diriMleur  lui  plan  hniizDntal.  —  Mener  à  cette 
surface  un  plan  langent  par  un  iioinl. 

3029.  —  On  considère  un  paraboloïde  qui  a  pour  jilans  directeuis  deux  plans  de  bout:  un  donne  deux  généra- 
trices d'un  même  système.  —  Construire  le  cône  circonscrit  à  la  surface  ayant  .s,  s'  pour  si>nimet. 

3030.  —  Mener  à  un  paraboloïde  hyperbolique  un  plan  tangent  parallèle  iï  un  plan  donné. 

3031.  —  Un  paraboloïde  hyperbolique  a  le  plan  horizontal  pour  plan  directeur  it  deux  génératriies  dr  front;  sommet 
di'  ce  paral)oloïdl^ 

3032.  —  Soit  un  paraboloïde  hyperbolique  dont  les  plans  directeurs  sont  de  biuit  :  lui  mener  un  plan  langent  de 
front. 
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3033.  —  Mener  à  uu  paraboloide  hyperbolique  à  plans  directeurs  de  bout,  un  plan  tangent  parallèle  au  premier 
bissecteur. 

3034.  —  Soit  un  paraboloide  liyperbolique  ayant  pour  plan  direcleurle  plan  horizontal  et  déûni  par  deux  génératrices 
quelconques.  Combien  peut-on  lui  mener  de  plans  tangents  faisant  l'angle  i  avec  le  plan  horizontal  ?  Construire  celui  qui 
passe  par  une  génératrice  horizontale  donnée  ;  point  de  contact.  —  .^ener  par  une  génératrice  horizontale  un  plan  qui  fasse 
avec  le  plan  irertical  un  angle  donné.  —  Construire  une  génératrice  parallèle  en  projection  horizontale  à  une  direction 
donnée. 

3035.  —  On  définit  un  paraboloide  hyperbolique  par  une  droite  se  déplaçant  parallèlement  au  plan  horizontil  et  s'ap- 
puyant  sur  deux  droites  de  fiont.  —  Section  de  cette  surface  par  !••  plan  bissecteur  du  deuxième  dièdre  (ou  du  premier 
dièdre). 

3036.  —  On  dérinit  un  paraboloide  hyperbolique  par  un  plan  directeur  de  front  et  deux  génératrices  de  l'autre  système. 
—  Construire  un  point  de  la  section  par  un  plan  quelconque;  tangente  en  ce  point.  —  Asymptote  de  la  section. 

3037.  —  Intersection  d'un  paraboloide  hyperbolique  avec  un  plan  parallèle  à  la  ligne  de  terre,  les  [dans  directeurs 
étant  verticaux.  _ 

3038  —  On  définit  un  paraboloide  hyperbolique  par  une  droite  verticale,  une  droite  de  front  et  un  plan  directeur  de 
bout.  —  Intersection  de  cette  surface  avec  une  droite  dont  la  projection  verticale  coïncide  avec  celle  de  la  génératrice  de 
front  et  dont  la  projection  horizontile  est  quelconque. 

3039.  —  On  considère  un  paraboloide  hyperbolique  défini  par  une  droite  verticale,  une  droite  quelconque  et  un  plan 
directeur  ([uelconque.  —  On  donne  une  droite  dont  la  jirojection  verticale  coïncide  avec  celle  de  la  seconde  génératrice 
donnée,  la  projection  horizontale  étant  quelconque.  —  Intersection  de  cette  droite  avec  la  surface. 

3040.  —  Mener  par  une  droite  un  plan  tangent  à  un  paraboloide  hyperbolique. 

3041.  —  On  définit  un  jjaraboloïde  hyperbolique  par  deux  génératrices  de  front  et  un  plan  directeur  horizontal.  On 
demande  son  intersection  avec  un  cône  (ou  un  cylindre)  dont  la  base  est  dans  le  plan  vertical. 
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ÉCOLE  DES  MINES  DE  SAi.NT-ETIENNE 
[Physique  et  Chimie. 

I.  —  1363.  —  On  prend  un  lube  ayant  la  forme  d'un  verre  de  lampe.  Ce  lube  se  compose  de  deux  parties 
cylindriques  ayant  respectivement  des  sections  :  S  =  I6cmq,  s  =  scmq  et  raccordées  par 
une  partie  plane. 

La  partie  inférieure,  de  section  S,  a  une  hauteur    h  =  ofoi. 

On  ferme  iorifice  inférieur  k  l'aide  d'un  disque  et  on  enfonce  le  tube  verticalement 
dans  l'eau. 

On  place  alors  sur  le  disque  un  morceau  de  plomb  de  poids    p  =  304?'".    Puis  on  sou- 
lève lentement  le  tube  en  le  maintenant  dans  la  position  verticale. 

1°  On  demande  de  déterminer  la  profondeur  x,  mesurée  à  partir  du   niveau  de  l'eau,  à 
laquelle  se  trouvera  le  fond  du  tube  au  moment  où  le  disque  se  détachera. 

2°  On  traitera  le  même  problème  en  supposant  que  l'on  a  introduit  dans  l'appareil  non 
plus  un  poids  p  de  plomb,  mais  un  poids  égal  d'eau.  On  expliquera  le  résultat  obtenu. 

30  Enfin,  on  discutera  la  question  en  supposant  que  le  poids  p  d'eau  introduit,  ainsi  que  les  diverses 
dimensions  de  l'appareil,  varient. 

Kem.vroue  :  On  négligera  l'épaisseur  du  tube  ainsi  que  l'épaisseur  et  la  masse  du  disque. 

II.  —  1364.  1"  Partie.  —  On  fait  passer  au  travers  d'une  colonne  de  charbon  chauffé  au  rouge  nn 
courant  d'air  sec. 

On  demande  : 

1»  La  composition  en  volume  du  gaz  ainsi  obtenu  sachant  que  ce  gaz  agité  avec  une  solution  de  potasse 
subit  une  diminution  de  volume  de  o  ">  „  et  que  le  résidu  agit.'  l'usuite  avec  une  solution  d'acide  pyrogallique 
dans  la  potasse  garde  un  volume  invariable. 

2°  Le  volume  de  gaz,  mesuré  a  la  température  de  0»  et  sous  la  pression  de  TSCmm,  correspondant  à  une 
diminution  de  1''=  dans  le  poids  de  la  colonne  de  charbon. 
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2°  Partie.  —  On  fait  maintenant  brûler  le  gaz  avec  de  Tair  et  on  demande  la  composition  en  volume  des 
gaz  brûlés  en  se  plaçant  successivement  dans  les  deux  hypothèses  suivantes: 
1»  Il  n'y  a  pas  d'oxygène  dans  les  gaz  brûlés. 
2°  Il  y  a  S  "/o  d'oxygène  dans  les  gaz  brûlés. 
On  admettra  d'ailleurs  que  la  combustion  est  complète. 

On  admettra  également  que  l'air  contient,  en  volumes,  —  d'oxygène. 

Mathématiques. 

1365.-1°  On  considère  une  conique  G  d'équation  ^a^-t-By- —  i  =  0,  un  point  quelconque  P  du 
plan,  de  coordonnées  a  et  ^.  On  mène  un  diamètre  variable.  Soit  M  le  point  d'intersection  de  ce  dia- 
mètre avec  la  perpendiculaire  abaissée  de  P  sur  le  diamètre  conjugué.  On  demande  le  lieu  décrit  par  M,  P 
restant  fixe. 

Ce  lieu  est  une  conique  r.  .Montrer  qu'elle  passe  par  les  pieds  des  normales  à  C  abaissées  de  P. 

2»  La  conique  r  passe  par  trois  points  fixes  quel  que  soit  P.  Montrer  qu'elle  passe  par  un  quatrième 
point  fixe,  quand  P  décrit  une  droite  D.  Condition  à  laquelle  doit  satisfaire  la  droite  D  pour  que  le  quatrième 
point  fixe  des  coniques  r  correspondant  aux  points  de  cette  droite  soit  situé  sur  C.  Interpréter  cette  condition. 

Z'  Lieux  des  sommets  de  r,  quand  P  décrit  une  parabole  ayant  pour  sommet  le  centre,  et  pour  tangente 
au  sommet  l'un  des  axes  de  C. 

Construire  ces  lieux  sur  un  exemple  numérique  qu'on  choisira  à  volonté. 

4»  Lieux  des  foyers  de  C  quand  P  décrit  la  parabole  de  la  question  précédente. 

Calcul  Irujonométrique. 

1366.  —  AOB  est  un  triangle  rectangle  dont  les  côtés  de  l'angle  droit  \ aient 
respectivement  : 

OA  =  a  =  20i'>,456,  OB  =  6  =  32-°,203. 

Ces  cotés  sont  vus  d'un  point  P  sous  les  angles: 

APO  —  OL—  10',  BPO  =  ^  =  30°  2'  15". 

Trouver  : 
1°  L'angle    o  =  POA,    2°  la  distance    r^uP. 

Epure  de  géométrie  descriptive. 

SECTION  viaue  d'in  cô.ne  de  réxolution 

136"^ —  Le  cône  a  une  génératrice  Sa,  S'a'  parallèle  à  la  ligne  de  terre  xy  et  située  à  120"""!  au  dessus  et 

à  I00"im  en  avant  d'elle.  L'axe  S6,  S'6',  horizontal, fait  avec  la  génératrice  un  angle  de  30». 

fi'ù'        S'  n'  Le  plan  sécant  passe  par  une  droite  c'd'  parallèle  à  la  génératrice  Sa,  SV  et  située 

— ; 1 — S— ' — 7,      dans  le  plan  de  front  de  cette  génératrice  à  25rani  au-dessous  d'elle.   Le  plan  sécant  a. 

'  \        l\  '^  2 

]        S  par  rapport  au  plan  horizontal,  une  pente  (')  de  —  •   jl  s'élève  en  se  rapprochant  du  plan 


-'■  ;,  I        e     1/     vertical  de  projection. 

^^1        I  On  demande  de  représenter  k  l'encre  de  Chine,  en  faisant  la  distinction  des  parties 

^o-v,'jo'°  a      ^"^*'  *"'  cachées,  ce  qui  reste  du    cûne  quand  on  enlève  la  partie  au-dessous  du  plan 

^^  sécant. 

En  outre  on  représentera  le  développement  de  la  courbe  d'intersection  sur  le  plan 
de  front  langent  au  cône  le  long  de  Sn,  S'a',  en  étalant  le  cône  sur  ce  plan  sans  déplacer  la  génératrice  de  con- 
tact. (On  remarquera  que,  par  suite  de  l'ouverture  donnée  au  cône,  le  développement  de  chaque  nappe  recouvre 
exactement  un  demi-plan.) 

On  reproduira  à  l'encre  (traits  discontinus  noirs  ou   traits  continus  de  couleur)  les  constructions  d'un 
point  courant  de  l'intersection  avec  la  tangente  des  points  sur  les  contours  apparents,  d'un  point  courant  du 
développement  (sans  tangente)  et  des  asymptotes. 
Titre  et  cadre  inutiles. 
L'emploi  du  pislulel  pour  le  tracé  des  courbes  est  interdit. 

(1)  La  priite  est  la  tangente  de  l'angle  avec  le  plan  horizonlid. 

♦ 
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QUESTIONS  PROPOSÉES 


1368.  —   Soit  P„  le   polynôme    (|ue    l'on    trouve  dans    la   n'    déi-ivée    de  la  l'onction   e  '-,    démontrer 
que  l'équation 

a  toutes  ses  racines  réelles.  J.-G.  .Nicolesco. 

1369.  —  On  considère  un  point  M  variable  sur  une  hyperbole  équihitère  II  de  centre  0,  et  la  parabole 
tangente  à  l'axe  focal  en  0  et  ayant  pour  axe  la  normale  à  l'hyperbole  au  point  M. 

Trouver  et  construire  le  lieu  du  foyer  de  celte  parabole. 

N.  ABHA.WESCU,  à  Bucarest. 
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Plans  cotés.  —  Cours  de  géométrie  descriptive  de  l'École  militaire  par  F.  Gno.MÉ,  professeur  à  l'École 
militaire  de  Belgique.—  Bruxelles,  Office  de  publicité.  Paris,  Ciauthiers-Villars,i904.  (In-4o  de  VI-171 
pages  avec  atlas  iu-4°  de  36  planches)  Prix  :  10  francs. 

L'ouvrage  que  vient  de  publier  M.  Chômé  sur  les  Plans  cotés  complète  le  cours  de  géométrie  descriptive 
qu'il  professe  a  l'École  militaire  de  Belgique.  11  est  subdivis(''  en  cinq  Chapitres  dont  les  deux  premiers 
traitent  les  questions  relatives  au  point,  à  la  droite  et  au  plan  ainsi  qu'aux  surfaces  définies  géométriquement. 
Après  avoir  nettement  défini  le  problème  général  desfigures  correspondantes,  et  donné  de  longs  développements 
pratiques  à  l'usage  des  différentes  échelles,  l'auleur  expose  pour  chaque  problème  élémentaire  sur  la  droite  et 
le  plan  une  solution  graphique  et  la  solution  par  le  calcul.  Il  signale  la  méthode  de  Meunier  sans  la  recom- 
mander, estimant  qu'elle  exige  une  très  grande  attention,  et  qu'elle  laisse  une  grande  inquiétude  relativement 
aux  résultats  si  l'on  ne  dessine  pas  toutes  les  constructions  auxiliaires.  Après  avoir  donné  une  règle  très  pra- 
tique pour  mener  par  un  point  la  perpendiculaire  à  un  plan,  l'auteur  traite  de  l'intersection  des  droites  et  des 
plans  et  en  fait  quelques  applications  très  bien  choisies. 

Dans  le  Chapitre  II,  il  construit  l'angle  de  deux  plans,  examine  à  quoi  on  reconnaît  si  un  point  est  vu  ou 
caché  sur  une  surface  puis  traite  les  problèmes  concernant  les  pentes  relatives  d'une  droite  et  d'un  plan 
passant  par  cette  droite,  jl  applique  les  constructions  précédentes  à  plusieurs  questions  concernant  les  surfaces 
réglées  :  intersection  d'un  hyperboloïde  et  d'un  cône  ayant  son  sommet  sur  cette  surface.  Plan  tangent  au  para- 
boloïde  hyperbolique  en  un  point. 

Le  Chapitre  111  traite  des  lignes  et  surfaces  d'égale  pente,  et  constitue  une  transition  très  naturelle  ii  l'étude 
des  surfaces  topographiques  qui  fera  l'objet  du  chapitre  suivant.  L'auteur  aborde  les  problèmes  qui  sont  plus  à 
proprement  parler  du  domaine  de  la  géométi-ie  cotée,  et  donne  ici  pour  la  première  fois  la  notion  de  l'intervalle. 
Nous  signalerons  un  théorème  intéressant  ramenant  toute  surface  d'égale  pente  à  une  surface  développable,  et 
surtout  quelques  corollaires  relatifs  à  l'arête  de  rebroussement  d'une  surface  d'égale  pente  et  à  sa  trace  surun 
plan  parallèle  au  plan  d'égale  pente.  Viennent  ensuite  les  problèmes  classiques  sur  la  détermination  des  géné- 
ratrices et  de  la  trace  de  ces  surfaces,  puis  l'intersection  des  surfaces  d'égale  pente.  .Nous  rencontrons  ici  une 
généralisation  très  curieuse  du  théorème  relatif  k  la  projection  d'une  aire  plane,  permettant  d'obtenir  l'aire 
d'une  portion  de  surface  d'égale  pente  limitée  k  une  courbe  donnée  au  moyen  de  la  .section  du  cylindre  pro- 
jetant par  un  plan  quelconque  tangent  k  la  surface.  Le  chapitre  se  termine  par  une  étude  très  complète  des 
talus  naturels,  des  rampes,  déblais  et  remblais,  et  jamais  ces  questions  n'ont  été  si  approfondies,  ni  traitées 
avec  plus  de  précision  et  de  clarté  :  l'auteur  y  applique  les  résultats  précédents  k  difl'érenls  problèmes  de  forti- 
fications qui  intéressent  spécialement  ses  élèves. 

Le  Chapitre  IV  est  une  élude  magistrale  des  surfaces  topographiques  et  constitue  certainement  la  partie  la 
plus  originale  du  livre.  On  voit  que  l'auteur  a  profondément  étudié  tout  ce  qui  a  été  écrit  sur  ce  sujet  par  les 
géographes  ou  géomètres  Philippe  Buache,  Ducarla.  Noizet,  Leroy,  Meunier,  et  n'y  a  pas  trouvé  de  quoi  satis- 
faire son  esprit  si  précis.  Nul  n'a  jamais  plus  nettement  posé  le  problème  qu'il  va  aborder,  en  établissant  dès 
le  début  la  diftérence  fondamentale  qui  existe  entre  unesurface  géométrique  et  la  surface  d'un  terrain  quine  peut 
être  représentée  d'une  façon  précise.  On  pourra,  dit-il,  s'attacher  à  choisir  judicieusement  les  points  que  l'on 
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veut  représenter,  et  à  les  prendre  en  nombre  assez  considérable  pour  que  la  surface  soit  représentée  avec  une 
exactitude  suffisante  au  point  de  vue  pratique,  et  encore  a-t-il  soin  de  définir  ces  termes.  Les  pages  85  à  89 
seraient  à  citer  en  entier  comme  un  modèle  de  précision  dans  li  manière  de  poser  et  de  circonscrire  une 
question.  Après  avoir  établi  les  conventions  fondamentales  qui  le  mettront  pour  la  suite  à  l'abri  de  toute 
objection  quant  à  la  rigueur  de  ses  conclusions,  l'auteur  rejette  résolument  l'usage  des  surfaces  réglées  auxi- 
liaires adoptées  par  Noizet  et  déclare  que  l'introduction  de  ces  surfaces  est  absolument  stérile  au  point  de  vue 
de  l'exactitude  des  résultats,  et  n'évite  aucune  des  constructions  de  lignes  intercalaires  que  Xoizet  et  Leroy  ont 
eux-mêmes  adoptées  dans  le  problème  du  plan  tangent  en  un  point  de  la  surface.  Nous  ferons  remarquer  à 
cet  ésard  que  si,  au  point  de  vue  pratique,  la  considération  de  ces  surfaces  gauches  ou  développables  n'amène 
aucune  amélioration  dans  la  solution  des  problèmes,  elle  n'en  otfre  pas  moins  un  réel  intérêt  théorique,  donne 
plus  d'unité  à  la  forme  de  certaines  solutions,  et  trouve  naturellement  sa  place  dans  un  ouvrage  destiné  à  des 
esprits  qui  ont  déjà  une  haute  culture  géométrique. 

L'auteur  ne  craint  pas,  dans  ce  chapitre,  de  formuler  de  nombreuses  remarques  pratiques,  faisant  observer 
que  «  la  minutie  des  détails  précédents  se  justifie  par  l'importance  du  problème  dans  un  grand  nombre  de 
questions  et  surtout  dans  les  questions  militaires.  »  Il  résout  toutes  les  questions  relatives  à  la  représentation 
des  surfaces  topographiques,  profils,  rabattements,  sections  planes,  parties  vues  et  cachées  pour  un  point 
donné,  collier  d'une  surface  topographique  —  ici  une  remarquable  étude  des  contours  apparents  de  différentes 
espèces  —  laissant  d'ailleurs  aux  élèves  le  choix  entre  les  méthodes  qu'il  a  exposées  et  dont  il  a  soin  de  signaler 
les  avantages  ou  les  points  faibles. 

Les  paragraphes  3  et  4  traitent  des  lignes  de  plus  grande  pente  ainsi  que  des  lignes  de  déclivité  maxima  et 
mininia  ;  l'auteur  en  profite  pour  rentrer  dans  le  domaine  de  l'analyse  géométrique,  et  nos  élèves  de  mathé- 
matiques spéciales  trouveront  là  d'intéressants  exercices  sur  l'intégration  de  quelques  équations  différentielles 
et  l'étude  de  quelques  surfaces  définies  par  leurs  lignes  de    niveau,  en   particulier  la   surface  remarquable 

signalée  par  M.  Boussinescq     ;  = 


-y 

A  propos  des  lignes  de  déclivité  maxima  ou  minima  l'auteur  énonce  quelques  théorèmes  importants  sur 
les  lignes  de  courbure  de  la  surface  en  chacun  de  leurs  points,  et  termine  par  une  règle  pratique  permettant 
de  reconnaître  approximativement  les  lignes  de  déclivité  maxima  ou  minima.  -M.  Chômé  fait  observer  k  ce 
sujet  qu'on  n'a  jamais  donné  une  définition  scientifique  exacte  des  lignes  de  faite  et  des  lignes  de  thalweg,  et 
il  rappelle  les  travaux  de  Brisson,  Dupuis  de  Torcy  et  Breton  (de  Champ).  II  avoue  que,  n'y  étant  pas  parvenu 
d'avantage,  il  doit  se  contenter  d'une  définition  purement  expérimentale. 

Le  chapitre  V  est  l'exposé  d'une  application  très  ingénieuse  de  la  théorie  des  lignes  de  niveau  à  la  cons- 
truction de  tableaux  graphiques  permettant  de  trouver  immédiatement  la  réponse  à  certaines  questions  de 
calcul,  ou  à  des  problèmes  concernant  l'industrie  ou  la  science  de  l'ingénieur.  On  y  trouve  en  particulier  le 
graphique  de  la  résolution  de  l'équation  du  troisième  degré  et  une  curieuse  application  des  anamorphoses. 

L'ouvrage  se  termine  par  un  assez  grand  nombre  de  sujets  d'épuré  se  rapportant  à  l'art  militaire. 

—  Nous  savions  déjà,  par  la  lecture  des  Livres  I  et  II  du  Cours  de  géométrie  descriptive  de  l'École  militaire, 
que  M.  Chômé  n'aborde  pas  une  question  sans  en  avoir  examiné  toutes  les  faces:  son  étude  minutieuse  du 
point  simple  d'une  courbe  gauche,  aussi  bien  que  les  propositions  qu'il  a  données  pour  rattacher  la  courbure 
d'une  courbe  cylindrique  ou  conique  k  celle  de  sa  transformée  par  développemeut  témoignent  d'un  esprit  de 
méthode  doublé  d'une  rare  puissance  d'intuition  géométrique.  Son  livre  de  (ieomélrie  cotée  met  surtout  en 
évidence  des  qualités  exceptionnelles  de  prol'cs>enr.  Non  seulement  les  définitions  sont  présentées  avec  une 
incomparable  précision,  mais  elles  sont  toujours  iinmédialement  suivies  d'applications  destinées  aussi  bien  à 
en  faire  comprendre  toute  la  portée  qu'à  en  limiter  l'étendue,  puis  d'exercices  proposés  et  non  résolus,  qui 
serviront  au  maître  à  mieux  juger  si  les  élèves  en  sont  bien  pénétrés. 

S'il  nous  est  permis  de  formuler  un  regret,  c'est  que  l'auteur  ait  cru  devoir,  dans  ses  premiers  livres, 
conserver  les  notations  compliquées  d'OlIivier;  elles  exigent  l'emploi  d'un  format  relativement  considérable, 
sous  peine  de  rendre  très  pénible  la  lecture  du  dessin,  et  seraient  impraticables  dans  les  figures  réduites  dont 
nous  admirons  la  netteté  soit  dans  nos  ouvrages  d'enseignement  comme  la  Descriptive  d'Antomari,  soit  dans 
les  belles  épures  des  élèves  officiers  de  Fontainebli'au.  .Nous  ne  voyons  pas  non  plus  pourquoi  M.  Chômé  n'in- 
troduit pas  la  notion  ^'intervalle  dès  l'étude  de  la  ilroite  et  du  plan,  ce  qui  simplifie  notablement  l'exposé  de 
certaines  constructions  ;  par  contre,  l'cfAe/ie  de /"',i^c  d'une  droite  nous  paraît  de  nature  à  amener  parfois 
quelques  confusions.  .Mais  ce  sont  là  de  petits  détails  qui  ne  sauraient  empêcher  ce  livre  d'être  un  modèle  de 
clarté  et  de  répondre  parfaitement  à  son  objet.  Paul  ALBEUT. 
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SUR   LES  MÉTHODES   D'APPROXIMATION    (Fm)  (*) 

par  M.  Ch.  Michel,  professeur  de  Mathi^niatiques  Spéciales  au  lycée  de  Dijon. 


2:  Le  repioche  que,  dans  un  précédent  article,  j'ai  adressé  à  la  méthode  d'approximation  de  Newton 
peut  être  adressé,  et  pour  les  mêmes  raisons,  à  la  méthode  d'approximation  par  parties  proportionnelles. 
Soit  f{x)  =  0  une  équation  admettant  une  racine  et  une  seule  a  entre  deux  nombres  a  et  h,  de  façon 
que  f(a)  et  f(b)  soient  de  signes  contraires.  La  méthode  d'approximation  par  parties  proportionnelles 
permet  de  calculer  un  nombre,  compris  entre  a  et  b,  que  l'on  prend  comme  valeur  approchée  de  la 
racine  inconnue  a.  Introduisons  l'hypothèse  que  f"{x)  ait  un  signe  constant  quand  x  varie  de  a  à  i,  par 
exemple  le  signe  de  f{a).  Alors,  le  nombre  que  fournit  la  méthode  et  que  nous  désignerons  par  é,  est 
plus  approché  que  b  de  l'inconnue  a  et  dans  le  même  sens  que  b.  Si  on  applique  de  nouveau  la  méthode 
à  partir  des  nombres  a  et  bx  qui  comprennent  entre  eux  a,  on  obtient  un  nombre  b^  plus  approché  de  a 
que  6i  et  dans  le  même  sens  que  b^  Et  ainsi  de  suite.  Par  des  applications  de  la  méthode  répétées 
autant  de  fois  que  l'on  veut,  on  peut  former  une  suite  indélinie  de  quantités  6i,  b,,  ...  de  plus  en  plus 
approchées  de  a  et  toutes  approchées  dans  le  même  sens.  En  outre,  cette  suite  de  quantités  a  pour  limite 
la  racine  a.  Donc,  jusqu'à  présent,  aucune  objection.  Mais,  pas  plus  que  la  méthode  de  Newton,  la  mé- 
thode par  parties  proportionnelles  ne  donne  de  limite  supérieure  e„  de  la  valeur  absolue  de  l'erreur 
commise  lorsqu'on  prend  b„  pour  valeur  approchée  de  a,  ayant  cette  propriété,  dont  nous  avons  reconnu 
l'importance  pratique,  de  tendre  vers  0  quand  n  augmente  indéfiniment. 

3.  Chacune  des  deux  méthodes  que  nous  venons  d'analyser  apparaît  donc  comme  insuffisante. 
Toutefois,  il  est  possible  de  se  servir  de  ces  deux  méthodes  pour  en  former  une  troisième  qui  ne  soulève 
plus  aucune  objection.  Soit  en  eflet  l'équation  f{x)  =  0,  admettant  une  racine  et  une  seule  a  entre 
les  deux  nombres  a  et  6,  de  façon  que  f(a)  et  f{b)  soient  de  signes  contraires.  Supposons  que  f"{x)  ait 
un  signe  constant  quand  x  varie  de  a  à  i  et  que,  par  exemple,  ce  signe  soit  celui  de  f{a).  Il  est  alors  pos- 
sible, par  des  applications  successives  de  la  méthode  de  Newton  à  partir  de  a,  de  former  une  suite 
indéfinie  de  quantités  a,,  a,,  . . .,  a„,  . . .,  de  plus  en  plus  approchées  de  a,  toutes  approchées  dans  le 
même  sens  que  a,  et  ayant  pour  limite  «  ;  et  il  est  possible  simultanément,  par  des  applications  succes- 
sives de  la  méthode  par  parties  proportionnelles,  de  former  une  suite  indéfinie  de  quantités  A,,  b.,,  . .., 
by,  ...  de  plus  en  plus  approchées  de  a,  toutes  approchées  dans  le  même  sens  que  //,  et  ayant  pour 
limite  a  ;  pour  former  cette  suite,  on  partira  de  b  et  d'un  quelconque  des  nombres  a,,  a,,  . . .,  ce  qui 
donnera  i„  puis  on  appliquera  la  méthode  à  *,  et  à  un  nombre  quelconque  de  la  suite  des  a,  ce  qui 
donnera  Ao,  et  ainsi  de  suite.  Prenons,  par  exemple,  a„  et  b„  de  même  rang  dans  les  deux  suites  ainsi 

formées.  On  a 

a„  —  b„  =  [a„  — a)  -1-  ;a  —  b„). 
Or,  quand  n  augmente  indéfiniment,     a,,  — y-    et    a— 6,.     tendent  vers  0;    il  en  est  donc  de  même 
de    a„  —  b„.    Posons 

I    «„  -bA^    -^n. 

(•)  Voir  le  numéro  de  janvier  1905  de  la  Bévue. 


m 
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Il  est  clair  que  l'on  a 

Par  conséquent,  que  l'on  prenne  pour  valeur  approchée  de  a,  a„  ou  bn,  on  connaît  une  limite  supé- 
rieure ;„  de  la  valeur  absolue  de  l'erreur  commise,  laquelle  tend  vers  0  quand  n  augmente  indéfini- 
ment. L'objection  que  nous  avons  formulée  relativement  à  la  méthode  de  Newton  et  à  la  méthode  par 
parties  proportionnelles  n'a  pas  ici  de  raison  d'être. 

4.  Il  peut  paraître  artiticiel  de  réunir  deux  méthodes,  qui  sont  par  elles-mêmes  incomplètes,  pour 
former  une  troisième  méthode  qui  soit  satisfaisante  ■;  cette  méthode  manque  ainsi,  en  apparence, 
d'unité.  Or,  il  est  possible  de  la  considérer  comme  la  forme  particulière  d'une  méthode  plus  générale 
qui  se  présente  comme  faite  d'une  seule  pièce.  La  généralisation  consiste  dans  cette  remarque  que  la 
méthode  d'approximation  de  Newton  est  en  réalité  une  méthode  d'approximation  par  parties  propor- 
tionnelles. .Montrons-le  rapidement  à  l'aide  d'une  représentation  géométrique. 

Soient  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  x'O.r,  y'Oy,  et  la  portion  de  la  courbe  qui  a  pour 
équation    7  =  f{x)  correspondant  aux  valeurs  de  x  appartenant  à  l'intervalle  (a,  b),  a  étant  plus  petit 

que  b.  Par  hypothèse,  l'équation  f\x)  —  0  admet  une  racine  et 
une  seule  a  dans  l'intervalle  (a,  b)  ;  supposons  f(a)  >  0  et 
f{b)  <  0.  Enfin,  supposons  que  f"{x)  ait  constamment  le  signe  + 
quand  x  varie  de  a  à  b.  La  portion  de  courbe  considérée  part  donc 
(l'un  point  A,  de  coordonnées  a  et  f{a),  pour  aboutir  à  un  point  B, 
de  coordonnées  b  et  f(b),  en  tournant  constamment  sa  concavité 
vers  les  y  positifs,  et  elle  rencontre  l'axe  des  x  en  un  point  I  et  en 
un  seul,  d'abscisse  a.  Soient  A'  et  B'  les  pieds  des  ordonnées  des 
points  A  et  B.  Or,  considérons  un  point  quelconque  G  de  l'arc  AI; 
il  se  projette  sur  x'Ox  en  un  point  C  compris  entre  A'  et  I.  Il  est 
visible  sur  la  figure  que  la  droite  AC  rencontre  l'axe  des  x  en  un 
point  D'  compris  entre  C  et  I.  Par  suite,  l'abscisse  de  D'  est  une  valeur  approchée  de  «,  qui  en 
est  plus  approchée  que  l'abscisse  de  C,  d'ailleurs  dans  le  môme  sens.  La  construction  de  D',  à 
partir  de  C,  définit  une  méthode  d'approximation  qui,  étant  donné  un  nombre  compris  entre 
a  et  a,  obtenu  par  un  procédé  quelconque,  permet  d'en  déduire  un  autre  nombre  compris  encore 
entre  a  et  a,  mais  plus  approché  de  »  que  le  premier  ;  et  cette  méthode  est  une  méthode  d'approxi- 
mation par  parties  proportionnelles.  En  particulier,  supposons  que  le  point  C  varie  sur  l'arc  de  courbe 
en  se  rapprochant  indéfiniment  du  point  A  ;  la  droite  AC  a  pour  position  limite  la  tangente  en  A,  et 
l'abscisse  de  D'  a  pour  valeur  limite  justement  le  nombre  que  donne  l'application  à  partir  du  nombre  a 
de  la  méthode  de  Newton. 

La  méthode  formée  par  la  réunion  de  la  méthode  de  Newton  et  de  la  méthode  par  parties  propor- 
tionnelles apparaît  comme  une  forme  particulière  d'une  autre  méthode  qui  consiste,  géométriquement, 
à  prendre  sur  Ox  un  point  C  compris  entre  .V  et  I,  obtenu  par  un  procédé  quelconque,  par  exemple 
par  application  de  la  méthode  de  Newton  à  partir  du  nombre  a,  puis  à  prendre  le  point  C  situé  sur  la 
courbe,  de  même  abscisse  que  C,  ii  joindre  le  point  C  aux  points  A  et  B,  à  prendre  enfin  les  points 
d'intersection  D'  et  D,'  des  droites  AC  et  BC  avec  Ox.  On  obtient  ainsi  un  segment  D'D',  contenant  le 
point  I  et  situé  tout  entier  à  l'intérieur  du  segment  A'B'.  —  Cela  posé,  on  prendra  le  point  D  de  la 
courbe  de  même  abscisse  (jue  U'  ;  on  joindra  le  point  D  aux  points  A  et  B  par  des  droites  qui 
rencontrent  Ox  au.K  points  E'el  E,.  Le  point  E'  est  compris  entre  D'  et  I.  Il  est  visible  que 
E;  est  compris  entre  D;  et  I.  On  obtient  ainsi  un  nouveau  segment  EE;  contenant  »  et  situé  tout 
entier  à  l'intérieur  du  segment  D'I),.  Et  ainsi  de  suite.  Il  est  visible  enfin  .[uc  la  suite  des  segments 
D'D;,  EE;,  ...  tend  vers  0. 


^ 

aV 

!  cV. 

1    '  \  \\ 

1    1  \  \ 

\d; 

b' 

x' 

0 

y' 

A  C'D'l"^ 

-^ 

i        X 
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On  peut  d'ailleurs  faire  subir  à  cette  méthode  quelques  modifications.  On  peut  joindre  le  point  D 
non  au  point  A  mais  au  point  C  ;  de  même,  on  peut  joindre  le  point  I)  non  au  point  B  mais  au 
point  Di  de  la  courbe  qui  est  sur  lordonnée  de  D',,  etc. 

Le  principe  de  cette  méthode  a  été  donné  dans  le  Bulletin  de  Mathémaiiqites  spéciales  par  M.  E. 
Jablonski  {Sur  le  calcul  approché  d'une  racine  par  les  parties  proportionnelles,  juin  1895).  Toutefois, 
M.  Jablonski  prend  un  point  C  quelconque  sur  l'arc  AB  et  il  n'indique  pas  cette  restriction,  essentielle 
pour  les  applications  successives  de  la  méthode,  que  le  point  C  soit  compris  entre  A  et  1.  D'ailleurs, 
M.  Jablonski  ne  donne  pas  les  raisons  qui  rendent  sa  méthode  préférable  à  la  méthode  de  Newton  et  à 
la  méthode  des  parties  proportionnelles. 

5.  11  n'est  pas  inutile  de  justifier  cette  méthode  par  un  raisonnement  algébrique  rigoureux.  D'abord, 

je  n'ai  pas  à  démontrer  que  le  point   D',    est  compris  entre    J    et  B'  ;  c'est  une  propriété  de  la  méthode 

par  parties  proportionnelles  dont  la  démonstration  est  classique.  J'ai  à  établir  seulement  que    D'   est 

compris  entre  C  et  1.  Or,  l'abscisse  de  D'  est  la  racine  d'ime  fonction  de  la  forme     2=  px-hq,     qui 

prend  les  mêmes  valeurs  que   f{x)  pour     x  =  a      et  pour     x  —  c,     abscisse  du  point  C.  On  a  ainsi, 

à  la  fois, 

f(,i)  =  pa^<j,  f{c)  =  pc^q, 

d'où  l'on  déduit,  pour  la  valeur  de     -<     abscisse  de  D', 

P 


(J   ^  ç_^ia  —  c)f{c) 


Il  s'agit  de  voir  que  l'on  a 


P  M- M 


—  7 

c< ~  <«. 

p 


En  premier  lieu,  rinégalité  c  <  — -     se  ramène  à  l'inégalité 

P 

(a-c)f[c)        ^ 

fin -fia)  ^ 
Or,  f{c)    est  positif,  c  étant  compris  entre  a  et  a.  Il  reste  à  prouver  que  l'on  a 

f(c)-fia)<0, 
et,  pour  cela,  il  suffit  de  montrer  que  la  fonction  f(x)  est  constamment  décroissante  dans  l'intervalle 
(a,  T.).  Or,  f"{x)  étant  positif  dans  cet  intervalle,  f'(x)  est  dans  le  même  intervalle  constamment  crois- 
sant ;  f\x)  ne  peut  donc  s'annuler  plus  d'une  fois.  Mais,  si  f'{.i)  s'annulait  pour  une  valeur  X  de  x, 
pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  X  et  a,  f'{x)  serait  positif  ;  par  suite,  dans  l'intervalle  (X,  a), 
fix)  serait  constamment  croissant,  et  par  conséquent  négatif,  puisque  f{X)  est  nul  pour  x  =  «;  cela 
est  impossible.  Donc  f'(xj  ne  s'annule  pas,  il  conserve  un  signe  constant  qui  ne  peut  être  que  le  signe  — . 

En  d'autres  termes,  f(x)  est  constamment  décroissant  dans  l'intervalle  (a,  a). 

Reste  à  établir  l'inégalité     — —  <  ».     Considérons  la  fonction 
P 
o(x)  =  fix)  —  ;  =  f{x)  —  px—q. 
On  a 

o'(x)  =  /''(x)— p, 
ç.'(x)  =  /•"(x). 
La  fonction    o(x)    s' annulant  pour    x  —  a     et  pour     x  =  c,     sa  dérivée,  en  vertu  du  théorème  de 
Rolle,  s'annule  au  moins  une  fois  pour  une  valeur  p  de  x,  comprise  entre  o  et  c.   D'autre  part,  i'(x) 
ne  s'annule  qu'une  fois,  car,  o'(x)  étant  constamment  positif  dans  l'intervalle  {a,   6),    &'(x)   est  croissant 
dans  cet  intervalle  et  en  particulier  dans  l'intervalle  (a,  c).  D'après  cela,  o'(ï)  est  constamment  positif 
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dans  l'intervalle    (,a,  b)  et  ç(x)  est  croissant  dans  cet  intervalle.  Mais  o(r)  est  nul  pour     x  =  c  ;     par 
conséquent,  o(x)   est  positif  dans  l'intervalle  (c,  b).  Gela  posé,  on  a 

o[b)  ^f(b)-{pb-\-q). 
Comme  0(6)    est  positif  et  f\b)  négatif,   il   est  nécessaire  que     pb-r-q    soit  négatif;     or,     pa-hq 

—  (7                                                                                                                     q 
ou    f(a)    est  positif.    Donc,       —      est  compris  entre  a  et   b.  Donc,  ofx)  est  positif  pour  i- = 

mais,  pour  cette  valeur  de  x,  oi^xj  est  égal  à  f(x)  qui  est  ainsi  positif.  Il  s'ensuit  que  est  plus 

petit  que  a. 

Comme  dans  la  méthode  par  parties  proportionnelles,  on  démontrera  que  les  points  C,  D',  ...  ont 
pour  limite  le  point  I. 

Par  des  considérations  analogues,  on  démontrera  encore  que  les  points  D^,  E,',  ...  se  rapprochent 
de  plus  en  plus  du  point  1  et  ont  aussi  pour  position  limite  le  point   I. 


DÉriIVEE  DUNE   SERIE 

liiir  M.  J.  Richard,    professeur  au  lycée  de  Dijon. 


Le  théorème  suivant  a  pour  objet  de  faciliter  l'e.xposition  de  la  théorie  des  séries  entières,  qui  se 
trouve  dans  le  nouveau  programme. 
Considérons  une  série 

(1)  Oi,(x)  +  !pi(j;)  H \-o„{x)-\ 

convergente  pour  x  =  a,  formée  de  fonctions  ayant  des  dérivées,  et  telle  que,  pour  toutes  les  valeurs 
de  X  comprises  entre  a  et  b,  la  série  formée  par  ces  dérivées  ait  ses  termes  inférieurs  en  valeur 
absolue  à  ceux  d'une  série  à  termes  positifs  constants, 

(2)  «0  -H  l'i  -i-  Ko  H h  y„  H 

Je  vais  démontrer  : 

1°  Que  la  série  (l)  est  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  x  compi-ises  entre  a  et  b. 
2°  Qu'elle  représente  une  fonction  de  x,  dont  la  dérivée  existe  et  est  la  somme  de  la  série 

(3)  f'„ix)  -+-  o:{x)  H — h  ?;,(x)  -H  •  •  ■ 

formée  parles  dérivées  des  termes  de  la  série  (1). 

On  a  d'abord,  d'après  la  formule  des  accroissements  finis, 

<>„{x) <fn(a)    =   fi' (l)'?'ni^'>)>  '^  "^  •"'"  <  •■*•'  • 

donc  o„[x)—-in[a)  est  inférieure  en  valeur  absolue  à  {x  —  a)v„\  la  série  dont  le  terme  général  est 
ojx)  —  !p„(a)  est  donc  convergente;  la  série  dont  le  terme  général  est  o„{a)  étant  par  hypothèse 
convergente,  il  en  est  de  même  de  la  série  (1). 

Soit  S„(x)   la  somme  des     n-\-l     premiers  termes  de  la  série  (l),  on  a,  en  nommant   /"(j;]  la  somme 
de  celle  série, 

/■(x)  =  S„(x)  -I-  <?„H-i(x)  4-  !p„+2(a;)  -H  • .  • , 
f{x  +  h)  —  f(x)  =  S„(x  +  h)  —  S„(x)  -h  Y  „+,(x  -h  h)  —  <?„_^.,(x)  -(-...' 
ou 

/•(x  -+-  /() — f{x)  =  /(S' u-  4-  0/1)  -H  ho;,^^(ii)  -H  /<?;,-t-..(î=)  +  •  •  ■. 

5, ,$.  étant  compris  entre  n  et  6;  o„4.i($i)  est  inférieur  à  «„^i,  <s'„^i  est  inférieur  à  f„-,-j,  etc.; 
donc 
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^ — '- — -  =  s;,(x-hOh)-i-z„, 

p„  étant  inférieur  en  valeur  absolue  à  la  somme  des  termes  qui  suivent  i'„  dans  la  série  (2). 
On  peut  prendre  n  assez  grand  pour  que 

|p,|<f 

Laissons  n  fixe,    et   faisons  tendre  h  vers    zéro;     S^(x-i-e/i)       tend  vers  S„(x).       On  peut  donc 

prendre  h  assez  petit  pour  que     Sj,(a; -h  OA)     diffère  de   S'„{x)  de  moins  de    —>      alors  on  aura 

(4)  |C£i4^Zii)_s;w|<|. 

D'autre  part,  la  série  (2)  a  ses  termes  inférieurs  en  valeur  absolue  à  ceux  de  la  série  (3).  Elle  est 
donc  convergente,  et  de  plus  la  difîérence   entre   sa   somme  et  la  somme  S;,(x)  est  inférieure  à 

l'n-ui  -+■  v„^i-i-  ■■■ ,     c'est-à-dire  à  —  ■  On  a  donc,  f'{x)  désignant  la  somme  de  la  série  (2), 

(5)  lA^)-s;,wi<^- 


En  combinant  (4)  et  (3),  on  a 


«ii^W!!' _„.,!<. 


pour  /;  suffisamment  petit. 

Ceci  démontre  que    — j- tend  vers  f'{x). 


SUR    LES   SERIES   ENTIERES 

par  M.  A.  Labrousse,  professeur  au  lyci-e  Je  Toulouse. 


Le  théorème  suivant  :  «  Une  série  entière  d'une  variable  réelle  admet  une  dérivée  en  tout  point  du 
segment  de  convergence  représenté  par  la  série  des  dérivées  de  ses  termes  n  figure  au  nouveau  programme 
de  la  classe  de  Mathématiques  spéciales. 

Il  y  a  comme  on  sait  deux  démonstrations  classiques  de  ce  théorème. 

La  première  (Voir  Picard,  Traité  d'Analyse,  tome  I,  I™  édil.,  page  206)  est  basée  sur  les  propriétés 
de  l'intégrale  définie;  quoique  un  peu  détournée,  elle  présente  l'avantage  de  pouvoir  s'étendre  à 
d'autres  séries  que  les  séries  entières. 

La  deuxième  (Voir  Nietcengloicski,  Algèbre,  tome  fl,  ô'  édit.,  page  1 05,  ou  Humbert,  Cours  d'Analyse, 
tome  I,  page  143),  plus  directe,  pour  être  rendue  parfaitement  rigoureuse  doit  être  précédée  de 
quelques  propositions  sur  les  séries  à  double  entrée. 

Voici  une  démonstration  ne  faisant  pas  appel  à  ces  notions  préliminaires  et  qui  permet,  si  l'on  y 
tient,  de  ne  pas  rejeter  trop  loin  dans  le  cours  l'élude  des  séries  entières. 

Soit    f{x)  =  Su„x"  =  }i;u„(j)    la  série  considérée,  R  la  demi-longueur  du  segment  de  convergence. 

n=l)  0 

X  et     X -^  h    étant  intérieurs  à  ce  sesment,  on  a 


(1)  f(x  -h  A)  -  f{x)   =    ^Un{T  H-  A)  —  Un{x)  ; 

mais,  d'après  le  théorème  des  accroissement?  finis. 


118  SUR  LES  SERIES  ENTIÈRES 


u„[x  -+-  h)  —  u„(x)  =  hv'„[l,i), 

In  élant  compris  entre  x  et    x-i-h,    d'où  il  suit  que  u'„(l„)   tendra  vers  u'„{x)  quand  on  fera  tendre   h 
vers  zéro. 

Divisons  par  /(  les  deux  membres  de  (1)  ;  il  vient 

(2)  fi-^h)-fix)  ^  ^^^,^,^^^  ^  L;.a„)  + f.<,a,.)  =  s.  +  r,. 

Soit  I  a?  I  <;p<;R,  p  élant  fixe;  observons  tout  de  suite  que  o  peut  être  déterminé  sous  la  seule 
condition  que  r  soit  intérieur  au  segment  de  convergence. 

Commençons  par  prendre  h  assez  petit  pour  que  l'on  ait  aussi  |  a;  +  /i  |  ■<  p  ;  on  aura 
alors     I  /■»  I  <  p. 

On  sait  que  a„  désignant  j  a„  \  la  série  Sna„p""'  converge;  donc,  £  étant  un  nombre  positif  aussi 
petit  qu'on  veut,  on  peut  déterminer  k  de  telle  sorte  que  l'on  ait 

(3)  Jn.„p"-'<-i. 

Comme  on  a 

I  u'„(k„)  I  <r!ï„p"-', 

on  aura  a  fortiori 

I  5m;,(),„)!<^        ou         |R,,.  K-i- 

Écrivons  d'autre  part 

(4)  îu„{x)  =  îu'„{x)  -hSu'„{x)  =  S,{x)  -+-  î{,(x)  ; 
on  aura  en  vertu  de  (3) 

I  H/.(x)  |<  |-  ■ 
En  retranchant  (2)  et  (4),  on  obtient 
f{x  +  h)-f(x) 


h 


■  Su;,(x)  =  s,  —  S*(x)  H-  Rk  -  Rk(x), 


et  par  suite 


(!^^±IL^ ^_v„;(^)  I  <;  I  s,  -S,(.r)  1+   I  R,  I  +  I  n,(x)  I 


Cela  posé,  (|uand  h  lend  vers  zéro,  les  termes  de  S*  tendent  respectivement  vers  ceux  de  Sj(x)  et 
Sfc  tend  vers  S;;(x);  on  peut  donc  trouver  -n  tel  que  pour    |  A  |  <  ti    on  ait  : 

|S;,-S,.(^)|<-i. 

Donc  on  aura,  d'après  lei^  inégalités  précédentes, 

|Aa:-^/0-A^)_S„,        1^, 

I  "  "I 

sous  la  condition    \  It  \  <^r,,     ce  qui  montre  que  f{x)  admet  une  dérivée  égale  à  la  série   ^u'Jx)  formée 
par  les  dérivées  des  termes  de  f(x). 

Cette  démonstration  légèrement  modifiée  s'étend  aux  séries  entières  d'une  variable  complexe;  il 
suffit  de  remplacer  la  formule  ordinaire  des  accroissements  finis  par  colle  de  M.  Darboux  relative  aux 
fonctions  d'une  variable  complexe. 

IVoIr  dr  In  Itrdar.tion .  —■  Les  deux  notes  que  nous  venons  de  publier  nous  sont  parvenues  à  peu  de 
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temps  l'une  de  l'autre.  Elles  ont  le  même  objet  et  diffi'rent  peu.  Les  démonstrations  données  par  les 
auteurs  ne  diffèrent  d'ailleurs  que  par  des  détails  de  celle  que  M.  Godefroy  donne  dans  sa  Théorie 
élémentaire  des  séries.  Nous  avons  pensé  toutefois  que  ces  noies  pouvaient  intéresser  nos  lecteurs,  et  c'est 
ce  qui  nous  a  décidé  à  les  publier. 

♦ 
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1307.  —  On  considère  deux  axes  reclangulavres  fixes  0.r  et  Oi/  et  un  cercle  fixe  (C)  tangent  à  ces  deux 
droites. 

Cela  posé,  on  vxène  en  un  point  M  variable  sur  le  cercle  (C)  une  tangente  â  ce  cercle  (fui  rencontre  les 
axes  en  A  et  B. 

1°  Former  l'équation  du  cercle  (Ci)  circonscrit  au  triangle  OAB.  Trouver  le  lieu  du  point  de  ce  cercle  qui 
est  diamétralement  opposé  au  point  0.  Trouver  aussi  l'enveloppe  de  (Ci)  et  indiquer  la  relation  qui  existe 
entre  ces  deux  courbes. 

2°  Former  l'équation  de  la  parabole  tangente  à  Ox,  0;/  et  à  AB  en  son  milieu.  Trouver  i  axe,  le  foyer  et 
le  lieu  du  foyer  de  cette  parabole. 

3°  Trouver  le  lieu  de  l'ombilic  commun  n  la  parabole  et  au  cercle  (C)  et  situé  sur  AB. 

i"  Soit 

a;'^  -h  y-  —  2ax  —  Sa;/  -I-  n'-  =  0 

l'équation  du  cercle  donné  (C)  ;  son  équation  tangentielle  est 

a-(u^  -+-  v^)  —  (au  -t-  ac  -I-  ic)'-  =  0 
ou  Sa'-Mu  -t-  2flw(M  H-  u)  -+-  w-  =  0. 

Gela  posé,  désignons  par 

\-  ~  —  1=0  ou  ij- +  aj/  —  a3  =-- 0 

l'équation  de  AB  ;  en  exprimant  que  cette  droite  est  tangente  au  cercle,  nous  aurons  le  lieu  du  point 

(1)  a3  — 2fl(a+fi)-f-2(7-=0. 

C'est  justement  le  lieu  du  point  diamétralement  opposé  au  point  0  sur  le  cercle  décrit  sur  AB  comme 
diamètre.  Ce  lieu  est  une  hyperbole  équilatère  ayant  la  première  bissectrice  de  l'angle  des  axes  comme 
axe  de  symétrie  et  admettant  pour  foyer  l'origine  des  coordonnées. 

L'équation  du  cercle  (d),  circonscrit  au  triangle  OAB.  est  absolument  évidente  ;  c'est 

x-  -\-y^  —  "^  — .- y  =  0, 
accompagnée  de  la  relation 

a?— 2a(a-4-P)_(-2(J-  =  0. 

Nous  aurons  donc  l'enveloppe  de  ce  cercle  en  adjoignant  aux  équations  précédentes  celles  que  l'on 
obtient  en  égalant  les  rapports  des  dérivées  prises  par  rapport  à  a  et  à  ^  ;  nous  avons  ainsi 

a— 2a   _  p  — 2rt 
;/  X 

Multiplions  le  premier  rapport  haut  et  bas  par  x,  le  second  par  y,  et  ajoutons;  nous  obtiendrons  un 
troisième  rapport 

ctx-h^y  —  2a(a--T-  '/) 
2xy 
égal  aux  deux  précédents.  D'ailleurs 

ax  -}-?)/  =  x'  -r  y' 
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et  la  relation  entre  a  et  3  peut  s'écrire 

(a— 2a);3  — 2a)==2a2; 

l'enveloppe  cherchée  a  donc  pour  équation 

[x-  +  !/-  —  2a(x  -+-  y)]"  —  8a^xy  =  0, 
ou  finalement 

(x'  -^-  y-)[x-  -\-  y-  ^  Aa{x  -i- y)  -T-ia^]  ■=  0. 

Celte  équation  se  décompose  en  deux  : 

X-  +1/2  —  0 

et 

(2)  a;--(- t/2  — 4n(a;+y)-i-4a2  =0. 

La  première  représente  les  deux  droites  isotropes  issues  de  l'origine  ;  elles  proviennent  de  deux 
cercles  doubles  du  système  qui  correspondent  aux  solutions 

^  —  ±i7.  —  a{{  ±i). 

La  seconde  représente  la  véritable  enveloppe. 

Pour  apercevoir  la  relation  qui  existe  entre  les  lignes  (1)  et  (2),  il  suffit  de  remarquer  que  lorsqu'un 
cercle  variable  passe  par  un  point  fixe  0,  l'enveloppe  de  ce  cercle  est  l'homothétique  de  la  podaire  du 
lieu  du  centre  par  rapport  au  point  0,  ce  point  étant  le  centre  d'horaothétie  et  le  rapport  d'homothétie 
étant  égal  à  2;  cela  résulte  de  ce  que  le  second  point  de  rencontre  de  deux  de  ces  cercles  est  le  symétrique 
du  point  0  par  rapport  à  la  ligne  des  centres.  L'enveloppe  est  donc  la  podaire  du  lieu  du  point  diamé- 
tralement opposé  au  point  0  par  rapport  à  ce  point.  Ainsi,  la  ligne  (2)  est  la  podaire  de  la  ligne  (l)par 
rapport  au  point  0  et  ceci  explique  complètement  le  résultat  obtenu. 

En  remarquant  enfin  que  les  points  A  et  B  tracent  sur  les  axes  deux  divisions  homographiques,  il 
serait  aisé  ds  trouver  géométriquement  le  premier  lieu  avec  ses  principaux  éléments. 

2°  Pour  traiter  les  deux  dernières  parties,  les  coordonnées  tangentielles  sont  tout  indiquées  ;  mais 
on  pourrait  trouver  sans  peine  l'éciuation  ponctuelle  de  la  parabole  en  remarquant  que  la  corde  des  con- 
tacts avec  Ox  et  0;/  est  parallèle  à  AB  et  à  une  distance  double  du  centre.  On  pourrait  même  prendre 
une  parabole  quelconque  tangente  à  Ox  et  à  Oy  et  exprimer  qu'elle  touche  AB  en  son  milieu,  c'est-à- 

X  V 

dire  que  le  rayon  qui  joint  l'origine  au  point  de  contact  avec  AB  est  le  rayon     —  =  —  ;     ces  deux  pro- 
cédés donnent  de  suite  pour  équation  ponctuelle 

(p.r  H-  11/  —  2a?  I-  —  4i3  xy  =  0, 

et  tout  ce  qui  suit  peut  s'en  déduire  facilement. 

L'équation  tangcntielle  de  la  parabole  est 

"kvw  -t-  \iwu  -t-  uw  =  0, 
et  les  coordonnées  de  son  point  de  contact  avec  une  tangente  (h,  y,  w)  sont    -^^  >    -z~- 

Effectuons  le  calcul  pour  la  droite     px-t-ai/  —  ï?  =  0    et  écrivons  que  le  point  de  contact  a  pour 

a     a 

coordonnées    —  >    -—  !    nous  avons 
2       2 

2  —  Sjji?  =  2  — 2Xï  =  Xa  -H  [1?, 
on  3Xa+(ip=:2, 

Xa4- 3(1^  =  2. 
Nous  déduisons  de  W     l-x  =  |ji?     et,  par  snile, 

X=—  =  — 
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l'éiiuation  tanîrentielle  de  la  parabole  est  donc 

\^}  1 ; 1-  2ui'  =  0. 

a  i 

Elle  touche  les  axes  aux  points  d'abscisse  2a  et  d'ordonnée  23;  la  corde  des  contacts  avec  eux  a 

donc  bien  pour  équation 

fx  —  ay  —  2îfi  =  0, 
et  l'axe,  pour  direction. 

ij  — ît./  =  (). 

Cela  posé,  il  est  visible  que  l'origine  est  un  point  de  la  directrice  ;  par  conséquent,  le  foyer  est  le 
pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  O  sur  la  corde  des  contacts.  I.e  foyer  vérilie  donc  les  deux 
équations 

—   :^  JL 

et  fjjH-ïi/  — 23i&=0. 

et  ses  coordonnées  sont 

2ai-^  2a-i 

L'axe  est  une  parallèle  à  la  droite     'ix  —  ai/  =  0     et  passe  au  foyer  ;  il  a  donc  pour  équation 

Nous  aurons  le  lieu  du  foyer  en  éliminant  a  et  3  entre  les  équations 

ïx+ay  — 2a3  =  0. 
3(/  —  aas  =  0, 

l'i  -  2a(ï  —  3)-!-2/(-  =  0  : 

I  I 

or,  les  deux  premières  sont  linéaires  en    —  et  —  et  donnent 


d'où 


2.r 

.r' 

'^<f 

x' 

'  +  y' 

+  ?/■- 


2x  2y 

et,  ensuite, 

(C)  (t-'  +  y-)-  - 4rt( j-  -t-  !/)(x-  +  ?/- 1  4-  8a-.ri/  =  0. 

Ce  lieu  est  une  quartique  bicirculaire  à  point  double,  c'est  une  podaire  de  conique. 

L'explication  de  ce  résultat  est  très  simple  :  la  droite  AB  enveloppe  en  eiret  un  cercle  par  con- 
struction, le  cercle  (C)  ;  la  corde  des  contacts  enveloppe  donc  le  cercle  horaothélique  par  rapport  au 
point  0  et  dans  le  rapport  2  ;  par  conséquent,  la  ligne  (G  est  la  podaire  do  ce  cercle  par  rapport  au 
point  0  ;  c'est  un  limaçon  de  Pascal  qu'il  serait  aisé  de  placer. 

3  ■  L'ombilic  dont  il  est  question  constitue  avec  le  point  0  un  couple  d'ombilics  associés  et  la 
droite  qui  les  joint  est  un  des  Cotés  du  triangle  autopolaire  commun.  Ce  coté  a  pour  pôle  le  point  de  ren- 
contre de  la  corde  des  contacts  du  cercle  (C)  avec  celle  de  la  parabole,  c'est-à-dire  le  point  de  rencontre  de 

X—  y  —a  =  0 

avec 

Sx  -I-  a;/  —  2i?  =  0 . 

La  droite  qui  joint  le  point  i  )  à  ce  point  a  pour  équation 
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2a^(x  -h  y)-  a{ix  +  ny)  =  0 
ou 

(-2ïS  —  a^)x  -+-  (2a&  -  «a)y  =  0  ; 

la  conjuguée  harmonique  par  rapport  à  Or  et  Oi/  est 

(2aS  —  fl^)x  —  (2aa  —  fla)y   =r  0. 

Le  lieu  de  lombilic  s'obtiendra  donc  en  éliminant  ï  et  fi  entre 

^x  -r  »;/  —  ^i  =  0, 

et 

iS  —  2a(a  -H  i)  +  2a5  =  0. 

Or,  les  deux  premières  équations  sont  linéaires  et  homogènes  en  ai,  a  et  3  ;  elles  donnent  donc  des 
quantités  proporlionnellps  à  ces  trois  nombres  et,   par  suite,  elles  donnent  a  et  ?  : 


iaxy  ax — irix  —  y)  aij-\-'iy(x  —  yi 

puis 

zaxy 


fly-^2.v(x— y) 
•iaxy 


'IX  —  2.t(x  —  y  ) 
En  portant  ces  valeurs  dans  la  troisième  équation,  on  obtient  le  lieu  cherché  qui  est,  toutes  réduc- 
tions faites,  représenté  par  Téqualion 

(7)  2x1/  —  2rt(x  -^  y)  -»-  a-  -  0. 

Cette  équation  représente  une  hyperbole  équiiatère  qui  est  aussi  le  lieu  du  milieu  de  AB,  comme 
on  s'en  assure  aisément. 

Ce  dernier  lieu  se  trouve  encore  aisément  par  l'emploi  des  coordonnées  langenlielles  ;  il  suffit,  en 
eiïet,  pour  avoir  le  couple  d'ombilics  dont  l'origine  fait  partie,  de  former  une  combinaison  linéaire  de 
l'équation  du  cercle  et  de  celle  de  la  parabole  i|ui  contienne  w  en  facteur.  Cette  combinaison  est 

2a^i/«  -+-  2oK'(i(  -+-  w)  -+-  tv-  —  (7-1  2i/y  + 1 ;—  1  =  0, 

ou 

L'équation  tangentielle  de  l'ombilic  envisagé  est  donc 

et  les  coordonnées  ponctuelles  de  ce  point  sont  données  par 

«2                                 a- 
.(■  =  2rt —■  1/  =  2(1 : 


ac< 

j?-2n(«-t-?)-4-2(i-  =0 


on  en  déduit    —  et  —  ot  il  n'y  a  qu'à  remplacer  ces  nombres  par  leurs  valeurs  dans  la  relation 
pour  retrouver  l'i'quation  (7). 


Ilonni'S  solutions  :  MM.  Diilihhrkt.  .à  Cn-noblc;  /.  Koda  :  J.  lltAi:  ;  E.-.N.   IUrisirn  ;  X.,  à  Dijon. 

Solutions  gfoni^-triqups  :  MM.  J.  IIaaq  :  P^.issibr,  \)il-e  de  Toulouse,  \  .  à  Dijon  :  Cottv,  lycre  de  Dijuii  :  J.   Koda. 
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1308.  —  On  considère  une  ellipse,  un  point  P  et  les  cordes  de  l'ellipse  i/ui  passent  en  ce  point.  Sur 
chacune  de  ces  cordes  prise  pour  diamètre,  on  décrit  un  cercle. 

Trouver  l'enveloppe  de  ces  cercles. 

Celte  enveloppe  est  une  quartique  bicirculaire .  Trouver  pour  quelles  positions  du  point  P  elle  se  dé- 
compose en  deux  cercles. 

Rapportons  l'ellipse  à  ses  axes  ordinaires  et  soient 

a'         0- 

l'équation  de  celte  ellipse  et  a,  p  les  coordonnées  du  point  P.  Une  droite  passant  en  ce  point  aura  pour 
équation 

.'/  —  P  —  '"(S'' —  =<)  =  0, 

et  les  abscisses  des  points  de  rencontre  avec  l'ellipse  sont  fournies  par 

x^         {m.v  +  [i  —  m: 


h' 


l  =0, 


/   1  m- 


h 

les  ordonnées  des  points  de  rencontre  sont  données  par 


2mx  (?■  — Wï)-        , 


1  =0 


1  m'  \        2,7  ^        C^-imf  , 

— r  +  7^ r  ( P  —  ma  H ■ — ^ — ■ «r  =  0. 

a-  h^    la-  a- 

En  ajoutant  les  deux  équations  aux  abscisses  et  aux  ordonnées,  nous  avons  l'équation  du  cercle 
indiqué 

Pour  avoir  l'enveloppe  de  ce  cercle,  il  suflit  d'écrire  que  l'équation  (1)  envisagée  comme  du  second 
degré  en  m  aune  racine  double.  On  trouve  ainsi 

[a-\[x  —  a)-  -+-  ]i-\  H-  6-a2  _  n'b^\ [l,^\.v-^  +  {]j—  {i)-|  +  a""^'  ~  a-b''-]  —  \n-  3r  h-  h-o.]!  —  7.<-,{a-  +  b') ,-  ^^  0. 

Si  l'on  porte  les  axes  au  point  P{a,  S),  cette  équation  se  simplifie  nn  peu  et  s'écrit 

(2)       |a-a;^-+-a^(j/H-P)--f-6-a--  a-h-]\b%x -h^f  -hlri/' -h  a-'^-  — a-b-\  -  {a-%r  +  b-=itj)-  =  0. 

Elle  représente  l'enveloppe  demandée  et  l'on  voit  bien  que  cette  ligne  est  une  quartique  bicirculaire. 

Ce  résultat  était  d'ailleurs  facile  à  prévoir:  en  effet,  le  lieu  des  centres  des  cercles  du  système  est  le 
lieu  des  milieux  des  cordes  de  l'ellipse  (|ui  passent  au  point  P;  c'est  donc  une  ellipse  homothétiiiue  à 
l'ellipse  donnée,  passant  au  centre  de  la  première  et  au  point  P  et  passant  en  outre  aux  deux  points  de 
rencontre  de  l'ellipse  avec  la  polaire  du  point  P;  d'autre  part,  les  cercles  du  système  font  partie  d'un 
réseau  puisqu'ils  ne  contiennent  le  paramètre  m  qu'au  second  degré,  ils  sont  donc  orthogonaux  à  un 
cercle  fixe  (jui  passe  par  les  centres  des  cercles-points  du  système,  c'esl-à  dire  en  particulier  aux  points 
de  rencontre  de  l'ellipse  avec  la  polaire  de  P.  Ces  remarques  suffisent  pour  montrer  que  l'enveloppe 
est  une  quartique  bicirculaire  et  pour  la  définir  géométri(iuement  d'une  façon  simple. 

Il  faudrait  toutefois  achever  de  placer  le  cercle  orthogonal  à  tous  ceux  de  l'énoncé.  .Mais  cela  est 
aisé  si  on  romar(iue  ((ue  le  centre  est  situé  sur  la  droite 

a^'ii{x  —  a)  -+-  b-i{y  —  p)  =  0, 
c'est-à-dire  sur  la  symétrique,  par  rapport  à  des  parallèles  aux  axes,  di-  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  (a,  ^)  sur  la  polaire  du  point  P. 
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Il  nous  reste  à  trouver  pour  quelles  positions  du  point  P  !a  quartique  se  décompose  en  deux  cer- 
cles. Nous  remarquerons  à  cet  ellet  que  si  la  courbe  se  décompose  en  deux  cercles  et  que  nous  dési- 
gnions par  p  la  quantité  x--t-i/^  et  par  P,  P'  deux  fonctions  linéaires,  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion de  cette  ligne  se  mettra  sous  la  forme 

?'  -h  (P  -h  P')  p  -^  pp'  =  0. 

Or.  le  premier  membre  de  l'équation  {"1)  peut  d'abord  s'écrire 

(a-p  H-  "la^^'i  -+-  E)  {h^p  -+-  2h-%x  -hE)—  {a^px -\- l/~:i.yY  =  0  ; 
puis 

n-h-p-  -+-  [2a-A-(a.r  -|-  Pjy^  -+-  E(a-  -+■  h-)  —  )>]p-t-  >.(.t^  -^'V')  -+-  'in-h'-a'^xy  —  [a-^x  -+-  b'-iy  |- 

-I-  2E  (a^Py  -I-  h'ix)  -<-  E'  =  0, 
(M(uation  dans  laquelle  nous  avons  désigné  par  E  l'expression 

b^%-  -+-  a^'i/^  —  a^h- 
e(  par  )  un  paramètre  arbitraire. 

Nous  devrons  donc  écrire  que  la  partie  qui  suit  le  coefficient  de  p  est  un  produit  de  deux  facteurs 
P.  P',  puisque  le  coefficient  de  p  est  alors  la  somme  de  ces  deux  facteurs.  Le  premier  calcul  nous  donne 

et  alors  l'équation  devient 

a'^b'p-  +  [2a-6-(xr  -i-  py)  +  a-h-C]p  -h  {h'y..r  -t-  a-py  -|-  E)'  =  0, 
où  (;  désigne  la  i|uantité 

Cette  équation  peut  encore  s'écrire 

C  \         /  hrx         a'^ij 


■+-^li-^--r  ? 


el  aussi 

Po.sons      /.H — y- =  ^     ''^  identilions  ;  nous  aurons 

n  h 

Rt  IlE  =  nhC. 

Il  i^st  impossible  ilc  satisfaire  à  ces  deux  équations  si  a  et  |i  sont  dilléronls  do  0  tous   les  deux  : 
nous  supposerons  donc  par  exemple     fl=0,     alors    h  —  -j-    et  la  dernière  relation  devient     ^E—b^c^ 

ou,  |)uis(iuo     p  =:  0, 

2(/>-a2  —  a-b-)  =  6=(a'  —  a'—  //-), 
c'est-à-diie  a- =  c'^,  ï  =:  rh  c 

Si  iKiiis  supposons     a  ;::^  0,     iious  Irouvons    /(=   —    el    zh  =  'l-c, 

f.u  !2(f/=?=  —  n'h')  =  <r(jî2  —  n-  —  b-),  ^^  =     -  c\  P^  ^  '•'. 

Ainsi,  il  n'y  a  que  (|natre  [losilions  du  point   I'  pour  lc^■l|llelles  la  i|uailiqti('  se  (U'Cdmiiosc  ;  ci-  sont 
les(|uatre  foyers  de  l'ellipse. 

()ii  peut  y  joiiiiii'i'  l'oii;:ini'  (pii  (inniio  une  di'Coniposilion  exceptionnelle,  évid(Mitt'  n  priori. 

Hoimi>  siiiiilidii^     MM.   I,  IIaai.,  iIhc  .i  I  ICruIf  luiinwilc  >ii|n  rii'mc  ;  K.  N.  I'.aiiisik.n. 
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MÉCANIQUE 


Remarque  sur  la  solution  de  la  question  1298. 

[ChulP  d'un  cylindri'  sui'  un  plan   incliné.) 

On  peut  résoudre  la  question  1298  en  s'appuyant  sur  des  propositions  générales  qu'on  ne  trouve 
pas  dans  la  solution  de  Ernsl  Mach.  (Voir  len°  de  Décembre  lOOi). 

Si  R  est  le  rayon  du  cylindre  et  v  la  vitesse  d'un  point  de  son  axe,  la  vitesse  angulaire  de  rotation 

est    (0  =  —  •    On  sait  que  la  génératrice  de  contact,    D,   est  un  axe  instantané  de  rotation  et  que  les 
R 

vitesses  des  divers  points  du  cylindre  sont  les  mômes,  à  un  instant  donné,  que  si  le  cylindre  tournait 
autour  de  D  avec  la  vitesse  w  ;  la  demi-force  vive  sera  donc     -^^'i,     I    désignant  le  moment  d'inertie 

par  rapport  à  D.  D'après  un  théorème  connu,  l  est  égal  au  moment  d'inertie  par  rapport  à  l'axe  0  du 
cylindre,  soit  MR^  augmenté  du  produit  de  la  masse  totale  M  par  le  carré  de  la  distance  00,  ce  qui 
fait  encore  MR-  ;  donc    I  =  2MR-    et  l'expression  de  la  demi-force  vive  se  réduit  à  Mu-. 

D'autre  part,  si  «  désigne  le  déplacement  du  cylindre,  le  travail  du  poids  est  Mj^ssim.  On  a  donc, 
en  appliquant  le  principe  des  forces  vives, 

Mu-  =  Messin  ï,  V  =  ^gs  sin  ». 

Si  Y  est  l'accélération  d'un  point  de  l'axe,  on  peut  écrire 

V  =  ^'i'js.  d'où  Y  =  —g  sin  t. 

Cette  accélération  est  la  moitié  de  celle  qu'aurait  le  cylindre  s'il  glissait  sans  frottement. 
Supposons  maintenant  que  le  cylindre  repose  sur  le  plan  incliné  par  des  tourillons  de  masse  négli- 
geable et  de  rayon  r.  On  a 

(o  =  —  et  l  =  MR^-t-MH. 

r 

On  en  déduit,  par  un  calcul  semblable  au  précédent, 

7  sin  a 


^-^1 


Si  R  =  0,      Y  =  fi  sin  ï  ;     en  effet,  l'inertie  du  tourillon,  étant  négligeable,  ne  saurait  retarder  la 
chute. 

Si  R  =  r,    on  retrouve,  ce  qui  était  à  prévoir,  le  résultat  précédent. 

Si  r  est  très  petit,  il  en  est  de  même  de  y- 

On  pourrait  réaliser  le  cas     <»  =  ^     en  suspendant  le  système  par  deux  (ils  verticaux  enroulés  dans 

le  même  sens  sur  les  tourillons.  Une  aiguille  à  tricoter  ainsi  suspendue  et  [lortant  des  systèmes  à  grand 
moment  d'inertie  aurait  une  chute  excessivement  lente  :  la  seule  ilifUculte  de  l'expérience  serait  de 
centrer  exactement  ces  systèmes  sur  l'axe  de  l'aiguille. 

C.  R. 
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1316.  —  0»  ronslruil  un  pendule,  assirnihihle  à  un  pendule  simple,  en  attachant  a  un  fil  isolant  très 
fin  et  parfaitement  flexible,  long  de  1",  une  boule  sphérir/ue  d'aluminium  (d  =  2,67)  de  5°""  de  diamètre. 
On  place  cette  boule,  loin  de  tout  autre  conducteur,  nu  milieu  d'une  vaste  enceinte  conductrice  reliée  au  sol  ; 
et  on  la  charge  en  la  touchant  un  instant  avec  un  fil  métallique  très  fin  relie  à  un  des  pôles  d'une  source 
éloignée  dont  l'autre  pôle  est  au  sol.  La  différence  de  potentiel  ainsi  obtenue  est  de  300  volts. 

1"  Calculer  en  coulombs  la  charge  prise  par  la  boule. 

2°  On  place,  symétriquement  par  rapport  à  la  boule  dans  sa  position  d'équilibre,  2  grands  plateaux 
verticaux  formant  condensateur  à  lame  d'air.  Leurs  faces  internes  parallèles  sont  distantes  de  10''™.  On 
charge  ce  condensateur  avec  une  autre  source  qui  établit  aussitôt  une  différence  de  potentiel  de  15  000  voUs 
entre  ses  armatures.  Ces  armatures  sont  supposées  assez  grandes  pour  qu'on  puisse  considérer  le  champ 
électrostatique  obtenu  comme  parfaitement  uniforme  et  on  peut  admettre  sans  erreur  sensible  qu'elles  sont 
chargées  de  la  même  façon  que  si  la  boule  était  enlevée.  Le  pendule  prend  une  nouvelle  position  d'équilibre  : 
expliquer  comment  il  l'atteint  et  calculer  l'angle  d'écart  avec  la  verticale  en  tenant  compte  de  ce  que  cet  angle 
est  petit.  L'accélération  de  la  pesanteur  est  981'^^'". 

3"  Le  résultat  du  calcul  pi-écédent  est  indépendant  de  la  longueur  du  pendule;  montrer  que  pourtant,  si 
cette  longueur  est  prise  trop  grande  et  dépasse  une  certaine  valeur  critique,  le  calcul  n'est  plus  valable. 
Décrire,  sans  calcul,  ce  qu'on  verrait  alors. 

'i'  Le  pendule  étant  construit  et  chargé  comme  nu  début,  on  imagine  qu'on  verse  entre  les  deux  plateaux 
un  liquide  parfaitement  isolant  dont  le  pouvoir  inducteur  spécifique  aurait  la  valeur  constante  2,2o  et  dont 
la  densité  serait  0,80.  Chercher  comment  la  déviation  est  modifiée  en  supposant  successircment  que  la  com- 
munication du  condensateur  à  plateaux  avec  la  source  a  été  rompue  :  l"  après  l'introduction  du  liquide; 

2°  avant  que  l'on  verse  celui-ci. 

{École  normale  su/iérieure,  concours  de  ii>04.) 

1".  La  capacité  d'une  sphère  en  unités  électrostatiques  C.G.S.  étant  exprimée  par  le  même  nombre 
que  son  rayon  en  centimètres,  la  capacité  delà  boulu  vaut  0,25  U.E.S.  Le  potentiel  de  300  volts  auquel 
on  porte  cette  boule  valant  une  unité  électrostatique,  la  charge  jirise  sera  0,25  U.fcl.S-  Or.  un  coulomb 
vaut    3x10'    unités  électrostatiques  C.G.S.   Donc  l'évaluation  demandée  est 

.M  =  — T-r-  coulombs. 
12 

2".    I,e  champ  électrique    '^   onire  les  deux   plateaux  est  égal  au  (juolient  de    leur   dilTérence    de 

potentiel  par  leur  distance.  En   unités  électrostatiques   C.lî.S.,   la  ditlérence  de  potentiel  est  égale  à 

i:iOOO 

^      =  oO     et  la  distance  à    10,    donc      ?  =  5.      C-c    champ    produit    sur  la   boule   une  action 

F  =  bxO,2o  =  1,25  dyne;     cette  action  est  horizontale  et  dirigée  vers  le  plateau  dont  le  potentiel 
est  le  plus  faible,  puisque  l'électricité  de  la  boule  est  positive. 

Celle  lorce  F  se  compose  avec  le  poids  mg  de  la  boule  pour  donner  au  pendule  une  nouvelle 
position  d'équilibre  faisant  avec  la  verticale  un  angle  »  tel  que  l'on  ait 

I' 

lga  = 

"'.'/ 

Cet  angle  est  assez  petit  pour  cpi'on  puisse  confondre  sa  valeur  numérique  avec  rdlp  de  sa  tangenle. 
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et  on  l'évaluera  en  minutes  m  divisant  l'expression  précédente  par    -—rr- — rrr-    En  faisant  le  calcul,  et 

180x00 

4 

remplaçant  en  particulier  m  par    —-0,25  x2,G/,     on  trouve 

a  =  23'. 

I/efl'et  produit  par  la  résultante  des  forces  F  et  mg,  agissant  dans  cette  direction,  est  analogue  à 

l'efTet  subi  par  un  pendule  ordinaire  écarté  de  la  verticale.  Ce  pendule  se  mettra  donc  à  e.xécuter   des 

oscillations  dont  l'amplitude  sera  d'abord  2a  et  que  la  résistance  de  l'air  amortira  peu  à  peu  jusqu'à  ce 

que  l'appareil  se  lixe  dans  sa  position  d'équilil)re.  D'ailleurs,  la  résultante    \/m-g^  -+■  V'    est  sensiblement 

égale  à  my,  de  sorte  que  la  durée  des  oscillations  sera    ~v/—  =  1""^    environ. 

3°.  Le  calcul  précédent  implique  que  le  pendule  puisse  effectuer  librement  les  oscillations  par 
lesquelles  il  atteint  sa  position  d'équilibre,  sans  heurter  le  plateau  dont  il  se  rapproche  le  plus.  En 
négligeant  le  rayon  de  la  boule,  on  exprime  la  condition  précédente  par  l'inégalité  /  sin  2a  <;  5  ou 
bien,  en  faisant  la  même  approximation  que  dans  le  calcul  précédent,     2a/ ■<  3,     ce  qui  donne 

/  <  3i3"n. 

Si  la  longueur  du  fil  dépassait  cette  valeur,  le  pendule  viendrait  toucher  le  plateau  négatif  qui  le 
neutraliserait,  puis  le  chargerait  négativement  par  contact.  La  houle,  repoussée  alors  par  le  plateau 
négatif  en  même  temps  qu'attirée  par  le  positif,  viendrait  toucher  celui-ci  qui  changerait  de  nouveau  le 
signe  de  sa  charge  ;  puis  la  même  série  de  phénomènes  se  reproduirait.  Si  les  plateaux  étaient  maintenus 
à  des  potentiels  constants  par  une  source  d'électricité,  le  mouvement  de  va-et-vient  du  pendule  conti- 
nuerait indéfiniment.  Si,  au  contraire,  les  charges  des  plateaux  diminuent  par  le  transport  d'électricité 
effectué  par  la  boule,  les  forces  électriques  diminuent  ;  il  arrive  un  moment  où  le  pendule  n'oscille  plus 
guère  que  sous  l'action  de  la  pesanteur,  et  enfin  l'amortissement  l'arrête  définitivement  dans  une 
position  voisine  de  la  verticale. 

4".  A  cause  de  lu  poussée  d'Archimède,  l'accélération  due  à  la  pesanteur  n'est  plus  que 

Dans  le  premier  cas,  la  différence  de  potentiel  entre  les  deux  plateaux  restant  la  même,  le  champ 
créé  par  leurs  charges  restera  le  même  et  aussi  la  force  F.  La  déviation  est  donc  modifiée  et  devient 

,        267  . 

'=W  =  '^^'^- 
Dans  le  second  cas,  la  différence  de  potentiel  est  devenue  2,23  fois  moindre,  le  champ  également  et 
la  déviation  a  pris  la  nouvelle  valeur 

267^   _|_ 
'    -   187     2,25  "-"^^'■'- 

Cil.   L.\TTÈS,  élève  à  l'Ecole  nonnak'  supérieure. 
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Préparation  à  la  nouvelle  épreuve  de  dessin  graphique . 

Exécuter   {en    Iroix  lnunrs)    If  di'ssin.  à  inif  échelle   déh-rminée,  et  le   lari'!.   lulal  ou  partiel,  d'un 
fragment  d'architecture  ou  d'un  organe  de  machine:^,  d'après  un  croquis  coté  remis  aux  candidats. 


1:^8 


PREPARATION  A  LA  NOUVELLE  EPREUVE  DE  DESSIN  GRAPHIQUE 
pour  l'admission  à  l'École  polytechnique. 


ACCOUPLEMENT  D'ARBRES 


EJévation  du  plateau    C. 
Par  la    i  face  ef  . 


Coupe    suivant  ab 


I Aso.- 

(  à    dessiner    à     1  'Echelle    de  _j_  ) 

9       ' 


(  Cadre  250  %,) 


Bordier  Del. 


Spécimen  d'iiii  dessin  de   tnacliines,  par  M.   .1.    lioaniKu,   prol'csseiir  :ui    lycée  l.oiiis-lc-Grand. 

\ Arcoiiploiienl  poitr  nrbfps  à  variationti  d'angles  peu  considérables  {lià/icrs  dr  vaisseaux).] 


Teclmoloyie.  —  Les  ("xpiicalions  d'ordri^  toehtiolo- 
},'iqi)e  sur  ce  niécanisiiK!  (usage,  foiirtionnenfieiil, 
eoiislniclioti)  seront  données  par  le  professeur  pendant 
la  première  henre  de  la  première  séance  et  d'après  nn 
grand  dessin  mural  exécuté  par  Ini  avant  la  leçon. 
(V.  Directions  pédagogiques.  Circulaire  ministérielle  dn 
II')  janvier  tOOil.) 

Exécution  du  dessin.  —  Cadre  de  2!)0"""  X200""o. 
Sur  le  croquis,  les  mesures  (données  en  niilliniètres) 
sont  celles  de  l'objet  lui-même,  dans  sa  grandeur  natu- 
relle. Sur  le  dessin,  on  les  réduira  à  l'éclielle  de  1/2 
(Ora.KO  pour  un  mètre). 

X'Echclle  de  réduction  sera  dessiiu'e  dans  l'intérieur 
du  cadre  (ne  pas  oublier  la  contre-échelle  pour  appré- 
cier les  dixièmes). 

Esquisse  au  crayon.  Les  élèves  ne  sauraient  exé- 
cuter avec  trop  de  soin  l'esquisse  au  crayon.  La  mise 
il  l'encre  ne  doit  fitre,  pour  ainsi  dire,  qu'un  calipie 


soigné  de  res(iuisse  au  l'iM.von.  qu'il  faut  exécuter  sans 
tiUonnements  ;  en  particulier,  les  centres  de  tous  les 
cercles  seront  indiqiu's  et  même  piqués  avec  précision. 

Trait  à  l'encre.  —  On  conseille,  pour  les  raccorde- 
ments, de  commencer  par  les  arcs  de  cercle.  Les  traits 
de  force  s'exécutent  en  dernier. 

Lavis.  —  Les  liaclinres  de  fonte,  en  coupe,  du  cro- 
quis seront  remplacées  par  la  teinte  plate  convention- 
nelle. 

La  partie  indiquée  .MM  sur  le  croquis  (arbre  île  gau- 
clie,  en  fer,  el  son  collet)  seia  lavée  en  couleur,  à  l'ellet, 
à  teintes  plaies  ou  à  teintes  fondues,  à  volonté. 

Noï».  —  Sur  le  croquis,  les  ombres  (propre  el  por- 
tée) sont  indiquées  par  des  hacbures. 

Titres.  —  Kacultatifs,  à  cause  du  peu  de  temps  dont 
on  dispose.  Néanmoins,  pour  l'épreuve  d'examen,  des 
titres  l)ien  exécutés  peuvent  faire  monter  légèrement 
lu  noie. 


PRÉPARATION  A  LA  NOUVELLE  ÉPREUVE  DE  DESSIN  GRAPHIQUE 
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COURONNEMENT  DE  LUCARNE 


Elévation 


Coupe   suivant  ab 


A 


(Cadre  250 '"/m) 


(  à  dessiner  à  1  '  Ê  chelle   de  ^^  ) 


Spécimen   d'un  dessin  darchiteclure,  par  M.    1.   Bordier,  professeur  au   lycée  Loiiis-le-Grand. 
\ Couronnement  de  lucarne,  en  pierre  de  taille. 


Description  sommaire.  —  La  corniche  horizontale  A 
est  rencontrée  suivant  la  ligne  MN  par  un  fronton 
circulaire  de  même  profil  qu'elle  (voir  coupe  ab). 
Au  point  de  vue  géométrique,  MN  est  donc  l'intersec- 
tion d'un  cylindre  A  avec  une  surface  de  révolution  B. 
Cette  intersection  est  sensiblement  plane  et,  par  consé- 
quent, en  projection,  ses  éléments  sont  figurés  par 
trois  petites  lignes  droites. 

Les  acrotères  de  gauche  et  de  droite  se  composent 
d'un  piédestal  prismatique  couronné  par  une  moulure 
cylindrique  à  génératrices  horizontales  et  surmonté  d'un 
solide  de  révolution  (listel,  scotie,  listel,  tore,  listel  et 
sphère). 

Nota.  —  On  devra  exécuter  le  lavis  de  l'acrotère  de 
droite.  Les  ombres  (propres  et  portées)  en  sont  indi- 
quées sur  le  croquis. 

Exécution  du  dessin.  —  Cadre  de  2dO"'™x200™".  Sur 
le  croquis,  les  mesures  (données  en  centimètres)  sont 


celles  du  fragment  lui-même,  dans  sa  grandeur  natu- 
relle. Sur  le  dessin,  on  les  réduira  à  l'échelle  de  1/20 
(Oni.Oo  par  mètre). 

L'échelle  de  réduction  sera  dessinée  dans  l'intérieur 
du  cadre  (ne  pas  oublier  la  contre-échelle  pour  appré- 
cier les  fractions,  probablement  les  centimètres). 

Esquisae  au  crayon.  —  Voir  croquis  précèdent. 

Traita  l'encre.  —  Idem. 

NoT.^.  —  Dans  le  dessin  d'architecture,  on  ne  met 
pas  de  traits  de  force. 

Lavis.  —  La  pierre,  en  coupe,  sera  indiquée  par  une 
teinte  rose  très  claire.  L'acrotère  de  droite  A'  sera 
lavé,  à  l'effet,  à  teintes  fondues.  La  couleur  de  la  pierre 
ne  saurait  être  conventionnelle.  Elle  sera  choisie  au 
mieux  de  l'effet  à  produire. 

Titres.  —  Voir  croquis  précédent. 
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QUESTIONS  PROPOSEES 


1370.  —  On  considère  une  équation  du  troisième  degré 

ax'  ■+-  bx-  -t  ex  +  d  =z  0 
et  on  regarde  les  racines  a.  ^,  v  comme  étant  les  abscisses  de  trois  points  de  Ox,    A,  B,  C. 

Trouver  l'équation  qui  admet  pour  racines  les  valeurs  de  y-  =  AB.AC.  Voir  ce  qui  arrive  quand  y  est 
nul  ou  que  l'équation  en  y  a  une  racine  double. 

E.  H. 

1371.  —  On  considère  une  hvperbole  équilatère  de  centre  0  et  une  droite  fixe  passant  par  ce  point.  On 
mène  par  le  point  0  deux  droites  variables  également  inclinées  sur  la  droite  fixe.  L'une  de  ces  droites  rencontre 
l'hyperbole  en  P  et  la  tangente  en  P  rencontre  l'antre  droite  en  M. 

Trouver  le  lieu  du  point  M  et  l'enveloppe  du  cercle  circonscrit  au  triangle  OPM. 

E.  C. 

1372.  —  On  donne  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy.  Une  barre  rectiligne  AB  de  longueur  a  se  meut  dans 
le  plan  xOy  ;  le  point  A  décrit  Ox  avec  la  vitesse  constante  »o  et  l'extrémité  B  est  animée  d'un  mouvement 
uniforme  de  vitesse  v„. 

i"  Former  l'équation  de  la  trajectoire  du  point  B. 

2»  Soit,  à  l'instant  t,  I  le  point  de  rencontre  des  normales  en  A  et  B  aux  trajectoires  de  ces  points  ;  écrire 
l'équation  du  lieu  du  point  L 

3°  M  étant  un  point  quelconque  du  plan,  invariablement  lié  à  la  barre  AB,  démontrer  que  l'hodographe, 
relative  au  mouvenient  de  ce  point,  est  une  circonférence. 

Tu.  Caronnet. 
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1288.  —  Soient  OA,  UA'  di'ti.i-  rayons  rfirtanijulaires  fixes  d'un  cercle,  M  un  point  variable  de  ht 
circonférence.  On  projette  M  en  P  sur  OA,  puis  P  en  Q  sur  OM,  et  Q 
en  S  sur  OA.  On  rnnstruil  sur  OA'  les  points  P'  et  S'  analogues  à  P 
et  S.  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  la  perpendiculaire 
élevée  à  OA  au  milieu  I  de  SP  avec  la  perpendiculaire  élevée  à  OA'  au 
milieu  V  de  S'F'.  Construire  la  courbe  et  déterminer  en  particulier 
sespoin.ts  d'inflexion. 

Soit  ç  l'angle  (OA,  OM)  ;  nous  avons 
OP  =  OMcoso,     OQ  =  OPcoso  =  OMcos'-f,    OS  =  OQcoso  =  OMcos'<p, 
OP'=OMsino,    O0'=0P'sino  =  0Msin-?,    OS'=OQ'sino  =  OMsin'?; 

nous  en  déduisons 


01 


——(ces'  o  H-COSo), 


or 


OM  ,  .  ,  .      , 

— —  (sin'tp  +  sino). 


Si  l'on  prend  comme  unité  de  longueur  la  moitié  du  rayon  du  cercle  et  pour  axes  de  coordonnées 
OA  et  OA',  les  coordonnées  d'un  point  du  lieu  sont  définies  par  les  formules 
(1)  X  =  cos'ç -f- coss,  j/  =  sin'o  4- sinç. 

Pour  avoir  l'équation  du  lieu,  nous  éliminerons  o  entre  les  équations  (1). 
Ajoutons-les  membre  à  membre  après  les  avoir  élevées  au  carré,  nous  avons 

x'-t-  y"  =  cos'o  4-  sin'o  -+-2(cos*  <p  -i-  sin*  o)-t-  cos'e  -t-  sin'  o, 
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el  comme 

cos'''  o  -h  sin*  o  =  (cos^  o  -^  sin^  <p)^  —  3  cos-  ç  sin-  o  (cos-  o  -+-  sin-  <?)  =  1  —  3  cos-  o  sin-  o, 
cos'tp+sin'  o  =  (cos-  5  +  sin- 9)'^  — 2sin'-ocos^  o  =  1  — -2  sin-  9  cos- s, 


on  en  déduit 
ou 


x--hy-  =  A  —  7  cos-  tp  sin^  !» 


■y- 


(2)  cos^  'i  sin^  ?  =  — 

D'autre  part,  multiplions  membre  à  membre  les  équations  (1),  nous  obtenons 

xy  =  cos  ç>  sin  o  (cos-  9  sin-  9-1-2) 
et,  en  élevant  au  carré, 

x-y-  =  cos-  9  sin-  9  (cos-  9  sin^  9  -t-  2)^, 

et  nous  n'avons  plus  qu'à  remplacer  dans  cette  équation  cos'  'f  sin''  9  par  sa  valeur  (2). 

L'équation  du  lieu  est  donc 

[x-  -t-  //'  —  4)(x-  -H  «/^  —  18)-  -I-  3i'ix-y-  =  0  ; 
elle  représente  une  courbe  du  sixième  degré  symétrique  par  rapport  aux  axes  de  coordonnées  et  à  leurs 
bissectrices. 

Mais  pour  construire  celte  courbe,  il  est  beaucoup  plus  simple  de  se  servir  des  équations  paramé- 
triques (1),  d'y  faire  varier  9  dans  un  intervalle  d'étendue  égale  à  2ir  et  de  discuter  les  variations  de  x 
et  de  7.  Si  l'on  change  9  en  9-HT,  a;  et  j/  changent  tous  deux  de  signe,  ce  qui  montre  que  la  courbe 
est  symétrique  par  rapport  à  l'origine,  l'étendue  de  l'intervalle  sufiisant  se  réduit  à  ir,  mais  à  condition 
d'achever  par  symétrie  par  rapport  au  point  0.  En  changeant  9  en  —9,   x  ne  change  pas  et  y  change 

de  signe,  donc  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  Or,  et  enfin  en  changeant  9  en     — 9,     x  se 

change  en  y  et  y  en  x;  donc  il  y  a  symétrie  par  rapport  à  la  bissectrice  de  l'angle  xOy. 

Il  suffit  donc  de  faire  varier  o  de    0  à  —-1    de  construire  la  branche  de  courbe  correspondante,  puis 

4 

de  tracer  la  symétrique  de  cette  branche  par  rapport  à  la  bissectrice     x  —  y  =  0,     puis  enfin   la  symé- 
trique de  toute  la  portion  obtenue  par  rapport  aux  deux  axes. 
Les  dérivées  de  x  et  y  sont 

dx  du 

-i—  =  — sin  9(3  cos- o  -h  1),  -,—  =  cos  o(3  sin-s-l-1); 

do  '  '  do  .  V  . 

dans  l'intervalle     /O,— ).    —— est  négatif  et -^^  positif,  donc   .r    décroît  el    )/    croit.  Pour  étudier  les 
\       4  /       ^9  "  do  ^         '  ■^ 

tangentes  et  les  points  d'inflexion,  calculons  le  coefficient  angulaire   m  de  la  tangente  au  point   9    de  la 

.         ,    dy  dx 

courbe  ;  il  est  égal  au  quotient  de  -p-  par  ——  •   nous  avons 

do  "^       do  ^ 

cos  o(3  sin-  o  -+- 1) 
m  — : — !-^ — . 

sm9(3cos-9-t-l) 
Nous  en  tirons 
dm  sin9(3cos^f-hl)[6sin9cos-o— sin9(3sin'^9-f-l)]— cos9(3sin'i?-Hl)[— 6cososin-s4-cos9(3cos-o+l)] 

do  sin^o(3  cos- 9-1-1)- 

Le  numérateur  s'écrit  successivement 

6  sin^? cos- 9(3  cos- 9-1-1  -H3sin*9-|-1)  — (sin^9-(-cos2  9)(3sin-9-t-l)(3cos-9 -t-1), 
30  sin'-  9  cos-  9  —  (9  sin  '-  9  cos-  ?  4-4), 

21 

ou     21  sin- 9 cos- 9  —  4,     ou  enfin     — —  sin-29 — 4. 


On  a  donc 


dm  16  — 21  sin' 29 


do         4  sin-'f(^3cos-9-l-l)'- 
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Le  numérateur  s'annule  pour  une  seule  valeur  de    ?    comprise  entre    0   et  —  ;  cette  valeur  est  la 
moitié  de  l'angle  aigu  dont  le  sinusestégal  à     +  V  'q~  '.    ^^^^  1^  désignerons  par  a.  Quand    o  traverse 

la  valeur  a,  — - —  s'annule  en  passant  du  positif  au  nét^atif,  par  conséquent  m  passe  par  un  maximum, 

et  la  courbe  présente  une  inflexion  au  point  correspondant. 
On  peut  donc  dresser  le  tableau  suivant  : 


o 

0                                 a 

71 

X 

2         décroît 

décroît 

3s/ï 
4 

y 

0           croit 

croît 

;V2 

4 

m 

—  oc      croît     max. 

décroît 

—  1 

On  en  déduit  la  branche  de  courbe  AB;  la  tangente  au  point  A 
est  perpendiculaire  à  OA,  et  la  tangente  en  B  perpendiculaire  à  OB. 
Le  point    M   qui  correspond  à  l'angle   a  est  un  point  d'inflexion. 
En  achevant  par  symétrie,  on  voit  que  la  courbe  présente  huit  sommets  et  huit  points  d'inflexion. 
La  longueur  OB  est  égale  à  —  c'est-à-dire  aux  -^  du  rayon  ;  pour  calculer  OM,  il  suffit  de  remar- 
quer (]ue  l'on  a  pour  un  point  quelconque 

x--{-y'-  =  4  —  7  cos- ?  sin- <?  ; 

4  — ■>        8  2v/â 

mais  pour  le  pomt  M  on  a    cos-osin-?  =  -r— >     donc     OM"  =  — -i    et    OM  =  — --■ 
■  21  3  3 
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Solutions  anniogues  jiar  MM.  R.  Boovaist;  .1.  Haag  ;  PAnnon  ;  Rosenberg  Vkno,  h  liudapest. 


1289.  —  Quand  une  corde  d'une  conique  tourne  autour  d'un  point  fi.rr,  la  somme  algébrique  des 

inverses  des  distances  de  ses  extrémités  à  la  polaire  du  point  fixe  est  constante. 

Prenons  pour  axe  Oy  la  polaire  du  point  donné  A,  pour  axe   Ox  la  perpendiculaire  menée  de  ce 

point  à  sa  polaire,  et  désignons  par  a  l'abscisse  du  point  A. 

Soit    A(x  —  a)- -I- 2B(a7  —  a)i/ -t- C//- =  0    l'équation  de  l'ensemble  des  tangentes  nicni-es  du  point  A 

à  la  conique,  on  peut  considérer  celle-ci  comme  étant  hilangente  à  ces  deux  droites,  la  corde  de  contact 

étant  Oj/.  Par  suite,  l'équation  de  la  conique  est  de  la  forme 

A(  J.-  —  a)-  -h  2B(x  —  a)y  -f-  Ci/  ■+-  Ux-  =  0. 

Une  droite  (luelconque  passant  par  le  point   A,     y  =  l{x — o),     rencontre  cette  conique  en  deux 

points  dont  les  abscisses  vérifient  l'équation 

Mx  -  «)=  -4-  -2B).(x  —  ay  -I-  0-{x  —  a)-  -h  Dx-  =  0, 

et  celle  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(x  —  a)'^  -+-  mx-  =  0. 

2 
La  somme  des  inverses  des  racines  est   — •    on  a  donc 

a 

L    _L  -  A- 

x'        x"         a  ' 
ce  qui  démontre  la  proposition. 

J.  IIAAG. 
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Solution  géométrique.  —  Soient  A  le  point  donin\  a  sa  polaire  et  MN  une  sécante  quelconque  passant 
par  le  point  A   et  renconti-iril  a     au  point  P.  Les  points  M   et  N  étant  conjugués 
harmoniques  par  rapport  aux  points   A  et  P,  on  a 
i  i     _     2 

ÂM         AN   ~   ÂP' 
Or,  si  l'on  projette  A,  M,  >'  en   a,  m,  n   sur  A,  les  segments  ÂM,  AN  et  ÂP 
sont  proportionnels  aux  segments  mM,  nN  et  ôÂ,  et  la  relation  précédente  étant 
homogène  par  rapport  à  AM,  AN  et  AP  peut  s'écrire 

mM         nN         aA 
et  le  théorème  est  démontré. 

E.  DARMOIS,  à  Nancy. 

Bonnes  solutions  par  M.M.  E.  N.  Barisien  ;  R.  Bouvaist  :  G.  CoTTr.  lycée  de  Dijon  : 
fi  .  Javelot,  k  Lille  :  Parrod.  à  Vesoul  ;  Rosenberg  Yeno,  à  Budapest  ;  Jules  Yersaox.  athénée 
de  Thuin.  

1293.  —  Le  lieu  des  foyers  des  paraboles  qui  ont  un  sommet  donné  et  qui  passent  par  un  point  donné 
est  une  cissoide  droite. 

Prenons  pour  origine  le  point  A,  sommet  de  la  parabole,  et  pour  axe  des  x  la  droite  AB   qui  joint 
ce  point  au  second  point  donné,  B,  et  désignons  par  a  l'abscisse  du  point    B.  L'axe  et  la  tangente  au 

sommet  de  la  parabole  constituent  un  système  rectangulaire  d'axes 
variables  OX,  OY,  dans  lequel  l'équation  de  cette  parabole  est 

Y^— 2pX  =  0, 
p  désignant  le  paramètre,  variable  aussi. 

Cela  posé,  soit  o  l'angle  de  Oa;  avec  OX  ;  les  deux  formules  de 
transformation  de  coordonnées  seront 

X  =  X  cos  !s  —  Y  sin  o, 
1/  =  X  sin  o  -H  Y  cos  <?, 
et,  par  suite,  elles  nous  donnent  par  un  calcul  aisé 
X  :=  X  cos  ç  +  y  sin  o, 
\  =  — X  sin  9  -t-  y  cos  o. 
L'équation  de  la  parabole  dans  le  système  fixe  (O.r,  Oi/)  est  donc 

(x  sin  3  —  y  cos  =)-  —  2;j(_a;  cos  s+ysins)  =  0; 
en  exprimant  que  cette  ligne  passe  au  point  B,  nous  avons  la  relation 

a-sin-o — •2/jacoso  =  0, 
ou  a  sin-  o  —  2p  cos  o  =  0. 

D'autre  part,  les  coordonnées  du  foyer  dans  le  système  mobile  sont 


X=  ^, 


Y  =  0; 


ce  point  est  donc  donné  dans  le  système  fixe  par  les  deux  équations 

P 
xcoso -I- t/sm  3  =  —-5 

X  sin  œ  —  y  cos  =  =  0. 
Il  n'y  a  plus  qu'à  éliminer  o  et  p  entre  ces  deux  équations  et  la  relation  trouvée  plus  haut  ;   or,  la 
dernière  équation  nous  donne 


sm  9 

y 


1 


et  les  deux  autres  deviennent  alors 


A'  +  y* 


ay"  =  zpxvx--)- 
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Le  lieu  du  foyer  a  donc  pour  équation 

Ax{x-^  +  î/2)  _  ay^  =  0. 
C'est  une  cissoïde  droite  ayant  pour  axe  Oa:,  pour  point  de  rebroussement  l'origine  des  coordonnées 


et  pour  asymptote  la  droite     j'=  — ,     qui  passe  au  quart  de  AB. 


PARROD  et  J.  HAAG. 


Solution  géométrique.  —  Menons  par  A  une  droite  quelconque  AX  que  nous  prendrons  pour  axe  de 
l'une  des  paraboles  du  faisceau  ;  nous  définirons  ainsi  très  exactement  celte  parabole.  Abaissons  alors  BC  per- 
pendiculaire sur  AX  et  prenons  de  l'autre  côté  de  A,  sur  l'axe, 
une  longueur  AD  =  AC;  le  point  D  sera  le  pôle  de  BC  et  la 
droite  Dli  sera  la  tangente  en  B.  Il  suBit  alors  de  prendre  le 
point  de  rencontre  de  la  tangente  en  B  avec  la  tangente  au 
sommet  AY  et  d'élever  en  ce  point  une  perpendiculaire  EF  à 
DB,  pour  avoir  le  foyer  F  de  la  parabole  envisagée. 

Élevons  en  B  une  perpendiculaire  BH  à  AB.  Le  lieu  du 
point  C  est  le  cercle  décrit  sur  AB  comme  diamètre  ;  si  donc 
nous  portons  sur  AG  un  vecteur  AM  équipollentà  CH,  le  lieu 
du  point  M  est  une  cissoïde  droite  ayant  AB  pour  axe,  BH 
pour  asymptote  et  A  pour  point  de  rebroussement. 

'  \ 

Nous   allons   démontrer    que      AF  =  —  CH  ;      alors    nous 

pourrons  conclure  que  le  lieu   du    point  F   est  une  cissoïde  homothétique  de  la  précédente  par  rapport  au 

point  A  et  dans  le  rapport—. 

A  cet  effet,  menons  EG  perpendiculaire  sur  AB  et  El.  BJ,  parallèles  à  l'axe;  le  faisceau  (E.  AFGI)  a  ses 
côtés  respectivement  perpendiculaires  à  ceux  du  faisceau  (B,  JDAC)  ;  or,  celui-ci  est  harmoni(iue,  puisque  A 
est  le  milieu  de   DC  et  que  J  est  à  l'infini  ;   donc,  le  premier  faisceau  est  harmonique  aussi  et  F  est  le  milieu 

1  { 

de  AG.  Nous  vovons  donc  que    AF  =  irAG  ;     mais  visiblement  AG  est  la  moitié  de  CH  ;  donc    AF  =  -;-CH. 
^2  4 

PARUOD   et  J.   HAAG. 

Bonnes  solutions  analytiques:  MM.  E.-N.  Babisien  ;  Fbizac  ;  ('uib,  h  Boulogne-sur-Mer  ;  .1.  Yehnalx,  athénée  de  Thuin  ; 
IIatk  ;  K.   Javelot.  Nicolesco. 

Bonnes  solutions  analytiques  et  géométriques  :  MM.  G.  Cotiï,  lycée  de  Dijon;  R.  Buivaist:  Dhallor  Lecram. 
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1294. —  On  donne  lu  courbe    y^ 


■;    pai'  l'ori'jine  des  coordonnées  on  mène  deux  rayons  rectan- 


gulaires OM  el  ON,  et  l'on  demande  de  trouver  : 

1°   L'enveloppe  de  la  corde  MN  ; 

2»  Le  lieu  du  point  de  rencontre  de  la  droite  MN  arec  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  sur  cette 
droite  ; 

'.i'  Le  lieu  du  milieu  de  MN. 


La  courbe     y'  = 


se  construit  immédiatement:  elle  admet  un  point  de  rebroussement  à 


l'origine  et  la  tangente  en  ce  point  est  l'axe  des  x  ;  elle  admet  trois  asymptotes,  les  droites    x  —  a    et 
x±y=  ;  elle  est  de  plus  visiblement  symétrique  par  rapport  à  Oa;  et  n'existe  pas  entre  les  va- 

leurs  0  et  a  attribuées  à  x. 

1°  Cela  posé,  soit 

ux-i-  vy  ~i-  w  =  0, 

l'équation  de  la  droite  MN  ;  les  rayons  qui  joignent  l'origine  aux  points  de  rencontre  de  la  courbe  avec 
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cette  droite  sont  donnés  par  l'équation 

tvx(y'- — X-]  -+-  ay\ux  -+-  vy)  =  0, 

et  leurs  coefficients  angulaires, 
3 


avm^  -+■  [au  -+-w)m-  —  iv  =:  0. 

ir 
Le  produit  des  racines  est  — ,    et,  comme  deux  d"en- 

flV 

tre  elles  ont  pour  produit  —  1,  la  troisième  doit  être  égale  à 

w 

Nous  aurons  donc  la  relation  qui  doit  exister  entre 

av 

u,  y,  w  en  exprimant  que  cette  quantité  est  racine  de  l'é- 
quation du  troisième  degré  en  m  qui  vient  d'être  formée. 
Ceci  nous  donne  w  =0  et  uir  —  av-  =  0.  La  première 
condition  est  une  solution  étrangère,  car  lorsque  w  est 
nul,  l'équation  en  m  a  une  racine  nulle  et  nous  avons  sim- 
plement exprimé  ce  fait  et  non  que  deux  des  racines  ont 
pour  produit  — 1.  La  vraie  condition  est  donc 
uu< —  av-  =  0  : 


elle  donne     w  = 


et,  par  suite,  l'équation  de  MN  est 

av- 
-  vy-\ —  0  ; 


cette  équation  est  homogène  et  du  second  degré  en  — ;  en  écrivant  qu'elle  a  une  racine  double,  nous 

M 

avons  l'équation  de  l'enveloppe 

(1)  y-  — io-r  =  0. 

C'est  une  parabole  ayant  pour  axe  Ox,  pour  tangente  au  sommet  0;/  et  pour  paramètre  2a. 

2"  La  perpendiculaire  à  la  droite  MN  a  pour  équation 

X  y 

u  V 

U  faut  donc  éliminer  u,  v,  ir  entre  cette  équation,  celle  de  la  droite  MN  et  la  relation   uu'—av-  —  0; 
or,  les  deux  premières  donnent 


X         y         _  a;2  _  j^> 

le  lieu  cherché  a  donc  pour  équation 

(2)  x(x--h'f)-hay^=0. 

Cette  équation  représente  unecissoïde  droite  ayant  pour  ave  Or,  pour  point  de  rebroussement  l'ori- 
gine et  pour  asymptote  la  droite    x  —  —  a. 

3"  Pour  avoir  le  lieu  du  milieu  de  MN,  nous  allons  chercher  l'équation  quadratique  des  droites  CM 
et  ON  et  prendre  le  diamètre  conjugué  de  MN  par  rapport  à  ce  couple.  L'équation  aux  coefficients  an- 
gulaires de  OM  et  de  ON  est 

avm'  -+■  (au  -H  ic)m^  —  ir 
i '- -  0 


avec  la  relation 


^0, 
—  ...,» 
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Remplaçons  uw  par  av-  el  simplifions  l'équation  en  m,  nous  aurons 

vm-  -+-  um  —  V  =  0. 
L'équation  quadratique  des  rayons  OM  et  ON  est  donc 

i'(y2  —  X-)  ■+■  vxy  =  0. 
Le  diamètre  conjugué  de  MN  par  rapport  à  ce  couple  a  pour  équation 

—  2vx  -+-  ity (2yy  +  ux)  =  0 

ou  («'^ -l-2y'^)xH-wi'j/ =  0. 

En  tenant  compte  de    av^  =  uw,     cette  équation  se  simplifie  et  devient 

(au^  -+-  2uw)x  +  àuvy  =  0 
ou  au(ux -i- vy) -h  2uu.>x  =:  0 . 

L'équation  de  MN  donne     itx -r-vy^  —  w  ;     donc  celle-ci  devient 

uwi2x  —  a)  =  0, 
et  le  lieu  du  milieu  de  MN  est  la  droite 

(3)  2x  —a  =  0. 

Remarque.  —  La  droite  MN  rencontre  la  courbe  en  un  troisième  point  P,  et  le  coefficient  angulaire 

W  V 

de  OP  est    — ■ — = ;   celte  droite  OP  a  donc  pour  équation     uy  +  vx^^O;     elle  est  symétrique 

en  direction  de  la  droite  MN  par  rapport  à  la  première  bissectrice  de  l'angle  des  axes.  Il  en  résulte  une 
construction  par  points  très  intéressante  de  la  courbe  proposée  :  on  construit  les  tangentes  à  la  parabole 
y^  —  Aax  =  0  et  on  prend  le  point  de  rencontre  de  chacune  d'elles  avec  la  droite  menée  par  l'origine 
et  également  inclinée  sur  la  bissectrice  de  l'angle  jOj/. 

PARROD. 

Bonnes  solutions  :  MM   A.  Raté;  J.  Yerxacx.  athénée  de  Thuin  ;  M.  Co.nst.vndaki  ;  i.   Haag  ;  E.-N.  Barisien  ;  R.   Javelot, 
à  Lille;  Cuir,  à  Boulogne-sur-Mer;  J.  Roda,  à  Toulouse:  J.-G.  Nicolesco,  à  Bucarest;  Dnallor  Lecbam. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


1373.  —  On  considère  deux  demi-cercles  0  et  0'  tracés  du  même  coté  de 
la  ligne  des  centres.  f)'nn  point  variable  M  de  la  ligne  des  centres  on  mène  la 
tangente  à  0  dont  le  point  de  contact  est  T  et  la  tangente  à  0'  dont  le  point  de 
contact  est  T'.  Lieu  du  point  de  rencontre  des  droites  OT  et  ti'l".  Construire 
la  courbe  dans  le  eus  où  les  cercles  sont  égaux  et  tangents  entre  eux. 

E.-N.  Barisien. 

1374.  —  L'n  point  se  meut  dans  un  plan  suivant  la  loi  des  aires  (vitesse  aréolairc  constante),  on  sait  en 

outre  que  la  courbe  indicatrice  des  vitesses  (hodtigraphe)  est  circulaire.  Démontrer  que  la  trajectoire  est  une 

conique. 

Tu .  (Baronnet. 


ÉCOLE  CENTRALE  DES  ARTS  ET  MAM FACTURES.  —Les  candidats  à  l'École  Centrale,  pour  les 
épreuves  comportant  des  calculs  numériques,  pourront  se  servir  de  toutes  tables  de  logarithmes  ù 
cinq  décimales  au  moins.  Ils  seront  de  plus  libres  d'adopter  la  division  sexagésimale  ou  la  division 
centésimale  du  cercle. 
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REVUE  DE    MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES 


PREMIERE    PARTIE 


SUR  LA  METHODE  D'APPROXIMATION  DE  NEWTON 

p;ir  M.  J.  Richard,  jn-ofesseur  au  lycée  de  Dijon. 


Je  n'expose  pas  ici  la  méthode  de  Newton.  Je  veux  seulement  montrer  comment  il  c?t  possible  de 
calculer  l'erreur  commise  après  h  applications  successives  de  la  méthode. 

Soit  l'équation  f[x)  =  0  ayant  une  seule  racine  entre  a  et  6  ;  je  suppose  la  dérivée  f\x)  supé- 
rieure à  |i  en  valeur  absolue  dans  tout  l'intervalle  (a,  b),  et  la  dérivée  seconde,  inférieure  en  valeur 
absolue  à  M  dans  le  même  intervalle. 

Je  supposerai  en  outre  cet  intervalle  assez  petit  pour  que,  e  désignant  la  valeur  absolue  de  b  —  a, 
on  ait 

(.)  .^<.. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  f"{x)  positif,  /"(n)  positif  et  a  inférieur  à  i. 
On  prendra  alors 

(2)  a,  =  -M.. 
^  fia) 

On  sait,  d'après  la  théorie,  que  l'erreur  commise  est  inférieure  à 

(3)  c,  =  (i  —  a)-  --  =  £-  ^-  ■ 

D'après  l'hypothèse  faite,  on  a     ei  <£. 

On  posera    é,  =  ai  +  sij     la  racine  sera  comprise  enlre  ai  et  b^.  On  pourrait  considérer  le  cas 
où  la  condition  (1)  n'est  pas  réalisée  ;  on  prendrait  dans  ce  cas     bi  =  b,     ^i  —  b  —  a,;    je  n'exami- 
nerai pas  ce  qui  arrive  dans  ce  cas,  me  bornant  au  cas  où  la  condition  (1)  est  remplie. 
Prenons  alors 

/•(g.) 

""  ~       /'(a.)  ' 
L'erreur  commise  sera  inférieure  à 

,  M 

et  l'on  posera     b±  =  (ij-i-ej.     La  racine  sera  comprise  enlre  a.,  et  b<.  En  continuant  ainsi,  on  voit  que 
l'erreur  commise  en  prenant 

/■'(«-., 

sera  inférieure  à' 

M 

On  déduit  de  là 
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ni    M    \2"-l 

Si  l'hypothèse  (1)  est  réalisée,  on  voit  que  i„  tend  vers  zéro  très  rapidement  ;  si  par  exemple  s  — — 

I  ^ 

est  inférieur  à  — >   le  nombre  de  décimales  double  à  chaque  coup,  ou  à  peu  près . 

Ceci  montre  que  la  méthode  de  Newton,  lorsqu'on  a  au  préalable  suffisamment  resserré  l'intervalle 
contenant  la  racine  (en  s'aidant  de  l'interpolation  par  pirties  proportionnelles  pour  abréger  le  calcul), 
est  l'une  des  plus  avanta^'euses  connues. 

U  ne  faut  pas  la  combiner  avec  la  méthode  des  parties  proportionnelles  pour  avoir  deux  valeurs  ap- 
prochées l'une  par  défaut, l'autre  par  excès.  Cette  dernière  méthode  en  effet  approchant  beaucoup  moins 
vite,  on  perdrait  tout  l'avantage  de  la  méthode  de  Newton. 


LIMITE  DE    —  (a><), 
a 
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Dans  le  projet  de  programme  que  j'ai  publié  dans  le  numéro  de  décembre  dernier,  j'ai  placé  l'étude 
de  ce  rapport  immédiatement  après  la  théorie  de  l'exponentielle.  L'objet  de  cette  note  est  d'indiquer 
une  démonstration  très  simple  de  la  propriété  classique  exprimée  par  l'égalité 

Lim  ^.  -  0  ia>i), 

et  qui  n'exige  que  des  notions  connues  à  ce  moment-là. 

1°  Supposons  d'abord  x  et  p  entiers  et  positifs  tous  les  deux  et  traduisons  l'hypothèse  a  >  I  par 
ré'^alité    a=l-Hï,     ='>0;     nous  pourrons  écrire  alors 

.v{x  -  1)    .,  j(x-l)...(x  — p-<-i)     ^, 

p! 

x[x-i)...{x-p)  ^^^. 

l'-7)('-7)-(-"-^) 


«'  =  1,1  + «y 

'^1 

a  + 

1.2 

—  a--(--- 

et,  par  suite, 

1 

(l  +  «)'  ^ 

1 

x>' 

X 

1 

xi-  ' 

-+- 

a- 

1 

X 

XP 

i.i 

.II''- 

('-7)-(--f) 


(P  +  1): 

Quand  x  ;,'randit  indélininient,  tous  les  termes  conservés  tendent  vers  0,  sauf  les  deux  derniers  ; 

a''  ,  11' 

i'avant-dnrnier  tend  vers    — r    et  le  dernier  grandit  indélininient  ;  donc    — -    devient  infini  aussi,  et  le 

/'■  •" 

rapport  inverse  tend  vers  0. 

2"  Supposons  encore  p  entier  et  positif  et  faisons  grandir    x    indéfiniment  par  valeurs  posiliires 
quelconques.  Si  nous  appelons  »  la  partie  entière  de  x,  nous  avons,  par  délinilion, 

H  <-5  r  <;  »i  -1-  1  ; 
par  suite,  »iP<af<  (o-t- 1)p 


NOTE  SUK  LE  CERCLE  DE  MANNHEIM 


139 


et,  puisque 

II  en  résulte  immédiatement 


«>  1, 
a"  <  a^<ia"^'. 

X''        (>n-l>'_     (»  —  1)''  , 


(n  -\-  i)P  xP 

or,  quand    t   grandit  indéfiniment, — —    tend  vers 0;  donc  a /'o/'/iori    —    tend  aussi  vers  0. 

3°  Levons  enfin  la  restriction  relative  à  p  et  supposons  p  positif,  mais  quelconque;   nous  aurons, 
en  appelant  n  la  partie  entière  de  p,  «  <S;J  <  "  + 1 

et,  par  suite,  puisque  x  devient  plus  {,Tand  que  1, 

X"  •^Xl' <,!"+' . 

Donc 


or,  ce  dernier  rapport  tend  vers  0  ;  par  conséquent  le  premier  a  la  même  limite. 


E.  H. 


NOTE  SUR  LE  CERCLE  DE  MAISNHELM 

par  M.  L.   Garnon,  étudiant  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris. 


La  propriété  de  ce  cercle  est  la  suivante  :  . 

Si  Von  considère  la  lamjenle  et  la  normale  en  un  point  M  d'une  conique,  ces  deux  droites  rencontrent 
l'axe  non  focal  aux  points  P,Q.  Le  cercle  circonscrit  au  triangle  rectangle  PMQ  passe  par  les  foyers  de  la 
conique. 

Nous  démontrerons  ce  théorème  comme  conséquence  de  celui-ci  {')  : 

Soit  Q  le  centre  d'un  cercle  Intangent  à  une  conique,  Q  étant  un  point  de  l'axe  non  focal  ;  la  polaire  de 
l'un  des  foyers  réels  F  par  rapport  à  ce  cercle,  la  droite  qui  joint  le  point  F  au  centre  Q  du  cercle,  la  corde 
de  contact  du  cercle  et  de  la  conique  se  coupent  en  uti  même  point  G  situé  sur  la  directrice  de  la  conique  re- 
lative au  foyer  F. 

Démontrons  d'abord  ce  théorème.  Pour  cela,  considérons  deux  cercles  bitangents  à  la  conique  et 
n'ayant  pas  leurs  centres  sur  le  même  a.\e  ;  soit  K  le  point  de  rencontre  des  cordes  de  contact  ;  il  a  même 
polaire  par  rapport  aux  deux  cercles  et  k  la  conique  ;  en  effet,  les  trois  polaires  ont  deux  points  communs 

qui  sont  les  conjugués  harmoniques  du  point  K  par  rapport  aux  points 
d'intersection  des  cordes  de  contact  avec  la  conique  ;  mais,  puisque 
le  point  K  a  même  polaire  par  rapport  aux  deux  cercles,  c'est  l'un 
des  points  de  Poncelet  relatifs  aux  deux  cercles. 

Cela  posé,  le  foyer  F  est  un  cercle  bitangent  à  la  conique  ;  les 
cordes  de  contact  du  cercle  c  et  la  corde  de  contact  du  foyer  F  — 
c'est-à-dire  la  directrice  relative  à  ce  foyer  —  ont  en  commun  le 
point  G  qui  est  un  des  points  de  Poncelet  relatifs  au  cercle  Q  et  au 
foyer  F;  donc  la  droite  FQ  passe  par  le  point  G  ;  mais  le  foyer  F  est 
l'autre  point  de  Poncelet  ;  donc  sa  polaire  par  rapport  au  cercle 
2  passe  parle  point  G. 

Mais  la  polaire  du  point  G  par  rapport  à  la  conique  est  ta  per- 
pendiculaire à  QF  menée  par  le  point  F  ;  soit  M  l'un  des  points  de 
contact  du  cercle  Q  et  de  la  conique  ;  la  tangente  commune  en  M 

(')  Nous  ne  croyons  pas  que  ce  ttiéorème  ait  été  remarqué  jusqu'ici. 
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et  la  polaire  du  point  G  par  rapport  au  cercle  —  et  par  suite  à  la  conique  —  vont  concourir  en  un  même 
point  P  de  l'axe  non  focal  ;  en  effet,  la  polaire  de  F  —  point  de  rencontre  de  la  tangente  en  M  à  la  co- 
nique et  de  l'axe  non  focal  —  passe  par  G  ;  donc,  inversement,  la  polaire  de  G  passe  par  P.  Par  suite, 
les  triangles  rectangles  UFP  et  ûMP  sont  inscrits  dans  le  même  cercle. 


ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  (Concours  de   1904.) 


Mathématiques. 

1311.  —  On  donne  une  sphère  de  rayon  r,  de  centre  0,  origine  de  coordonnées  rectangulaires  Ox,  Oj/, 
0;.  Un  point  d^  cette  sphère  primitivement  situé  en  ^H.^  surOx,  se  déplace  uni- 
formément sur  le  grand  cercle  M|,N,  de  Mo  vers  N,  avec  une  vitesse  angulaire  (o. 
En  même  temps,  le  plan  primitivement  situé  en  0M|,N  tourne  uniformément 
autour  de  ON  de  OMoN  vers  OEN,  avec  la  même  vitesse  angulaire.  Par  suite  de  ce 
double  mouvement,  le  point  mobile  considéré,  au  bout  du  temps  t,  occupera  une 
certaine  position  M. 

1"  Déterminer  en  fonction  de  t  les  coordonnées  du  point  M,  les  composantes 
_^  de  sa  vitesse  v  et  celles  de  son  accélération  w  suivatit  les  directions  des   axes. 

Déterminer  aussi  la  grandeur  de  la  vitesse,  celles  de  r  accélération  tangentielle  «', 
et  de  l'accélération  normale  «•„. 

2°  Construire  les  projections  sur  les  trois  plans  coordonnés  de  la  trajectoire  de  M. 
3"  L'accélération  totale  de  M  étant  représentée  par  une  droite  MW,  et  cette  droite  venant  percer  le  plan 
des  xtj  en  P,  déterminer  dans  ce  plan  le  mouvement  du  point  P. 
Démontrer  que  la  droite  MW  rencontre  une  droite  fixe. 

1°  Soit  M  la  position  du  mobile  à  l'instant  t,  M'  la  projection  de  M 
sur  le  plan  des  xy.  Soit  "{^  l'angle  M'0.r,  compté  positivementde  Oi  vers  0;y, 
et  0  l'angle  MOM',  compté  positivement  de  O.M'  vers  0:.  Il  résulte  de 
l'énoncé  que  6  =  i)  =z  ^t. 

Coordonnées  cartésiennes  du  point  M  : 

X  =  r  cos  0  ces  >l  =  r  cos- 1»/, 

r 

(1)  g  =:rcos(i  smii  —  —  sm'ihit, 

z  =  r  sin  0  =  '■  sin  u)t. 

Composantes  de  lu  vitesse  v  suivant  les  trois  axes  de  coordonnées  : 

x'  =  —  )'(u  sin  2  loi, 
(2)  g'  —      ''^  cos  2  u><, 

:'  =:         î'ti>  cos  iiil. 

Composantes  de  l'accélération  ir  suivant  les  mêmes  axes: 

a;'  —  —  2rtoî.  cos  2a)/, 
(3^  y"  =  —  2ru)=.  sin  2(»/, 

s"  =  —    n»'.  sin  wt. 
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m 


Valeur  de  la  vitesse 
(4) 


y2  =  x'- -h  y'- -t- ^''  =  r-hi-  (1  -i-cos-iuO, 


d'où  i'  =  ''"ij  v'i  -t-cos^u)/, 

le  radical  devant  être  pris  avec  le  signe  +,  car  la  vitesse  v,  d'après  cette  formule,  ne  peut  s'annuler  et, 

au  début  du  mouvement,  elle  est  manifestement  positive. 

Accélération  tangenliellenu.  —  En  différentiant  par  rapport  à  t  l'équation  (4),  il  vient  : 


d'oii 


dv 
dt 


dv  __ 

H  ^~ 

sin2  w^ 


sin  2  (0/  ; 

rt.0^  sin  tut  costi)/ 


v/l+COS'-'u)<  yi-HCOS 

Carré  de  l'accélération  totale  : 

»•-  =  x'"- ->r  y"-  +  ~''  =  )'-u)'(4 -h  sin-  wt). 
Accélération  normale.  —  On  sait  que  c;,  =  /'•- — w'f;  par  suite, 

sin-oj^  cos'-(oi 


u< 


w;.  =  r-ii>'  (  4  -h  sin-  fil  ■ 


1  -+-  COS-  hil 


.,     rs -i-3cos-("<  1 

"(u'  I    ;; Il 

L  1  +  C0S-  tD<  J 


'^'"^'-'-V^ 


3  cos-  oit 


0 


1  -h  cos-  <Mt 
Le  radical  est  pris  avec  sa  signification  arithmétique  ;  on  sait  en  effet  que  ic„  est  toujours  positif. 

2"  l.  Projection  de  la  trajectoire  sur  le  plan  des  xy. —  Éliminons  le  paramètre  t  entre  les  deux  pre- 
mières équations  (1). 

Il  vient  x-  -t-  y-  —  rx  =  0. 

Cette  équation  représente  un  cercle  ayant  pour  diamètre  OM,,.  La  trajectoire  elle-même 
est  donc  une  biquadratique  obtenue  en  coupant  la  sphère  donnée  par  le  cylindre  ayant  le 
cercle  précédent  pour  section  droite.  Ces  deux  surfaces  sont  tangentes  en  M^  :  ce  point  est 
'*'"        donc  un  point  double  de  la  bifiuadratique.  Le  plan  des  xz  est  un  plan  de  symétrie  pour  les 
deux  surfaces,  donc  aussi  pour  leur  intersection.  Enfin,   la  biquadratique  pas<e  aux  points 
le  plus  haut  et  le  plus  bas,  N  et  N',  de  la  sphère  donnée. 

IL   Projection  sur  le  plan  des  z:c.  —   Éliminons  le   paramètre  /   entre  la  l'"  et  la  3°  des  équations 

(I).  11  vient 

:'-  -+-  rx  —  )•-  =  0. 

^.  Cette   équation   représente   une    parabole  ayant  pour 

axe  Ox,  pour  sommet  Mo,  et  passant  par  les  points  N  et 
N'.  L'arc  NMoN',  seul,  correspond  à  des  points  réels  de  la 

0  trajectoire  sphérique  ;  le  reste  de  la  parabole  est  une  pro- 
jection virtuelle.  Ces  faits  concernant  la  projection  sur  le 
plan  des  zx  résultent  d'ailleurs  immédiatement  de  ce  qui 
a  été  dit  au  sujet  de  la  détermination  de  la  trajectoire 
sphérique  dans  le  paragraphe  précédent. 

Éliminant  /   entre  les  deux  dernières  équations  (1),  il  vient 
r-t-î'^fy-  — :')  =  0. 
Cette  équation  représente  une  quartique  symétrique  par  rapport  aux  deux  axes  Oy,  0;,  admettant 
le  point  0  pour  point  double.   Les  tangentes   en  ce  point   sont  les   bissectrices  des  axes.   Enfin,  la 


III.   Projection  sur   le    plan   des  yz 
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quarlique  coupe  0:  aux  points  N,  N'  :  elle  est  comprise  eutre  deux  parallèles  à  0: 

r 
distantes  de  G:  de  — .   et  sa  forme  générale  rappelle  celle  de  la  lemniscate. 

3°  I.  La  droite  MW  a  pour  équations 

(5)  ]^  =  1z:JL=^^. 

Sa  trace,  P,  sur  le  plan  des  x>j  a  pour  coordonnées 

X  =  a-  —  z-  ^  =  r  [2  sin'  lut  —  cos'  wl] , 

?/ 


(6) 


Y  =  y-z. 


=  —  3r  sin  tôt.  cos  t"/. 


X,  y,  ;,  X  ,y \z'  étant  fournis  parles  équations  (1),  (3).  Les  équations  (6)  définissent  le  mouvement  du 
point  P  dans  le  plan  des  ry.  En  particulier,  la  trajectoire  de  ce  point  s'obtient  en  éliminant  le  temps 
entre  les  deux  équations  précédentes.  On  trouve  ainsi 

(X  -h  r){X  —  2>-')  -(-  ys  =  0 

Cette  équation  représente  un  cercle  concentrique  au  cerrle  de  dinmètre  OMj  précédemment  obtenu  ;  son 


rayon  est  —^-   Soit  A  son  centre 
0 


I[.  La  droite  MW  rencontre  constamment  la  perpendiculaire  élevée  en  A  au  plan  des 
xy.  Les  équations  de  cette  perpendiculaire  sont  en  effet 


x=-,    »/  =  0. 

11  suffit  de  vérifier  que  la  {"  équation  (o) 

X  —  X        Y  —  y 


est  satisfaite,  quel  que  soit/,  quand  on  y  remplace  X,  Y  par  — >0.    On  arrive  effectivement  à  l'identité 

suivante  :  1  — 2cos-<i><  =  — cos2<o/.  Ainsi  donc  la  droite  MW  rencontre  constamment  une  droite  fixe 
qui  n'est  autre  que  l'axe  du  cylindre  projetant  la  sphérique  parallèlement  à  0:. 

Bonnes  solutions  |.:ir  MM.  Bros,  ô  Mhi  et  J.  Haag.  J-  R- 


1312.  —  héterminer  à  0,001  près  la  racine  positive  de  l'équation     x~  h- x' 
quant  la  méthode  d'approximnlion  de  Newton. 

Posons  f\x)  ^  x'  -H X-  —  27,48  =  x'(x  -H  1)  —  27,48, 

/''(x)  =  x(3x+î), 
/•"(x)=2(3x-4-i). 
Léiiuation  /"(.r)  =  0    a  une  seule  racine  positive  (théorème  de  Descartes). 
Cette  racine  est  comprise  entre    2  et  3,     car 

/•|  2)  =  -  15,48, 
/•(3)  =  -h    8,52. 


27,48  =  0,     en  appli- 
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La  droite  qui  joint  les  deux  points  d'abscisses  2  et  3  et  d'ordonnées  /"(2),  /"(S)  coupe  l'axe  des 
X  en  un  point  dontl'abscisse  est  voisine  de  2,6. 

On  est  ainsi  conduit  à  substituer  les  nombres  voisins  de  '2,6,  et  on  trouve 

/(2,7)  =  — 0,o07, 
/■(2,8)  =4-2,312. 
La  racine  cherchée  est  donc  comprise  entre  2,7  et  2,8.   Nous  connaissons  ainsi  la  première  déci- 
male. Pour  avoir  les  deux  suivantes,  nous  appliquerons  la  méthode  d'approximation  de  Newton. 

Dans  l'intervalle  considéré  (2,7;  2,8),  f"{x)  est  positiC.  D'autre  part,  des  deux  nombres  qui 
limitent  cet  intervalle,  c'est  2,8  qui  donne  le  signe  +  à  fi^x).  Nous  appliquerons  donc  la  méthode  de 
Newton  à  a  =  2,8. 

La  racine  cherchée  est    xz^  a  —  h.    Prenons  pour  valeur  approchée  de  h 


fia)         2,312 

.,  .  ,  A^    fia— Oh) 

L  erreur  commise  est  t  =  h —  a  <;  — - 


Mais  f'(x)  croît  dans  l'intervalle  considéré,  on  peut  donc  écrire  a  (orliori 

^  2   A") 
c'est-à-dire 

/('-    18,8 


(1)  e< 


2    29,liJ 
Mais  0,1,  amplitude  de  l'intervalle  considéré,  est  supérieur  ;i  h.  Donc  a  fortiori 


Il  en  résulte 

Donc  enlin,  en  vertu  de  (1), 


0,01        18,8 
=  <;  Jllïl  .  _iZl^  <  0,0033 . 
2  29,12 

h  <  0,0794 -t-  0,0033  <  0,083 . 


<jî«:xJ^<o,ou..8. 


et  A  =  a  -h  =  <  0,0794  -H  0,00228 

ou  h  <  0,0817. 

La  racine  cherchée  est  inférieure      à      a  —  a,  ou  a  furliori  à     2,8  —  0,07939  —  2,72061. 
D'autre  part,  elle  est  supérieure  à  a  —  0,0817  =  2,7183. 

Donc,  à    0,001  près,     la  racine  cherchée  est  l'un  des  deux  nombres 

2,719     et    2,720. 

Pour  en  décider,  il  sutTit  de  déterminer  le  signe  de  /■(2,719).  Car  si  ce  résultat  était  négatif,  cela 
indiquerait  que  la  racine  cherchée  est  supérieure  à  2,719;  2.720  serait  alors  certainement  la  racine  de- 
mandée. Si  au  contraire  ce  résultat  est  positif,  2,719  est  supérieur  à  la  racine  et  alors  2,720  ne  peut  pas 
être  la  racine  à  0,001  près. 

C'est  précisément  ce  qui  se  produit  ici  : 

/■(;2,719)  =-1-0,014  4-21959. 

Conclusion.  —  La  racine  à     0,001  près  est      2,719. 

J.  R. 
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1297.  —  Un  point  M  décrit  la  parabole  y-  — 2/3r  =  0  sous  l'action  d'une  force  constamment 
parallèle  à  la  droite  y  =  mx.  La  vitesse  initiale  du  mobile  est  égale  à  «„  et  est  perpendiculaire  â  l'axe 
de  la  courbe. 

i"  Calculer  en  fonction  de  y  les  projections  de  la  vitesse  et  de  l'accélération  du  mobile.  Examiner  le  cas 
particulier  où     m  =:  0. 

2°  Construire  la  courbe  décrite  par  l'extrémité  du  vecteur  vitesse  mené  à  chaque  instant  par  la  position 
du  mobile. 

3°  Même  problème  pour  le  vecteur  accélération. 

A°  Equations  du  mouvement  du  point  M. 

1.  Soient  x  et  y  les  coordonnées  du  point  M  ;  comme  l'accélération  est  constamment  parallèle  à 
la  droite     y  =  J7(.r,     nous  avons 

d-u  d-x 

d'où  nous  tirons  en  intégrant 

du  dx 

-/-  =  m-;--HC. 
dt  dt 

dx  rf'y   _ 

La  constante  C  se  détermine  en  remarquant  que  pour     «  =  0      on  a     "77  =  0     et     "Jr  —  "o»     ^^ 

qui  donne 

du  dx 


D'autre  part,  de  la  relation     y"  =  Ipx     on  déduit  en  dillérentiant  deux  fois  de  suite 

dii  dx 

ations  (2)  et  (3)  par  rapport  à 
dx  vay  dy   _       pv^ 


dx  dij 

Cela  posé,  résolvons  les  équations  (2)  et  (3)  par  rapport  à   -^    et   -^.    nous  avons 


dt         p  —  my  dt         p  —  my 

Puis,  rempla(;ons  dans  (A)    ~   par  la  valeur  (jue  nous  venons  de  trouver,  et  résolvons  (1)  et  (4) 

d^x  d'ij 

par  rapport  à    -— -   et   —7^'    nous  obtenons 

rf^x  p'^vf,  d-y   _       mp^vl 

"dl^  ~  (p—myf'  IF  "  (p  —  myY 

Nous  avons  ainsi  les  projections  de  la  vitesse  ol  de  l'accélération  sur  les  deux  axes. 
Si    m  =  0,     on  a 

dx  _  «,)»/  d'x  _    vl  dy  _  d'y   _ 

~dt   ""  ~^'  dt'    ~     p  '  dt  °'  dt- 

Uans  ce  cas,  le  mouvement  de  la  projection  du  point  M  sur  Oy  osl  uniforme,  et  sur  Ox  uniformé- 
ment varié. 

2.  Soit  /  l'ordonnée  dune  position  du  point  M  :  les  coordonnées  de  rexlrémité  du  vecteur  vitesse 
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mené  par  ce  point  sont 

X  = 


2/j         p  —  m'/. 

p  —  m/. 
Ce  point  décrit  une  courbe  unicursale  du  troisième  degré  que  nous  allons  construire. 
Nous  remarquerons  auparavant  que  cette  courbe  est  asymptote  à  la  parabole  donnée,  car  la  difié- 

rence     x  ———    est  égale  à    —  — ^,„  ;    elle  a  pour  limite  zéro  quand  À  augmente  indéfiniment. 

De  plus,  comme  cette  différence  est  toujours  négative,  la  courbe  est  tout  entière  extérieure  à  la  para- 
bole, ce  qui  était  évident  a  priori. 

D  autre  part,  X  et  )/ sont  infinis  pour  '/.=  ■!—•    Cherchons  l'asymptote  correspondante.  On  voit  aisé- 

y  p 

ment  que    —    a  pour  limite   vt    pour     /.  = -i— ;    ensuite,  on  a 
X  m 

.        vu.- 

p  p 

Pour    ).  =  — r    le  second  membre  est  égal  à     ^e— -M' ,  ;     par  suilo,  l'asymnlote  a  pour  équation 
m  2m  j     I  r  T 

Y  =  mx-h-^ \-v„. 

zin 

Elle  se  construit  aisément  ;  il  suffit  pour  cela  de  se  rappeler  que  la  tangente  à  la  parabole  qui  a  pour 

coefficient  angulaire  m  a  pouréquation    Y  =  ?«x  +  -^  ;    pour  avoir  l'asvmptoto.  on  imprimerai  cette 

zm 

tangente  une  translation  égale  à  u„  et  parallèle  à  Oy. 

De  plus,  nous  avons 

,,  _  Y  =  -  (P-^-'»)'  . 
2;?»! 

ce  qui  nous  montre  que  l'asymptote  est  d'inflexion.  La  courbe  est  toujours  au-dessous  de  son  asymptote 
si  m  est  positif  et  au-dessus  si  m  est  négatif. 

Arrivons  maintenant  à  la  construction  de  la  courbe. 
Nous  pouvons  écrire 

^_  \Xp  —  ml)  -+-  2pvo] 
2p(p— X?h) 
Mp  —  rtù.)  +  pv,j 


^  p—ltn 

Nous  nous  bornerons  à  étudier  comment  varient  les  signes  de  x  etde  y  ;  il  suHlt  pour  cela  d'étudier 
les  racines  des  équations 

/•().)  =  X(p  —  wiX)  +  2pi'„  =  0, 
o(X)  ^  l{p  —  mX)-+-py„  =  0. 

On  peut  toujours  supposer  i'^  >  0.  cela  revient  à  choisir  la  direction  positive  de  Oy  dans  le  sens 
de  la  vitesse  initiale.  Mais  il  faudra  distinguer  deux  cas  suivant  que  m  est  positif  ou  négatif. 

Premier  cas.     m  >  0. 

Les  trinômes  /"(X)  et  ^(X)  ont  tous  deux  leurs  racines  réelles  et  de  signes  contraires  ;  soient  a  et  S 
les  racines  de  /'(X),  •(  et  o  celles  de  9(X).  Nous  supposerons  a  <  0,  p  >  0,  -,'  <  0,  3  >  0.  En  rem- 
plaçant X  par  —  dans  ces  trinômes,  nous  obtenons  des  résultats  positifs;  donc  —  est  compris  eotre 
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les  racines  de  chaque  trinôme.  Déplus,  substituons  une  racine  quelconque  de  o(À),  y  par  exemple,  dans 
/■(À)  ;  nous  avons  f{y)  =  -({p  —  m-{)  -h  Sp^u, 

mais  comme    ■;{p  —  m'j)=  —  pvo,     on  en  déduit    /(-;)=/)"„,    résultat  positif  ;  donc  y  est  compris  entre 
les  racines  de /'(X).  Il  en  est  de  même  de  S,  et  nous  avons  la  suite  de  valeurs  remarquables  allant  en  croissant 

—  <X,  a,  y,  0.  -i— .  0,  3  -H  oc. 

ni 

Si  nous  remarquons  enfin  que  .t  et  y  sont  infinis  pour     ),  =  —      et  pour  X  infini,  et  que  a-  s'an- 
nule pour    X  =  0,     nous  pourrons  dresser  le  tableau  suivant: 

''  0  ?,  +00 


X 

—  X 

et 

■ 

0 

- 

X 

-+-   00 

-+- 

0  — 

— 

0 

-+- 

+  00 

y 

00 

— 

— 

0 

-+- 

''u 

-+- 

H- 00 

0 


CX3       —       0-4-  +  -t-oo 

Nous  obtenons  ainsi  la  courbe  ci-contre. 
Nous  avons  figuré  en  trait  discontinu  la  tan- 
gente à  la  parabole  qui  a  pour  coefficient  angu- 
laire m. 

Deuxième  cas.     m  <  0.     Le  trinôme  f(l)  a 
n 
deux  racines  népalives  si     ?n  > — »     et   le 

trinôme    'f(X)     a    deux    racines    négatives    si 

m> —■     Nous  sommes  ainsi  conduits  à 

différentes  hypothèses. 

1.     m<^- —■   Les  deux  trinômes  n'ont 

pas  de  racines  réelles  ;  nous  avons  le  tableau 
de  variations 


X 

X 

P_ 

m 

0 

+  00 

X 

+  00 

+ 

+  00 

—  00 

- 

0 

-+- 

+  00 

y 

—  00 

— 

—  30 

+  00 

-+- 

i\ 

+ 

+  00 

et  la  courbe  ci-conire. 

4Uo  o''o 

q>{X)  a  deux  racines  réelles  iiésalives  -,■  et  S  toutes 
doux  supérieures  à  -^-  et  /(X)  a  ses  racines  inia- 
ffinaires. 
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X 

—  a; 

m 

Y 

î 

0 

4-0O 

X 

■+-   00 

-t- 

-t-oo 

00 

- 

— 

— 

0 

+ 

+  00 

y 

—  ce 

— 

00 

-rOO 

-f- 

0 

— 

0 

-y- 

V., 

-+- 

-+-  3C 

La  courbe  est  représentée  ci-contre . 


m.   — 


8«„ 


<m<  0. 


['<)■)  a  deux  racines  réelles  néga- 
tives a  et  ?,  ç>{X)  deux  racines  réelles 
négatives  •{  et  8.  On  voit  aisément  que 
celles-ci  sont  extérieures  à  l'intervalle 

« 
(a,  !î),  et  comme    a4-3  =  Y-i-o=  -t-' 

on  a  la  suite  des  valeurs  croissantes 

„  V  ..         _         0 


0, 


<x. 


On  en  déduit  aisément  les  varia- 
tions de  X  et  de  y  et  la  forme  de  la 
courbe,  qui  ne   diffère   de  la  courbe 
représentée  qu'en  ce  que  la  branche  AMB  rencontre  Oy  en  deux  points  situés  entre  0  et  D. 


3.  Les  coordonnées  d'un  point  du  lieu  sont 


p  »ô 


2/)    '    (p  —  ï?!X)' 


X-+- 


mf'vû 


{p  —  m''Y 

Ces  équations  représentent  ime  courbe  unicursaledu  cinquième  degré. 
Cette  courbe  est  aussi  asymptote  à  la  parabole,  car  on  a 


2p         (p 


Quand  >.  augmente  indéfiniment,     x ~     a  pour  limite  zéro,  et  pour  des  valeurs  de  À  infiniment 

grandes,     x  —  ■—     est  positif;  jiar  suite  les  branches  de  courbe  correspondantes  sont  à  l'intérieur  de 

la  parabole.  De  plus,  la  courbe  rencontre  la  parabole  en  deux  points  réels  correspondant  aux  valeurs 
de  X  qui  sont  racines  de  l'équation 

(p  — /7n)'=:  —  W/J-yj; 


i/1 

I  — Xm  =  ±  v/—  m-p^ol 
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P 
Pour    ).  =  —     .7-  et  y    sont  infinis,  et  la  courbe  est  asymptote  à  la  droite 

Y  =  mx  -+-  -i— , 
2m 

qui  est  tangente  à  la  parabole.  De  plus,  on  a 

(;,_Xm)2 


l'asymptote  est  donc  d'inflexion. 

Nous  construirons  la  courbe  seulement  dans  le  cas  où    m  >0.    Nous  pouvons  écrire 

2p{p  —  nûf 

_  Mp  —  mXy  -)-  mp^vl 
^~  {p  —  miy 

Nous  allons  étudier  les  racines  des  deux  équations 

f(k)  =  l^p  —  miy  +  'iphi  =  0, 
o(X^  =  X(p  —  m),)-'  -I-  mp-vf,  —  0. 
Appliquons  le  théorème  de  Relie  ;  nous  avons 

/■'(>)  ^  ).{p  _  ml)T2p  —  5m).)  =  0, 
et  substituons  dans  /(/)  les  nombres 

—  0  |L  A 

les  résultats  de  subslilulion  sont  respectivement 

+  4-  -I-  -1-  — ; 

donc  l'équation    /().)  =  0    admet  une  seule  racine  positive  »  supérieure  à     —  • 

m 
D'autre  part,  nous  avons 

o\l)  =  (p  —  mlf(p  —  4X»i)  =  0, 
et  la  suite  de  Holle  est 

4w  m 

CCS  nombres  substilucs  dans  tfiÀ)  donnent  les  signes 

—  -t-  ^  —    ■ 

Comme    «.(0)  ^  0,     on  voit  que  l'équation     o(>.)  =  0     admet  une  racine  négative  •,-  et   une  racine 

positive  'j  supérieure  a  -^• 
m 

Il  l'aut  comparer  ?  à  a.  l'om  ceia^  calculons  /"(?).  On  a 

/■(o)  =  l\ii—rmf-\-'iph!l. 

Mais     t{p  —  mlf  —  —  mp''v:„     donc 

/■(8)  =^  —  tmp^v,.  -h  'ip^uf,  -  p^vlHp  —  mi) . 
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2n  /  2»  \ 

On  est  conduit  à  comparer  î  à  — ^  ;  pour  cela,  calculons  ol  "^l'  nous  avons 

2/3  \         p\m-vî  —  2p2) 


Si     y„  >  i-^,    ï.(-^)    est  positif,  —  est  plus  petit  que  i,  et  par  suite  /"(?)  est  négatif,  ce  qui 
m         '  \  m  /  7n 

montre  que     a  <  o. 

Si     vo  >  -i-^! — :     on  a     a  ^  0. 

Nous  nous  bornerons  à  la  première  hypothèse,     »  <  o.     Nous  avons  alors  le  tableau  suivant 


À 

—  ex 

ï 

p. 

m 

a 

0 

-H  OC 

X 

-+-  X 

-^ 

- 

-+-X 

X 

0 

+ 

-r- 

-^  oc 

y 

—  oc 

— 

0 

-+- 

-h  00 

X 

— 

— 

0 

-+- 

+  00 

et  la  courbe  suivante. 


4.  Nous  avons  trouvé  dans  la  première  partie 


nous  en  déduirons 


et,  en  intégrant. 


dy_  ^       ijVq      . 
dt  p  —  m;/ 


[p  —  my)dy  —  pvddi, 


in 

où  G  désigne  une  constante. 

Au  temps    <  =  0,     la  vitesse  est  perpendiculaire  à  Taxe  et,  par  suite,  le  mobile  est  au  sommet, 
7  est  nul. 

Donc     G  =  0,     et  nous  avons 

nu/-  —  i]»/  -+-  'ipvj  =  0, 


et 


.'/  = 


p  —  \lp-  —  tpmvj 


Telles  sont  les  équations  du  mouvement  du  point  M. 


J.  HA.\G. 


m  PRÉPARATION   A    LA    NOUVELLE    EPREUVE   DE   DESSIN   GRAPHIQUE 

pour  l'admission  à  l'Ëcole  polytechniqae. 

SUPPORTS     D'ARBRES 


Elévation  , 


Coupe  .    suivant  AB , 


A    ctessiner    a     /  ccfieïfe     cCc  0,50 '^''par  mètre. 


Palier  console  à  fixation  verticale,  pour  arbre  horizontal. 


J.  Bordier,  Del, 


Description.  —  Ces  organes  servent  à  guider  le 
mouvement  des  arbres  horizontaux.  Un  paAer  se  com- 
pose essentiellement  : 

1°  d'un  coussinet  formé  de  deux  coquilles  M,  M', 
ordinairement  en  bronze,  entre  lesquelles  tourne 
l'arbre  (voir  la  coupe)  ; 

2°  du  cor/js  du  palier,  ordinairement  en  fonte,  qui 
peut  ("'tre  (ixé  par  la  semelle  N  (ici  verticale)  sur  une 
poutre,  un  mur  ou  un  pilier  à  l'aide  de  boulons  de 
fondation;  les  trous  de  la  semelle  qui  reçoivent  ces 
boulons  sont  allongés  pour  permettre  le  réglage.  I.a 
semelle  est  surmontée  de  deux  colonnes  P,  P',  (|ni 
enserrent  la  coquille  inférieure  du  coussinet,  et  sur 
lesquelles  vient  se  fixer,  au  moyen  de  boulons  de  fu-a- 
tion,  le  chapeau  V  qui  maintient  la  coquille  supérieure. 

Vn  i/odct  i/raisseur  (1,  place  sur  le  chapeau,  renlVriue 
de  l'huile  (!u  de  la  graisse  qui  vient  se  déverser  dans 
la  coquille  supérieure  par  un  trou  ménagé  ii  cet  elTet  ; 
cette  huile  s'ecoulc  ensuite  dans  une  rainure  curvi- 
ligne K,  nommée  araiiinée,  pratiquée  dans  la  coquille 
supérieure,  et  vient  se  répandre  sur  la  surface  de  l'arbre. 


Dans  cet  exemple,  les  tiges  des  boulons  peuvent 
élre  tiletées  directement  dans  la  fonte  ou  simplement 
noyées  dans  cette  dernière  au  mmiient  du  coulage  dans 
le  moule. 

Exécution  du  dessin.  —  Cadre  de  iSO""""  X  200°'°'.  Les 
cotes  sont  diiiinées  en  millimètres.  Faire  le  dessin  à 
l'échelle  de  0'",50  par  mètre. 

Dessiner  VèrhelU  de  réduction  dans  l'intérieur  du 
cadre,  avec  la  contre-échelle  pour  apprécier  les  dixièmes. 

Esquisse  au  crayon.  —  (Voir  page  128.) 

Trait  à  l'encre.  —  (Id.) 

Lacis.  —  Les  hachures  de  foute  C,  de  bronze  p  et 
de  fer  E,  en  coupe,  seront  remplacées  par  les  teintes 
plates  convenlionnelles.  |1. a  partie  indi(|iiée  H  sur  la 
coupe  (ombre  du  cylindre  en  creux)  sera  lavée  en 
couleur,  à  l'etfet.  à  teintes  plates  ou  à  teintes  fondues, 
à  volonté.) 

Titres.        Kaeiiltatifs  (V.  page  128). 


PREPARATION    A    LA    NOUVELLE    ÉPREUVE    DE    DESSIN   GRAPHIQUE 
pour  l'admission  à  l'École  polytechnique. 


loi 


DESSUS    DE    PORTE    D'ESCALIER 


Dessus  de  porte  de  l'escalier  de  l'angle  sud-est. 
Château  de  Saint-Germain-en-Laye. 


J.  Bordier,  Del- 


Description.  —  Le  motif  qui  entoure  el  orne  lou- 
verture  de  la  porte  e.^t  d'ordre  dorique  de  l'époque 
Renaissance  François  I".  Cet  ordre  comprend  :  1°  un 
entablement  ;  2°  un  pilastre  faisant  l'onction  de  colonne. 

1"  Entablement.  —  L'entablement  est  divisé  en  trois 
parties  :  la  corniche,  la  frise,  l'architrave. 

Corniche  E.  — Les  moulures  de  la  corniche  (tou- 
jours enlisant  du  haut  vers  le  bas)  sont  les  suivantes  : 
un  cavet,  un  larmier  et  sa  mouchette  P,  un  talon,  un 
quart  de  rond  (toutes  ces  moulures  sont  séparées  par 
des  listels). 

Frise  F.—  La  frise  est  ornée  :  1°  d'un  triglyphe  L, 
à  trois  cannelures,  situé  au-dessus  et  dans  l'axe  du 
pilastre;  2»  d'un  cartouche  allonge  en  forme  de  paral- 
lélogramme, encadrant  une  tablette  saillante  ;  les  deux 
extrémités  de  droite  et  de  gauche  se  terminent  par  deux 
enroulements. 

Architkave  g.  —  L'architrave  est  composée  de  deux 
plates-bandes.  La  première  est  raccordée  par  un  petit 
cavet  ou  réglet  qui  la  surmonte;  elle  est  ornée  de 
gouttes  T  au-dessous  du  triglyphe  et  du  cartouche.  La 
seconde  est  unie  et  surmontée  d'un  petit  quart  de  rond. 

2"  Pilastre.  —  Le  pilastre  se  compose,  comme  une 
colonne,  d'un  chapiteau  H,  d'un  fût  K. 


Chapheau  h.  —  Les  moulures  du  chapiteau  sont  :  le 
filet,  le  talon  droit,  le  tailloir,  deux  réglets,  le  gorgerin 
orné  de  trois  disques  légèrement  convexes  et  l'astragale. 

Fut  K.  —  Le  fût  est  orné  de  cinq  cannelures  sur  la 
face  de  front  et  de  deux  sur  la  face  de  proQl  de  droite. 

Exécution  du  dessin.  —  Sur  le  croquis,  les  mesures 
(données  en  centimètres)  sont  celles  du  fragment  lui- 
même,  dans  sa  grandeur  naturelle. 

Sur  le  dessin  au  net,  on  les  réduira  à  l'échelle  de 
1/10  iO"',IO  par  mètre). 

Dessiner  vécUelle  de  réduction  dans  l'intérieur  du 
cadre  et  la  contre-échelle  pour  apprécier  les  fractions. 

Nota.  —  Les  détails  M  et  N  de  la  corniche  et  du 
chapiteau  ;i  une  échelle  double  de  l'ensemble,  repré- 
sentes dans  le  modèle  ii  titre  de  renseignement,  ne 
sont  pas  à  reproduire  dans  le  dessin  à  exécuter. 

Esq^uiss'e  au  crayon.  —  (Voir  page  128.) 

Trait  à  l'encre.  —  (Id.) 

Lavis.  —(V.  page  129.) 

iNoTA.  —  La  partie  de  gauche  de  l'entablement  dont 
les  ombres  sont  indiquées  par  des  hachures  sera  seule 
lavée  à  l'effet. 

Tares.  —  Facultatifs  (V.  page  128). 


lo2  .  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 


QUESTIONS  PROPOSEES 


1375.  —  Montrer  que,  dans  la  méthode  d'approximation  de  Newton,  on  peut  remplacer  la  limite  supé- 
rieure que  l'on  donne  habituellement  pour  l'erreur  commise  sur  la  n™'  valeur  approchée, 

(b  —  a„y},l  (b  —  «„)m  ]W)' 

2 1  n^.,)  I         P^'        2[A6)  -  r{"n]]-  ■  I  rM  i  ' 

dans  laquelle  M  désigne  aussi  une  limite  supérieure  de  la  valeur  absolue  de  la  dérivée  seconde  dans  l'intei'valle  ia^b). 
Celte  nouvelle  expression  a  l'avantage  de  tendre  vers  0  avec  —  • 

E.  Caiien. 

1376.  —  On  considère  un  triangle  ABC  et  un  point  M  variable  sur  BC.  On  joint  ses  projections  sur  AB 
et  sur  AC  par  une  droite  qui  enveloppe  une  parabole  11a.  11  existe  de  même  les  deux  paraboles  rii,  et  Oc. 

1»  Construire  les  divers  éléments  de  ces  paraboles. 

20  Construire  les  tangentes  communes  à  ces  paraboles  prises  deux  à  deux  et  prouver  géométriquement 
qu'elles  n'ont  aucun  point  d'intersection  réel. 

A.  Sainte-Lagije,  élève  de  l'École  normale  supérieure. 

1377.  —  Un  point  matériel  M  est  attiré  par  un  centre  fixe  0  proportionnellement  à  la  distance  et  lancé 
en  un  point  A  avec  une  vitesse  donnée  »o  dans  une  direction  quelconque  d'un  plan  P  passant  par  le 
point  A. 

l"  Trouver  la  trajectoire  décrite  par  le  point  M  et  le  lieu  de  cette  trajectoire  quand  la  direction  de  r,, 
varie  dans  le  plan  P. 

2°  Pour  chaque  plan  P  passant  parle  point  A,  le  lieu  est  un  ellipsoïde.  Montrer  que  l'un  d'eux  est  de  révo- 
lution autour  de  OA  et  trouver  son  intersection  avec  celui  qui  correspond  à  un  plan  quelconque  P.  Expliquer 
le  résultat. 

3°  Trouver  le  lieu  des  ombilics  de  cet  ellipsoïde  quand  la  direction  du  plan  P  varie. 

E.  H. 


DEUXIÈME   PARTIE 


GÉOMÉTRIE   ANALYTIQUE 


1301 .  —  Pour  cliaipie  point  M  d'une  ellipse,  on  considère  trois  droites  :  1°  0.\l  qui  joint  le  point  M  au 
centre  de  l'ellipse  ;  -p  la  normale  ;  3"  la  droite  mcitre  par  M  et  faisant  aoec  les  a.ves  les  même  (nvjles  que  la 
normale. 

Il  existe  trois  droites  formant  avec  celles-ci  un  fiisceau  liarmoniipie.  Montrer  i/ue  chacune  de  ces  droites 
est  normale  à  une  ellipse  fixe. 

a;'        1/' 
Soit  —7-  + 4; — 1  =  U   l'équation  de  l'ellipse  donnée  rapportée  à  ses  axes  principaux.  Désignons 
a  0 

par  ï.  l'anomalie  exccnlriipu!  du  point  M  ;  les  coordonnées  de  co  point  seront  .c  =  a  cos  cp,  >j  —  l>  sin  o. 

Celaposé,  le  coefficient  angulaire  (le  OM  est   wi,  =  — Ig  «  ;    celui  de  la  normale  est    m.  =  -^  c'est- 

«         '  Ar 

à-dire    m^  =  -— ^  ou    7nj  =  —  tg  «.  ;  enlin,  le  coellicient  angulaire  de  la  droite  également  inclini'e  sur 
les  axes  est  mj  = Ig  o. 
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Si  maintenant  nous  appliquons  la  relation  harmonique  en  associant  successivement  m,,  nu_  ou  jjij 
avec  le  quatrième  coefficient  inconnu,  m,  nous  obtiendrons,  l'un  après  l'autre,  les  coefficients  des 
trois  droites  cherchées. 

Associons  d'abord  m  et  mi,  nous  aurons 

Smm,  -+-  âjn^TOs  —  (m  +  mi)  {ni:,  -i-  "ij)  =  0, 
et,  comme  m^  ■+-  wj  =  0, 

tnnii  -+-  m^rn^  =  0  ; 
ceci  nous  donne 


b  a»      „ 

a' 
puis  m  =  —  tg  <?  . 

La  première  des  trois  droites  indiquées  a  pour  équation 

y  —  0  sm  o  =  —  tg  o  (ar  —  a  cos  <?) 

X  ly  a'  —  6' 


6'  cos  <p        a'  sin  o  a'6* 

Cette  équation  peut  s'écrire  successivement  sous  les  deux  formes 

-n-  'g  ? ^  =  /c  sin  o, 

X  y 

-j- ^  cot  !s  =  k  cos  o, 

6^         o^  ■ 

et,  en  dérivant  celles-ci  l'une  après  l'autre  par  rapport  à  =>,  on  a  de  suite  les  équations  paramétriques 

de  l'enveloppe  de  la  droite  mobile 

X  =  kb^  cos^  ç,  y  =  —  ka^  sin'  o  ; 

l'équation  cartésienne  est  immédiate  : 

\  kb'  /  V  ka'  J 

Rappelons-nous  alors  que  la  développée  de  l'ellipse 

a  pour  équation 


(?)-(f) 


avec  Y'  =  ot^  —  ?",  et  identiOons  cette  équation  nouvelle  avec  la  précédente,  nous  aurons 

al  fi    _      1 

a*  —  6* 
De  là,  nous  tirons  successivement     a  =  Xn^     8  =  )ii\     v^  =  X'/a^  —  /,6\     et   X  =   —. —  •    Donc,   la 

11  n"  —  b'' 

droite  mobile  que  nous  envisageons  est  normale  à  l'ellipse  fixe 

x^  '/" 

h 1  =  0, 

a^    ^  P» 

où  a  et  p  ont  les  valeurs 

a^  —  6' 

I,  a'  —  b*- 
^  a«  —  6' 
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MÉCANIQUE 


Un  calcul  complètement  semblable  pour  chacune  des  deux  autres  droites  conduit  à  des  résultats 
analogues.  Il  est  inutile  de  développer  davantage  cette  question.  J .   H.\AG. 

Bonne  solution  :  M.  J.  Yebnalx,  étudiant  h  l'Ecole  dts  mines  de  Mons. 


1305.—  Soient  F,  F'  les  foyers  d'une  ellipse,  M  un  point  variable  sur  l'ellipse,  D  et  D'  les  pieds  des 
bissectrices  issues  du  sommet  M  du  triangle  FMF'.  Trouver  et  construire  l'enveloppe  du  cercle  circonscrit 
au  triangle  DD'M. 


La  tangente  et  la  normale  à  l'ellipse 
pour  équation 


^ 1=0     au  point  M   (a.  Ê)  ont  respectivement 


bhj 


c-  =  0. 


La  première  rencontre  Taxe  des  x  au  poini   D   qui  a  pour  abscisse  — .     et  la  deu.xieme  au  point 

D    qui  a  pour  abscisse  — r— 
a^ 

Le  cercle  décrit  sur  DD'   comme  diamètre  (qui  coïncide  avecle  cercle  circonscrit  au  triangle  MDD') 
a  pour  équation 

{'-t)('-^)-»'  =  « 

ou 

X-  -h  y^ 7, X  -+-  c^  =  0. 


Sous  celte  forme,  on  voit  immédiatement  que  ce  cercle  passe  par  deux  points  fixes  x  =  0, 
y-  —  —  c^        ou         X  =  0,     J/  =  ±  (■(■  ;     ce  sont  les  deux  foyers  imaginaires  de  l'ellipse. 

L'enveloppe  du  cercle  est  donc  une  enveloppe  singulière  réduite  à  deux  points. 

D'ailleurs,  les  points  D  et  D'  étant  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  foyers  réels  F  et  F' 
forment  une  involution  dont  les  points  doubles  sont  F  et  F'.  Par  suite,  les  cercles  décrits  sur  DD' 
comme  diamètre  ont  même  axe  radical,  le  petit  axe  do  l'ellipse,  et  coupent  cet  axe  aux  foyers  imaginai- 
res puisque  l'on  a     OD  .  OD'  =  OF'  =  c*. 

J.  0.   NICOLESCO,  à  Bucarest. 
Même  solution  par  M.  Dnallor  Lecbam. 


MÉCANIQUE 


y  =  a  cos  2x, 
y  =  A  sin  X, 


1299.  —   Construire  les  deux  courbes 

(C) 

(C) 
dans  l'intervalle     0  <  x  ^  -. 

Ln  point  M  décrit  la   courbe  (C)  de  telle  faron  que  sa  vitesse  soit  égale  pour  chaque  valeur  de  x  à 
l'ordonnée  de   (C),  le  mouvement  ayant  lieu  dans  le  sens  des  x  croissants. 

Tracer  l'hodagraphe  du  niouvemeni  de  M. 


MECANIQUE 
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On  déterminera  la  sous-normale  polaire  en   un   point    quelconque  de   cet    hodographe.  en   fonction   de 
l'abscisse  x  du  mobile  M. 

2°  Même  question,  la  courbe  (C)  étant  remplacée  par 


(C"j 


Vsin^^ 


3°  Même  qttestion,  la  courbe  (C)  étant  remplacée  par 
C')  ?/  =  -+-  b^sm--lv  . 

Les  variations  (le  lafonction     y  ^  a  cos  2j    s'obtienripnt  immédiatement;  elles  sont  indiquées  dans 
le  tableau  suivant  où  nous  supposons     a  >  0. 


j; 

0 

croît 

4 

croit 

7: 

croit 

3- 
4 

croit 

T. 

y 

a 

décroit 

0 

décroît 

—  a 

croit 

0 

croit 

a 

A^ 


Nous  en  déduisons  la  forme  de  la  courbe  (C)  (fig.  1). 
Elle  rencontre  0;r  en  deux  points  A  et  B  qui  sont  des  points 
d'inflexion. 

Désignons  par  w  l'angle  que  fait  Or  avec  la  direction  de 

la  vitesse  en  chaque  point  :  cet  angle  est  compris  entre    —  — - 


Fig.  1. 


Sa  tangente  est  égaie  à 


dy 

dx 


—  — 2a  sin  2x: 


par  suite,  les  variations  de  cet  angle  sont  les  suivantes 


0 

croit 

4 

croit 

■K 
2" 

croit 

3^1 
4 

croit 

r- 

0 

décroît 

—  a 

croit 

0 

croît 

a 

décroit 

0 

a  désigne  l'angle  aigu  dont  la  tangente  est  égale  à  2a. 

1°  Considérons  maintenant  la  courbe  (C)  j/  =  é  sin  .r,  dont  la  construction  ne  présente  aucune 
difficulté. 

Les  coordonnées  polaires  d'un  point  quelconque  de  l'iiodographe  sont  d'une  part  l'angle  u)  défini 
plus  haut  et  d'autre  part  p  =  é  sin  x.  Ces  deux  coordonnées  sont  fonctions  de  la  variable  x  :  les 
variations  de  ces  fonctions  nous  permettent  de  construire  l'iiodographe. 


0 

croit 

■K 
1 

croit 

2 

croit 

3lT 

4 

croît      - 

0 

décroit 

—  a 

croît 

0 

croit 

a 

décroît     0 

0 

croit 

6 

n/2 

croit 

h 

décroît 

b 

v/2 

décroit    0 

Nous  obtenons  ainsi  la  courbe  ci-contre  (/ig.i).  Pour  déterminer  la 
tangente  en  un  point  de  cette  courbe,  il  faut  calculer 


tgV 


dp 


et  pour  cela  il  faut  connaître  -j—,   qui  est  précisément  la  valeur  algébrique  de  la  sous-normale  polaire. 
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MÉCANIQUE 


Nous  avons 


dp      dx 
dx     rfui 


Or,     p  =  h  sin  x,     par  suite     —^  =  -^  6  co?  x  ; 
dx 
d'autre  part 

1g  (ù  =  —  2n  sin  2x, 
et  en  difîérentiant  par  rapport  à  x.  nous  obtenons 

1  rfa 


Nous  avons  donc  en  définitive 


—  .  -—  =  —  ia  cos  2x, 

cos^  0)    dx 

dx 

l+tg2(u             1  H- io- sin- 2x 

dco 

4a  cos  2x                   ia  cos  2x 

rfs               i  cosx;  1 +4a- sin- 2x) 

dw                        ia  cos  2r 

Au  point  A  de  l'hodographe,  on  a    x  =  -^,     et  par  suite  -r^  est  infini.  Il  en  résulte  que  IgV  est 

4  atu 

nul,  par  suite  la  tangente  est  OA .    De  même,  au  point  A      (x  =  — ^  j     la  tangente  est  OA'. 
Pour  le  point  B,     x  =:  -^,     -il  =  0,     Y  =  -1.     la  tangente  est  perpendiculaire  à  Ox. 

D'ailleurs  cette  hodographe  est  symétrique  par  rapport  à  Ox,  car  à  des  valeurs  x  et    -  —  x    cor- 
respondent les  mêmes  valeurs  de  p  et  des  valeurs  de  w  égales  et  de  signes  contraires. 

2.    Supposons  maintenant  que  l'on  ait 


•  6V  /cin^ 


^\/  sin- 
et  rapprochons  les  variations  de  p  de  celles  de  w  ;  nous  aurons 


X 

0 

croît 

4 

croit 

3 

croît 

2 

croit 

2- 

croît 

3- 

croît 

T. 

10 

0 

décroit 

—  a 

croit 

0 

croit 

a 

décroît 

0 

P 

0 

croît 

b 

décroit 

0 

croît 

1, 

Pour  déterminer  les  tangentes  à  cette  nouvelle  courbe,  calculons  -—• 

uto 
Nous  avons 


Comme  précédemment 
d'autre  part,  _ 


dp         dp     dx 
dt»         dx    rfw 

dx  1  ^-  4a-  sin-  2a 


rfo)  4a  cos  2x 


P  =  -+-*Vs'n'-:^' 


,  3x  dp 


dx         ^     '   .    .  3x 


3x  3x     3 

2  sm  -— -  •  cos — —  — 


dp         3    ,  3x 

-r-  =  --efeCOS  —7-. 

dx        i  i 


E  étant  égal  à    rh  1     et  ayant  le  signe  de  sin 


.     3x 
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Far  suite. 


3x 


dp 


3e6  cos  -^-(l  -h  4a2  sin»  tx) 


d<u  Ha  cos  tx 

On  obtient  alors  aisément  la  courbe  ci-contre  {fig.  3). 


3"  Enfin,  à  la  valeur      p  —  b<Jsia^'ûx     correspondent  les    variations 
suivantes 


0 

croit 

T 

croit 

2 

croit 

3- 
4 

croit 

0 

décroit 

—  a 

croit 

0 

croit 

■X 

décroit 

0 

croit 

h 

décroit 

0 

croit 

b 

décroit 

Nous  avons 


sin  2x.  cos  2x.  2  =  2^6  cos  2x, 


dx        2v'sin"2a' 
E  étant  égal  à    ±  1     et  ayant  le  signe  de  sin  2a:  ;  par  suite 

dp        dp    dx  -b  ,, 

-1——  -, 7-  =  —  r-{l  -H  ia^  sin-2j;). 

rfw        dx    dw  ta  ' 

La  forme  de  l'hodographe  est  alors  la  suivante  {fig.  4).  Quand  x  croit  de  0   à  —,    nous  obtenons 

4 

la  branche  de  courbe  OA,  et  quand  x  croit  de    -;-    à    — i    nous  retrouvons  la 

4  2 

même   branche    AO,    car   en  changeant   a;    en     —  —  x,     p   et  w    ne  changent 

pas. 

De  même,  la  branche  de  courbe  OA'  correspond  aux  valeurs  de  x  comprises 

T.        3-  3- 

Fig.  4.  entre  tt  et  — -  et  à  celles  qui  sont  comprises  entre  —  et  -. 

2         4  '  '^  4 

L'angle  ?  que  fait  OA  avec  la  tangente  au  point  A  est  donné  par  la  formule 


la 


1  H-4a- 


J.  HAAG. 
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INTERSECTION   DE    DEUX   CÔNES   DE   SOMMETS    SS',  SiS,'. 

1287.  —  Le  premier  sommet  (S,  S')  est  à  10'^'"  au-dessus  et  à  20'^'"  en  avant  de  la  ligne  de  terre. 

Le  second  sommet  (Si,  S,')  est  dans  le  plan  vertical  de  projection,  à  20'^™  au-dessus  de  la  ligne  de  terre 
et  à  20cm  également  à  droite  du  i"  sommet. 

Le  cône  SS'  a  pour  base  un  cercle  de  4'-''"  de  rayon,  situé  dans  le  plan  de  profil  de  l'autre  sommet 
(S,,  SI),  tangent  à  la  verticale  SiS,'  et  dont  le  centre,  situé  dans  le  i"  dièdre,  est  à  8'="'  au-dessus  du  plan 
horizontal. 
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Le  cône  SiS,'  a  sa  base  dans  le  plan  de  bout  de  trace  verticale  S'S,.  Cette 

!  '  base  se  pi'ojette  horizontalement  suivant  un  cercle  de  o""  de  rayon,  tangent 

\  d'une  part  à  SSi  et  d'autre  part  à  une  ligne  de  bout  AB  distante  de  S  d'une 

SS, 
lonrjuew  égale  à    — —  •    //  résulte  de  cette  position  des  particularités  pour 

les  contours  apparents,  que  les  constructions  mettront  facilement  en  évidence. 
On  demande  de  représenter  en  faisant  la  distinction  des  parties  vues  et 
cachées  :  1"  en  projection  verticale,  la  partie  de  surface  du  cône  SS'  com- 
prise  à  l'intérieur  du  second  ;  2°  en  projection  horizontale,  ce  qui  reste  du 
second  cône  SiS,'  quand  on  suppose  enlevée  la  partie  comprise  à  l'intérieur 
du  premier. 

On  reproduira  d  l'encre  [traits  noirs  discontinus  ou  traits  continus  de 
couleur)  la  construction  d'un  point  courant  de  l'intersection,  avec  la  tangente,  ainsi  que  celles  de  tous  les 
points  remarquables,  avec  les  tangentes  quand  elles  peuvent  être  déterminées.  —  L'emploi  du  pistolet  pour 
le  tracé  des  courbes  est  interdit.  —  Titre  :  Intersection  de  cônes.  Cadre  inutile. 

[École  des  Mines  de  Saint-Étienne,  Concours  de  1903.) 

Détermination  d'un  point  quelconque  et  de  la  tangente  en  ce  point.  —  Nous  emploierons  des  plans  auxiliaires 
passant  par  la  ligne  des  sommets  des  deux  cônes.  Cette  droite  rencontre  les  plans  des  bases  en  deux  points, 
qui  sont  précisément  les  sommets  (S,  S')  et  (Si,  S[)  des  cônes  ;  la  droite  d'intersection  des  plans  des  directrices 
est  la  droite  de  bout  S|0  du  plan  horizontal  de  projection. 

Soit  S^Y  la  projection  horizontale  de  la  trace,  sur  le  plan  de  bout  SiS',  d'un  pliin  auxiliaire  quelconque  ; 
ce  plan  auxiliaire  coupe  le  cône  de  sommet  (Si,  SJ)  suivant  deux  génératrices,  dont  l'une  est  projetée  horizon- 
talement en  Sipr,  Pour  obtenir  les  génératrices  du  second  cône  qui  sont  situées  dans  ce  plan  auxiliaire,  nous 
prendrons  pour  nouveau  plan  vertical  de  projection  le  plan  de  profil  SiS|  ;  la  base  du  cône  de  sommet  (S,  S') 
est  alors  projetée  verticalement  en  vraie  grandeur  suivant  le  cercle  de  centre  o",  et  le  sommet  de  l'autre  cône 
est  (Si,  Sî').  Dans  ce  nouveau  système  .z-ii/i,  la  trace  verticale  du  plan  auxiliaire  employé  plus  haut  est  Sîy  qui 
coupe  le  cercle  o"  en  deux  points,  dont  l'un  l"  donne  la  génératrice  (S/,  87')  qui  rencontre  la  génératrice 
(SijF,  S|'</')  au  point  (m,  m')  de  l'intersection  des  deux  surfaces.  La  tangente  (mt,  m't')  en  ce  point  est  donnée 
par  l'intersection  ((,  (")  des  traces  verticales,  dans  le  système  x^ji,  des  deux  plans  tangents,  traces  qui  sont 
tS;  et  ft". 

Points  importants  de  l'intersection.  —  Ce  sont  d'abord  les  points  (j,j')  et  (i,  i')  donnés  par  le  plan  auxiliaire 
limite  Saa. 

Ce  sont  ensuite  les  points  sur  les  génératrices  de  contour  apparent  de  chacune  des  surfaces.  Pour  obtenir 
les  points  sur  la  génératrice  de  contour  apparent  vertical  (Si(Z,  ?)\d'),  nous  avons  employé  le  plan  auxiliaire  Sôrf 
et  nous  trouvons  que  cette  génératrice  rencontre  en  un  point  (n,  n)  la  génératrice  de  contour  apparent 
vertical  (Se,  SV-')  de  l'autre  cône  et  en  un  point  (/),  p')  la  seconde  génératrice  (S/i,  S'A')  contenue  dans  ce  plan 
auxiliaire.  Le  point  n'  est  un  point  de  rebroussement  de  la  projection  verticale  de  l'intersection. 

Enfin  le  plan  vertical  SSi  est  tangent  aux  deux  cônes  en  un  point  (/',  f)  qui  est  l'intersection  des  généra- 
trices de  contact  de  ce  plan  tangent  commun.  C'est  un  point  double  réel  de  l'intersection. 

Lignes  des  points  doubles  en  projection.  — La  ligne  des  points  doubles  en  projection  horizontale  est  fw, 
projection  horizontale  de  l'intersection  des  plans  des  génératrices  de  contour  apparent  horizontal.  En  projec- 
tion verticale,  la  ligne  des  points  doubles  est  nV,  Intersection  du  plan  vertical  So  et  du  plan  des  génératrices 
(S,d,  Sld')  et  (S,r,  s;»-'). 

Représentation  en  projection  verticale.  —  On  représente  la  partie  de  surface  du  cône  (S,  S')  comprise  à 
l'intérieur  de  l'autre  ;  on  conserve  les  deux  portions  de  génératrices  de  contour  apparent  vertical  intérieures  au 
cône  (Si, Si').  Toute  la  courbe  est  vue,  sauf  l'arc  qui  va  de  k'  au  contour  apparent. 

Représentation  en  projection  lioriionlalc.  —  On  conserve  la  portion  du  cône  |Si,  S,')  qui  est  extérieure  à 
l'autre.  Seule  la  portion  de  génératrice  de  contour  apparent  horizontale,  ([ui  se  trouve  entre  les  points  de 
contact  avec  la  courbe,  est  enlevée.  La  visibilité  change  au  point  double  en  projection,  et  se  détermine  iramé- 

dialemoni. 

N.  C. 
\  envoyé  une  très  bonne  rpure  :  .M.  Cottï  Gaston,  du  fyi-ée  C.arnol,  ii  fiijoii. 


160 


BIBLIOGRAPHIE 


QUESTIOxNS  PROPOSEES 


1378.  —  On  considère  deux  axes  rectangiilairos  Ox,  Oy  et  un  cercle  tangent  à  ces  deux  droites  et  ayant 
pour  centre  le  point  (a,  a)  de  la  première  bissectrice. 

1"  Trouver  l'équation  d'un  cercle  tangent  k  Oy  et  orthogonal  au  précédent,  et  le  lieu  du  centre  de  ce 
cercle.  Par  chaque  point  du  plan,  il  passe  deux  de  ces  cercles  ;  trouver  dans  quelle  région  du  plan  doit  être 
ce  point  pour  que  les  deux  cercles  soient  réels. 

2°  On  associe  ces  cercles  de  façon  que  leurs  points  de  contact  avec  Oy  décrivent  une  involution  ayant  le 
point  0  pour  point  central  et  le  point  de  contact  du  cercle  'fixe  pour  point  double.  Lieu  des  points  de  ren- 
contre de  ces  cercles. 

3»  Lieu  du  point  de  rencontre  des  polaires  de  l'origine  par  rapport  à  deux  cercles  orthogonaux  du  sys- 
tème. 

E.  H. 

Soient  A  et  B  deux  points  quelconques  d'une  conique  (C)  ;  les  deux  foyers  de  (C)  sont  sur  une 
conique  ayant  pour  foyers  les  points  A  et  B,  et  les  tangentes  à  cette  conique  aux  foyers  de  (C) 
passent  par  le  pôle  de  AB  par  rapport  à  (C). 

\\.    BoUVilST. 

1380.  —  On  considère  un  triangle   ABC   et  les  trois  forces  BC,  CA  et   BA  appliquées  le 
long  des  côtés  de  ce  triangle.  Trouver  la  résultante   de  ces  trois  forces  et  ^ 

"■      la  placer. 

1381.   —  On   considère   un   tétraèdre    SABC    et  le  long  des  arêtes  les  six  forces 
D'  ç'      SA,  SB,  se,  AB,  BC,  CA.  Trouver  la  résultante  générale  et  le  moment 


résultant  de  ce  système  au  point  S. 


1382.  —  On  considère   un  parallélipipède  rectangle  ABCDA'B'C'D'  et  les  douze   forces 
AA',  BB',  ce,  DD',  AB,  BC.  CD,  DA  et  AD',  D'C,  C'B',  BA'.  Béduire  ce  système. 
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Œuvres  mathématiques  de  FrancescoBrioschi,  publiées  par  un  comité  composé  de  MM..Ascoli, 
Ckrmti,  Colombo,  Cremona,  Négri  et  Schuparelli.  —  Ulrico  Hœpli,  éditeur-libraire  à  Milan. 

Dans  ie  numéro  de  novembre  1902,  nous  signalions  à  l'attention  de  nos  lecteurs  l'iniporlantc  publication 
entreprise  par  les  soins  d'un  comité  formé  pour  hunorer  la  mémoire  de  Krancesco  Brioschi.  .\  cette  époque, 
deux  volumes  renfermant  en.-emble  S'J  notes  et  niruioires  avaient  déjà  paru.  .Nous  sommes  heureux  d'annoncer 
aujourd'hui  l'apparition  du  troisième  volume  dont  l'intérêt  ne  le  cède  en  rien  à  celui  des  deux  autres  volumes, 
et  qui  renferme  55  notes  ou  mémoires  variés. 

Nous  annonçons  en  même  temps  le  second  volume  des  œuvres  de  Eur.E.MO  Beltii.^sii,  qui  sont  éditées  par 
les  soins  de  la  Faculté  des  Sciences  de  lîome,  dans  le  même  format  et  avec  le  même  luxe  par  la  même  mai- 
son. La  beauté  de  ces  ouvrages,  jointe  à  leurhaulo  importance  scienlitique,  ne  peut  manquer  d'en  assurer  le 
succès. 


b*n-Lii-uuc.  —  mr.  cuhte-j^cooit 


Le  /ièdacleur-GéruiU  :  H.  VUIBEKT. 
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SUR  LES  CERCLES  HARMONIOUEMENï  CIRCONSCRITS  A  UNE  CONIQUE  (*) 

par  M.  R.  Bouvaist. 


Du  théorème  de  Faure,  on  peut  encore  déduire  les  suivants  : 

Deux  triangles  conjugués  à  une  conique  sont  inscrits  à  une  même  conique  et  réciproquement. 

Soient  abc,  a^y  deux  triangles  conjugués  à  une  conique  C.  Faisons  dans  une  transformation  homo- 
graphique  correspondre  les  points  a  et  i  aux  points  cycliques;  la  conique  C  devient  une  hyperbole 
équilalère  de  centre  y,  conjuguée  au  triangle  a'b'c',  transformé  de  abc  ;  le  cercle  circonscrit  à  a'b'c' 
passe  par  y'.  Revenons  à  la  figure  primitive  ;  au  cercle  circonscrit  au  triangle  a'b'c'  correspond  une  co- 
nique passant  par  les  six  points  a,  p,  y,  a,b,  c. 

Supposons  maintenant  que  abc,  a^y  soient  inscrits  dans  une  conique  r.  Faisons  dans  une  transfor- 
mation homographique  correspondre  les  points  cycliques  aux  points  a  et  p  ;  r  devient  le  cercle  circons- 
crit au  quadrilatère  a'b'df'  transformé  de  abcy;  il  existe  une  hyperbole  équilatère  de  centre  y,  conjuguée 
à  a'b'c'.  Revenons  à  la  figure  primitive;  à  cette  hyperbole  correspond  une  conique  C  conjuguée  à  «/y 
et  à  abc. 

Par  transformation  corrélative,  on  en  déduit  que  : 

Deux  triangles  conjugués  à  une  conique  sont  circonscrits  à  une  conique  et  réciproquement. 

Ce  théorème  peut  d'ailleurs  se  démontrer  directement  par  transformation  homographique  en  s'ap- 
puyant  sur  le  cas  particulier  du  théorème  de  Faure  relatif  à  la  parabole. 

Lorsque  deux  coniques  d'un  faisceau  ponctuel  sont  harmoniquement  circonscrites  à  une  conique  donnée, 
il  en  est  de  même  de  toutes  les  coniques  du  faisceau. 

Ce  théorème  se  déduit  immédiatetnent  par  transformation  homographique  de  la  remarque  sui- 
vante :  lorsque  deux  cercles  sont  orthogonaux  à  un  cercle  donné,  tous  les  cercles  passant  par  leur  in- 
tersection le  Sont  aussi. 

Par  transformation  corrélative. 

Lorsque  deux  coniques  d'un  faisceau  tangentiel  sont  harinoniquement  inscrites  à  une  conique  donnée,  il 
en  est  de  même  de  toutes  les  coniques  du  faisceau. 

Il  existe  des  propriétés  analogues  dans  la  géométrie  à  trois  dimensions.  Nous  établirons  d'abord  le 
théorème  suivant  : 

Théorème  de  Faure.  —  Les  sphères  harmoniquement  circonscrites  à  une  quadrique  sont  ortho- 
gonales à  la  sphère  de  Monge  de  cette  quadrique. 

La  démonstration  est  identique  à  celle  qui  a  été  donnée  pour  la  géométrie  plane;  elle  repose  comme 
cette  dernière  sur  les  propriétés  du  faisceau  de  sphères  et  sur  ce  fait  que  les'  sphères  de  Monge  d'un 
faisceau  tangentiel  de  quadriques  passent  par  un  cercle  fixe. 

(•)  Cette  note  fait  suite  à  celle  du  n»  de  Mars  1903. 
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Aux  cas  particuliers  énoncés  pour  la  parabole  et  l'hyperbole  équilatère  correspondent  des  théorè- 
mes identiques  pour  le  paraboloïde  et  l'hyperboloïde  équilatère. 

On  démontrerait  de  même  par  transformation  homographique  que  : 

Lorsque  deux  tétraèdres  sont  conjuijués  à  une  quadrique,  leurs  huit  sommets  sont  les  points  communs 
aux  quadriques  d'un  réseau  ponctuel  ;  autrement  dit,  toute  quadrique  passant  par  sept  de  ces  points  passe 
par  le  huitième. 

♦ 


SUR  UNE  APPLICATION  DE  LA  TRANSFORMATION  PAR  INVERSION 
pat  M.  R.  Bouvaist. 


Je  vais,  en  quelques  mots,  généraliser  un  théorème  que  j'ai  précédemment  démontré  dans  la  Revue 
(n°  d'août  1903,  page  243). 

Ce  théorème  s"énonce  comme  il  suit  : 

Par  tout  point  d'une  strophoide  oblique, on  peut  mener  deux  tançjentes  à  cette  courbe;  l'enveloppe  de  la 
corde  de  contact  est  la  parabole  podaire  négative  de  la  strophoide. 

La  démonstration  repose  sur  les  propriétés  suivantes  : 

lo  Par  deux  points  A.  et  B  d'une  hyperbole  équilatère  on  peut  mener  deux  cercles  tangents  à  la  courbe, 
et  leurs  points  de  contact  sont  les  extrémités  d'un  même  diamètre. 

Les  tangentes  en  ces  points  de  contact  sont  en  effet  symétriques  de  AB  (en  direction)  par  rapport 
aux  axes. 

2°  Le  cercle  passant  j)ar  un  point  A  d'une  hyperbole  équilatère,  et  par  deux  points  3.  et  ^  diamétrale- 
ment opposés,  a  son  centre  au  milieu  de  la  droite  joignant  A  au  quatrième  point  d'intersection  B  de  l'hy- 
perbole et  du  cercle. 

AB  est  symétrique  de  ap  par  rapport  aux  axes  ;  par  suite,  la  perpendiculaire  élevée  à  a^  au  centre 
de  l'hyperbole  est  le  diamètre  conjugué  de  AB  ;  son  intersection  avec  AB  est  le  centre  cherché. 

Transformons  par  inversion  en  prenant  pour  pôle  le  point  A,  il  vient  : 

Par  tout  point  d'une  strophoide  oblique,  on  peut  mener  deux  tangentes  à  cette  courbe,  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  double  sur  la  corde  des  contacts,  rencontre  celte  dernière  sur  la  strophoide. 

L'enveloppe  de  celle  droite  est  par  suite  la  parabole  podaire  négative  de  la  strophoide. 

N.  B.  —  On  peut  démontrer  par  une  méthode  semblable  que,  par  tout  point  d'une  lemniscate,  on, 
peut  mener  quatre  tangentes  à  la  courbe  ;  les  (juatre  points  de  contact  sont  sur  une  même  droite  qui 
enveloppe  une  hyperbole  équilatère,  quand  le  point  donné  décrit  la  lemniscate. 


ECOLE  NORMALE  SUPERIEURE  (Fin) 

Coniours  de  i  904. 


1315.  — I.  tfn  donne  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  0\,  OY  et,  sur  la  partie  positive  de 
l'axe  des  x,  tin  point  A,  d'abscisse  c. 

Appelons  en  général  parabole  [P)  une  paral/ule  qui  passe  par  le  point  .V  et  dont  la  directrice  coïncide 
avec  l'axe  des  y,  F  le  foyer  de  celte  parabole,  j..  p  les  coordonnées  de  ce  foyer. 
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1°  Soit  B  un  point  d'une  parabole  f Pi,  soit  K  la  projection  de  ce  point  sur  la  directrice,  soit  S  l'aire  du 
triangle  OFK  ;  montrer  que  l'on  a 

ôf'.ok       kf'.ok 

2°  Au  point    B   de   la  parabole  (P)   on  fait  correspondre  le  point  M   dont  les  coordonnées  «,  w  sont 

dominées  par  les  formules 

KP  OF 

les  seconds  membres  sont  pris  en  valeur  absolue,  en  sorte  que  les  nombres  u,  v  sont  positifs.  Quand  on  se 
donne  la  parabole  (P)  et  le  point  B  sur  cette  parabole,  le  point  M  est  déterminé  sans  ambiguïté.  Si  l'on  se 
'  donne  un  point  B  du  plan,  il  passe  en  général  deux  paraboles  (P)  par  ce  point.  On  appellera  première 
parabole  relative  an  point  B  celle  des  deux  dont  le  foyer  est  le  plus  éloigné  de  la  directrice.  Soit  F,  ce 
foyer  ;  soit  F.,  le  foyer  de  la  seconde  parabole.  Au  point  B  correspondent  alors  deux  points  M,.  M,  par  'es 
relations  (l)  où  l'on  remplacera  successivement  F  par  F,  et  par  F2. 

Connaissant  les  coordonnées  x,  y  du  point  B,  on  demande  de  calculer  les  coordonnées  des  points  M,, 
M,.  Quelles  sont  les  positions  limites  de  ces  points  lorsque  le  point  B  s'approche  d'un  point  Bo  situé  sur  la 
partie  positive  de  l'axe  des  x  ?  Quels  sont  les  lieux  décrits  par  ces  points  limites  quand  l'abscisse  de  B^  varie  '.' 
'S"  Inversement,  le  point  M  étant  donné  par  ses  coordonnées  u,  v,  on  demande  de  déterminer  les  coordon- 
nées X,  y  du  point  B  auquel  il  correspond  en  vertu  des  relations  (l),  ainsi  que  les  coordonnées  a,  3  du 
foyer  F,  qui  figure  dans  ces  relations,  de  la  parabole  (P)  sur  laquelle  le  point  B  doit  être  situé. 

Construire  géométriquement  le  point  F  et  le  point  B,  connaissant  le  point  M  et  l'unité  de  longueur. 

4°  Le  problème  précédent  admet  deux  solutions.  Dans  quelle  région  du  plan  le  point  M  doit-il  être  situé 
pour  que  ces  deux  solutions  soient  réelles  ?  Dans  quelle  région  doit-il  être  situé  pour  que  la  parabole  (P), 
dont  on  a  déterminé  le  foyer,  soit  la  première  parabole  relative  au  point  B  '.' 

II.  1°  Considérant  une  parabole  (P)  de  foyer  (a,  ^),  on  suppose  qu'un  arc  quelconque  de  cette  parabole 
est  pesant  :  la  densité  en  chaque  point  est  égale  à  In  racine  carrée  de  l'abscisse  x  de  ce  point,  en  sorte  que  le 
poids  de  l'élément  d'arc  ds  soit   </xds.     .Montrer  que,  dans  ces  conditions,  le  poids  d'un  arc  AB  delà 

parabole  est  égal  au  produit  par  v/—   de  l'aire  comprise  entre  la  courbe,  la  directrice  et  les  deux  droites 

OA,  KB.  (K  est,  comme  plus  haut,  la  projection  de  B  sur  la  directrice.) 

2°  On  suppose  que  les  deux  droites  OA,  KB  soient  aussi  pesantes  ;  la  densité  en  chacun  de  leurs  points 
est  encore  égale  à  la  racine  carrée  de  l'abscisse  de  ce  point.  Etudier,  quand  le  point  B  décrit  la  parabole  (P), 
comment  varie  la  différence  entre  le  poids  de  l'arc  AB  et  la  somme  des  poids  des  droites  OA,  KB.  Montrer 
que,  sur  chacun  des  arcs  indéfinis  de  la  parabole  qui  partent  du  point  A,  i7  y  a  un  point  B,  et  un  seul, 
pour  lequel  cette  différence  est  nulle. 

3"  Le  point  B  étant  ainsi  déterminé  sur  la  parabole  iPj,  soit  M  te  point  qui  lui  correspond  par  les 
relations  (1)  ;  montrer  que,  lorsque  la  parabole  {P)  varie,  le  point  M  reste  sur  une  conique  qui  fait  partie 
de  la  courbe  du  troisième  degré  définie  par  l'équation 

iu'  -h  2t)^  —  3u-  —  3t;-—  1  =  0. 

N.  B.  —  Les  poids  dont  il  est  question  plus  haut  sont  positifs. 

1.  Avec  les  notations  indiquées,  l'équation  L'énérale  des  paraboles  (P)  est  {x  —  a)--+-(i/  —  3)-=:j;-, 
ou     1/-  —  23tx  —  2ii/  -(-  a^  -L-  i^  —  0,     en  joignant  toutefois  à  cette  équation  la  relation 

a^  -^  ;;-  —  2ac  =  0, 
qui  exprime  que  la  parabole  (P)  passe  au  point  A. 
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1°  Appelons    x    et    y    les  coordonnées  du  point    B;     nous 
aurons,  entre  ï  et  J3,  la  relation 

a^  -H  ?^  —  2ïx  —  23y  -4-  )/2  =  0, 
qui  peut  s'écrire     KF'  =  2ir,     absolument  comme  la  première 
peut  s'écrire    ÔF^  =  23ic.     En  outre,  à  cause  de  la  symétrie  évi- 
dente du  système  des  paraboles  (P)  par  rapport  à  l'axe  Ox,  nous 

pouvons  toujours  supposer  l'ordonnée  du  point    B    positive  et 

a)/ 
représenter  l'aire  du  triangle  OKF    par    -^  ;    nous  aurons  donc 

4S  =  2a!/.     Si  alors  nous  remplaçons   2a   successivement  par 

KF'  ÔF' 


et 


nous  avons 

KF'.OK 


4S 


KB 


OF  .  OK 
OA 


ce  qui  était  à  établir. 

2°  Les  coordonnées  du  point  M  sont  données  par 


KF 

v/2ax 

OK 

.y 

OF 

,/2m 

OK 

>,i 

Donnons-nous  alors  les  coordonnées  du  point    B,    x-   et    '/ 
relations 


I   et  ^    seront  donnés  par  les  deux 


a2  _f-  fl^  —  2ïx  —  2&r/  H-  ;/'  -  0, 
qui  représentent  deux  cercles,  quand  «  et  p  sont  les  coordonnées  courantes  et  ([ui,  par  conséquent,  ont 
deux  solutions  communes.  L'une  de  ces  équations  peut  se  remplacer  par 

2a(c  —  at)  —  ^"^y  +  ;/'  =  0, 
2a(c  —  x)-h  !/' 


et  celle-ci  donne    [i  — 


(1) 


2!/ 


en  portant  dans  la  première,  nous   avons 

4;/2{a^  —  2ac)  +  [2a(c  —  x)  -h-  x/f  =  0, 


4«=[(.T  -  cf  -t-  t/2]  -  lay2(c  ^  .t)  -h  y* 


Telle  est  l'équation  qui  donne  les  abscisses  des  foyers  des  paraboles  (P).  Cette  équation  a  ses  racmes 
réelles  et  positives,  sous  la  condition  que  4cx  —  î/=  >  0,  c'est-à-dire  sous  la  condition  que  le  point  B 
soit  intérieur  à  la  parabole  y-  =  Acx  ;  celle-ci  est  d'ailleurs  la  parabole  ayant  Ox  pour  axe.  0;/  pour 
tangente  au  sommet  et  le  point  A  pour  loyer.  Cette  condition  étant  réalisée,  la  plus  grande  racine 
positive  donnera  le  foyer  de  la  première  parabole  et  l'autre,  le  foyer  de  la  seconde. 

Posons    —  —  o;     les  coordonnées  des  deux  points  M,  et  M,  seront  données  par 
?/' 

U-  =:  pX,  V  —  pC, 

(1)'  [{x  —  cY--i-y^]f  —  ^x  +  c)?  +  l  -  0; 

la  plus  grande  racine  de  l'éiiualion  du  second  degré,  ?,,  fournil  le  point  M,;  l'autre,  le  point  Mj. 

Quand  le  point  B  tend  vers  un  point  d'abscisse  .\  de  l'axe  des  x,  l'équation  (1)'  tend  vers 
l'équation  limite 

(2)  (X  —  c)Y  -  2(.\  H-  c)?  -(-1=0, 

et  les  coordonnées  des  points  limites  de    M,    et  do    M,    sont  fournies  de  la  même  manière  que  précé- 
dcmniont  par  les  trois  équations 
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M-  =  pX,  V-  =  :c, 

(X  —  c^p-  —  2(X  H-  c]p  —  i  =  0. 

Le    lieu   que  décrit  ce  point  quand   B^    varie   s'obtient  en  éliminant    X    et    p    entre  ces  trois 
équations.   On  trouve    ainsi   sans   peine 

(3)  («■^_y2)2_2(M2  +  t,2)^l   =0. 

Or,  cette  équation  peut  s'écrire 

(u-  —  v'f  —  2(u-  —  i-')  -H  1  _  4u^  =  0 
ou 

(u--  v-—iy  —  iv-  =  0; 
celle-ci  se  décompose  en  deux;  chacune  des  nouvelles  se  décom- 
pose encore  en  deux    autres,  et  l'on  a  finalement  comme  lieu  le 
système  des  quatre    droites      u  —  i- — 1=0,      u  —  t>  +  1  =  0, 
M  -}-  y  —  1  =  0     et     w  +  i-  +  1  =  0  ; 

ce  sont  quatre  parallèles  aux  bissectrices  de  l'angle  des  axes  qui 
forment  un  carré  ayant  pour  diagonales  les  axes  eux-mêmes.  Le 
véritable  lieu  du  point  M,  tel  qu'il  a  été  défini,  se  compose 
d'ailleurs  seulement  de  la  portion  qui  est  dans  le  premier  angle  des 
axes. 

3°  Si  l'on  se  donne  u  et  u,  les  mêmes  formules,  dont  nous  avons  fait  usaire  dans  le  calcul  de  ;/  et  v, 
nous  permettront  d'avoir  x  et  y.  Nous  avons,  en  effet,  de  suite 


puis,  en  portant  dans  l'équation  (i)'. 


«y 


=  4m-i'- 


(u'^-+-r^ -!)■-. 


Cette  dernière  donne   y  :  nous  avons  donc  bien  obtenu  les  coordonnées  du  point  B. 

l'-J;-' 

D'autre  part,  nous  avons     2ïc  =  v-y-  =  pcy^  J     par  conséquent     2a  =  py^  = 

De  même 


C)0,    _- 


i(c  —  x)  -t-  y- 


finalement 


23  =  y'p{c  —  x)-h^], 


2S  =  y{v 


■1). 


Les  coordonnées  du  foyer  de  la  parabole  (P)  qui  passe  au  point  B  sont  donc  connues  aussi. 
Pour  construire  les  deux  points  F  et  B,  il  suffit  de  revenir  aux  formules  qui  définissent  u  et  i',  et 
qui  peuvent  s'écrire 


KF 


1 


OF 
OK 


Nous  voyons  en  effet  que  le  triangle  OKF  est  semblable  à  un  triangle  ayant  pour  cotes  1,  u  et  v. 
Celui-ci  peut  être  construit  sans  ambiguïté,  si  toutefois  les  trois  nombres  1,  u  et  y  vérifient  la  relation 
connue 

p{p-^)(p-u)(p-i')>o. 

Plaçons  alors  ce  triangle  dans  la  position  OK'F'  homothétique  de  la  position  du  triangle  OKF.    Le 
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point  F  sera  sur  la  droite  OF';  d'autre  part,  il  est  sur  le 
cercle  AD,  ayant  le  point  A  pour  centre  et  passant  au  point 
0  ;  il  est  donc  bien  déterminé.  Il  y  a  toutefois  une  deu- 
xième position  du  point  F  qui  provient  d'une  deuxième 
position  que  l'on  peut  donner  au  triangle  OK'F',  la  position 
symétrique  de  celle-ci  par  rapport  à  Oy. 

Le  point  B  s'obtient  alors  sans  peine  :  il  suffit  de 
mener  par  le  point  K  une  parallèle  à  Ox  et  de  prendre 
son  intersection  avec  la  perpendiculaire  élevée  au  milieu 
de  AK. 

4°  Nous  venons  de  voir,  aussi  bien  par  la  géométrie  que 
par  le  calcul,  que  le  problème  précédent  admet  deux  solu- 
tions. Pour  qu'elles  soient  réelles,  il  faut  que  y-  soit  positif, 
c'est-à-dire  que  l'on  ait 

(u-  +v-  —  1)-  —  4u-î'-  <C  0 
ou       (m -I- r -H  1):«  +  w  —  l)(i(  —  î'  +  l)(u  —  V — 1)<;0. 

La  séparative  se  compose  donc  des  quatre  parallèles  aux  bissectrices  de  l'angle  des  axes,  que  nous 
avons  déjà  rencontrées,  et  cela  ne  doit  pas  nous  étonner  puisque  cette  séparative  correspond  aux  points 
M  qui  donnent  y  =  0,  c'est-à-dire  qui  correspondent  eux-mêmes  aux  points  B„  situés  sur  la  partie 
positive  de  Ox.  Il  est  facile  de  voir,  en  se  bornant  au  premier  angle  des  axes  Om  et  Ou,  que  le  point  M 
ne  doit  pas  se  trouver  dans  les  parties  hachurées  ;  il  ne  reste  donc  que  la  région  rectangulaire  où  ce 
point  puisse  varier. 

Pour  exprimer  maintenant  que  la  parabole  (Pi   qui  correspond  au  point   M    est  la  première  des 

paraboles  qui  passent  au  point  B,  il  faut  écrire  que  le 

nombre   calculé    2ï    est  la   plus    grande    racine   de 

l'équation 

[(j  — c)=-l- j/-]X-  — 2j/-(x-t-c)X-f-î/-  =  0, 
c'est-à-dire  qu'il  est  supérieur  à  la  demi-somme  des 


racines  ;  or    2a  = 
gai  i  té 

y' 


v-tr 


par  suite,  nous  avons  l'iné- 


< 


v-y- 


{x  —  c)-+y' 
ou  rix -^  c)  <iv'[{x — c)--hy-]. 

Ile mp laçons-y  x  et  */  par  leur?  valeurs  en  fonc- 
tion de  II  et  de  v,  nous  aurons  immédiatement 

»'  -H  y-  •<  («-  —  «-')■  -(-  4«'i>-  —  («■  -+-  u'  —  1)-, 

puis,  finalement, 

„s  _^  V-  - 1  >  0. 

Le  point  M  doit  donc  être  extérieur  au  cercle  do  rayon  1   dans  le  plan  dos    uv;    il  doit  être  situé 
dans  la  région  (2). 

II.  —  l".  La  parabole  (P)  a  pour  équation     ;/•'  —  2i.r  —  2?i/-t- a- -t- ?-  —  0,      avec      «- -(- [J-  =  2ca. 

.Nous  ;ivons  donc     ydy  —  «rf.r— fJc/i/  =  0,     par  suite    Jx  =  — dy\     ensuite 
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as-  =  ; «V  ; 


par  conséquent,  le  poids  de  l'élément  d'arc  de  la  parabole  (P)  est  donné  par  y — xrfi/. 

D'autre  part,  il  est  visible  que  xdy  est  l'élément  de  l'aire  engendrée  par  un  vecteur  analogue  à  KB 
et  qui  se  déplace  parallèlement  à  Ox.  La  propriété  annoncée  est  entièrement  établie. 

Pour  avoir  l'expression  de  ce  poids  en  fonction  des  éléments  de  la  parabole  (P)  et  des  coordonnées 
du  point  B,  il  faut  remplacer  x   par  sa  valeur  en  fonction  de   y  et  intégrer  de  0  à   y.    Ce  calcul  donne 

?/'-3rV+3(a-  +  S% 

3V2ï 

2    - 
2"  Le  poids  de  KB  s'obtient  en  intégrant  ^xds  de  0  à  r;  c'est  donc  ^x-  .   De  même,  le  poids  de 

OA  est  -f  c  -  .   Par  conséquent,  la  différence  entre  le  poids  de  l'arc  AB  et  la  somme  des  poids  des  droites 

OA  et  KB  est 

î/^  —  3^?/-  +  3{a-  +  f-)ii        2a;  '-^        1c  ^ 
3a^/2i  3"  3" 

Pour  étudier  aisément  les  variations  de  celle  fonction,  il  suffit  de  se  rappeler  que  sa  différentielle 
on  un  point  B  quelconque  de  la  parabole  (P)  a  pour  valeur  ^x(ds  —  ix)  :  elle  est  donc  toujours  posi- 
tive, et,  par  suite,  la  fonction  envisagée  est  toujours  croissante.  Au  début,  pour    y  =  0.     elle  est 

4    — 
évidemment  négative  et  a  pour  valeur T ''  '  '     Elle  croit  ensuite  jusqu'à     -i- x  ,     car   sa   différen- 

dx  dx 

tielle  est   supérieure,  à  partir  d'un   certain  moment,  à  une  différentielle    de  la  forme    — —  ou  — p' 

X  '  X  ' 

etc.,  et  l'inlégrale  de  l'une  quelconque  de  celles-ci  grandit  indéfiniment  avec  x.  11  en  résulte  donc  qu'il 
y  a  un  point  B  en  lequel  cette  fonclion  est  nulle. 

Les  mêmes  raisonnements  s'appliquent  évidemment  à  l'arc  de  parabole  situé  au-dessous  de  Ox. 

3°  Pour  trouver  aisément  le  point  B  en  lequel  la  fonclion  s'annule,  nous  allons  calculer  cette  fonc- 
tion à  l'aide  des  coordonnées  m  et  u  du  point  M  qui  correspond  au  point  B.  Ce  calcul  très  facile  et 
(ju'il  est  inutile  de  détailler  nous  donne  comme  valeur  de  cette  fonction  l'expression 

-^  [3(w-H- u-)  — i  —  2(«'-H  u^)]. 
3u' 

Par  conséquent,  le  lieu  des  points  M  en  lesquels  la  fonction  s'annule  est  la  cubique 

2(u^-l-!;^)-3(M^-l-t)-)-hl  =0. 

Or,  cette  cubique  se  décompose  visiblement  en  son  asymptote 

u-f-  0  — 1  =0, 
et  en  la  conique 

2(u2 -+-  W-)  —  2«u  —  u  —  î;  —  1  =:  0. 

Aux  points  M  de  la  droite 

H  -t-  u  —  1  =0 
ne  correspondent  que  des  solutions  impropres  relatives  aux  points  Bj  de  l'axe  de  x.  Le  vrai  lieu  est 
donc  la  conique  indiquée  ou  plutôt  la  partie  de   cette  conique  située  dans  l'espace  rectangulaire  que 
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nous  avons  signalé  antérieurement.  D'ailleurs  cette  conique  est  une  ellipse  symétrique  par  rapport  à  la 
première  bissectrice  et  qui  se  construit  aisément. 

Remarque.  —  Nous  nous  sommes  astreints  à  traiter  cette  question  méthodiquement  par  le  calcul  ; 
mais  il  y  a  diverses  parties  qui  peuvent  s'apercevoir  géométriquement  ;  nous  laissons  au  lecteur  le  soin 

de  le  faire. 

D'autre  part,  l'artifice  que  nous  avons  employé  pour  montrer  que  la  dernière  fonction  devient 
inOnie  avec  y  n'est  nullement  nécessaire  :  il  suflitde  tout  exprimer  à  l'aide  de  y  et  de  rendre  le  numé- 
rateur de  cette  fonction  rationnel  en  multipliant  haut  et  bas  par  la  quantité  conjuguée  de  celle  qui  y 
figure  primitivement.  Ch.  LATTES. 

lîoimes  solutions  :  MM.  J.  Haag  et  X.  Ste-LAGOE,  élèves  à  lÉrole  normale  supérieure;  Bbos,  à  Albi  :  Dxalior  Lkcbam. 
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1317   _  f),t  considrre  une  conique  et  ses  cercles  bilangents  C  qui  ont  leurs  centres  sur  un  même  axe. 

V  II  y  a  deux  cercles  C  passant  par  un  point  P.  Les  construire  géométriquement.  Lieu  du  point  P  quand 
les  deux  cercles  qui  y  passent  sont  orthogonaux. 

t  Ily  a  deux  cercles  C  tangents  à  une  droite  D.  Les  construire.  Quand  les  deux  cercles  trouvés  sont-ils 
du  même  côté  de  la  droite  D  '.' 

3°  Le  lieu  de  leurs  points  de  contact  arec  la  droite  D  quand  celte  droite  se  déplace  en  gardant  la  même 
direction  est  une  conique  S. 

4°  La  conique  S  garde  le  même  cercle  orlhoplique  et  ses  foyers  décrivent  un  ovale  de  Cassini  quand  la 
direction  de  la  droite  D  varie. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  la  conique  donnée  soit  une  ellipse, et  rapportons-la  à  ses  axes 
principaux.  Elle  aura  alors  pour  équation 

4  +  |J--l=0,  {a>b) 

a-  0^ 

et  si  nous  considérons  les  cercles  bilangents  ayant  leurs  centres  sur  le  grand  axe   Ox,    ils  auront  pour 

équation  générale 
^  ^  x'  -H  y'  —  2aa;  -4-  p  =  0, 

a  et  p  étant  liés  par  une  certaine  relation.  Pour  obtenir  cette  relation,  nous  allons  former  les  sécantes 

communes  à  l'ellipse  et  au  cercle  parallèles  à  Oy  et  exprimer  que  ces  deux  sécantes  sont  confondues. 

Nous  avons  d'abord  l'équation  du  second  degré  en  x 

£j!l  __  2aar  -t-  6'  -+-  ?  =  0,  (c-  =  a"  —  A-) 

«- 

puis  la  condition 

a-  =  -Hl(62-H?), 
a- 

qui  donne  !"  —     ^>         "  • 

L'équation  générale  des  cercles  cherchés  est  donc 

(C)  x"  H-  y-  —  2ïx  H II-  =  U. 

1°  Si  on  exprime  que  le  cercle    X)  passe  .mi  un  point  donné   (,r,  y),   on  a,  pour  délennlner    ..   une 
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Ifi9 


équation  du  second  degré  dont  la  conditioa  de  réalité  est 

X-  -  ^{x'  +  y- 


a'ir- 


->o, 


ou  ^  -L-  4-  _  1<  0, 

<i-  h- 

et  cette  inégalité  exprime  que  le  point  P  est  à  Fintérieur  de  l'ellipse.  Il  passe  donc  deux  cercles  (C)  par 
un  point  donné  du  plan  et  ces  cercles  ne  sont  réels  que  si  le  point  est  a  l'intérieur  de  l'ellipse  (en  sup- 
posant toutefois     fi>>é. 

Pour  construire  ces  cercles,  menons  l'ordonnée  du  point  P  ;  appelons  P'  le  symétrique  de  P  par 
rapporta  Taxe  AA'  et  M  l'un  des  points  de  rencontre  de  l'ordonnée  avec 
l'ellipse.  Le  cercle  cherché  passe  aux  deux  points  P  et  P'  et  nous  le 
déterminerons  complètement  en  cherchant  sa  corde  des  contacts  a  avec 

1-  11-  ,^  .u-     •  1  ,  MP.MP' 

1  ellipse.  Or,  un  théorème  connu  nous  apprend  que  le  rapport 


M 

Q     ~~^\ 

f 

P 

\ 

P' 

A 

MQ^ 


est  égal  à  r-  ou  à  —7;  nous  avons  donc 


MQ  =  -v'MP.MP', 

c 

et  les  deux  cordes  de  contact  telles  que  a  sont  dès  lors  faciles  à  placer. 

Pour  que  les  deux  cercles  (C)  qui  passent  au  point  P  soient  orthogonaux,  il  faut  qu'il  existe  entre 
les  abscisses  de  leurs  centres  la  relation 


2«' 


D'autre  part. 


a 

i2aa'  =   — (a--!- a'-)  — 2b- 

c- 


2c-x 


-.{x'--+-y-  —  b'): 


le  lieu  du  point  P  est  donc  immédiat  :  il  a  pour  équation,  toutes  réductions  faites, 

(  I  )  b'-x^  -i-(a^-i-  c^)y^  —  6-c-  =  0.     * 

C'est  une  ellipse  ayant  pour  axes  les  deux  axes  de  coordonnées. 

2' Soit    ux  +  vy-\-ii'  =  0      l'équation  delà  droite  D;  le   cercle  (C)  sera  tangent  à  la  droite   U 

si  l'on  a  la  condition 

b^{c^  —  oL-){tr  M-  V-)  —  c-(«ï  -t-  ivf  =  0. 
Cette  équation  s'écrit 

(a-ti-  +  6-y-)a-  +  2c-uwi -+- c-w-  —  b-cHu^  -+-  v')  =  0 . 
Elle  est  du  second  degré  en  »,  donc  il  y  a  deux  cercles  (C)  tangents  à  la  droite  I).  Ces  cercles  sont  réels  si 

l'on  a 

//-{u-  -+-  v-){a^u''  +  b-v-  —  W-)  >  0, 

c'est-à-dire  si  la  droite  donnée  D  est  sécante  à  l'ellipse. 

Ils  sont  dun  même  côté  de  la  droite  D  si  celle-ci  rencontre  le  grand  axe  de  l'ellipse  en  un  point  non 

compris  entre  les  centres,  c'est-à-dire  si    —  —    n'est  pas  compris  entre  les  racines  de  l'équation  du  se- 
cond degré  en  »  ;  ceci  exige  que  le  résultat  de  substitution  de à  a  soit  positif.  Ce  calcul  donne 

b-{u--i-  V-)      ,,        ,  o  .^    „ 
— — - — -  («•-  -  L--i/-)  >  0, 


l'inégalité 
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culaire  abaissée  de   m   sur  la  directrice  ;  nous  avons  auss 


ou  c-u-  —  w'  <  0. 

Or,  il  est  facile  de  voir  que  cette  inégalité  est  vérifiée  par  la  droite  de  l'infini  ;  comme,  d'autre  part. 

c'u-  —  w-  =  0 

est  l'équation  tangentielle  des  deux  foyers,  l'inégalité  exprime  que  la  droite    D  ne  rencontre  pas  l'axe 

entre  les  foyers. 

Pour  construire  les  deux  cercles  tangents  à  la  droite  1),  appelons  P  le  point  de  contact  de  l'un 
d'eux  avec  la  droite  D,  i  la  corde  des  contacts  avec  l'ellipse  et  M,  M' 
les  points  de  rencontre  de  D  avec  l'ellipse.  L'ellipse  et  le  cercle  dé- 
finissent un  faisceau  linéaire  et  les  polaires  du  point  P  par  rapport 
à  toutes  les  coniques  du  faisceau  passent  par  un  même  point  R  situé 
sur  la  droite  a;  or,  la  droite  D  elle-même  est  la  polaire  du  point  P 
par  rapport  au  cercle  ;  ce  point  R  est  donc  le  point  de  rencontre  de  D 
avec  A;  par  conséquent,  ce  point  est  conjugué  harmonique  de  P  par 

MP 

rapport  à  M  et  M  .  Au  surplus,  on  a     -— — -  =  e. 
"  ^      '  MO 

Menons  alors  parle  point  F  uneparallèle  à  D  etappelons  m,  m' 

et  r  les  points  analogues  à  M,  M'  et  R   et  7  le  pied  de  laperpendi- 

inT  .        ,, 

=  e     et  (•  est  conjugué  harmonique  de 

mq 

F  par  rapport  à  m  et  m'.  La  figure  Vmm'nj  est  homothétique  à  PMM'RQ  ;  donc  il  est  facile  de  construire 
le  point  P.  En  supposant  Ihomothétie  directe,  nous  aurons  une  position  du  point  P,  et  en  la  suppo- 
sant inverse,  nous  aurons  une  seconde  position  de  P,  symétrique  de  la  première  par  rapport  au  milieu 
de  MM'. 

3"  ijuand  la  droite  D  se  déplace  parallèlement  à  elle-même,  son  milieu  I  décrit  le  diamètre  con- 

IP 
jugué  de  la  direction  choisie  ;  d'autre  part,  le  rapport  -— -  demeure  constant  ;  il  est  donc  manifeste  que 

le  lieu  du  point  P  est  une  ellipse  concentrique  à  la  première  et  ayant  pour  diamètres  conjugués  Ou  et 
Ov,  diamètre  conjugué  de  1)  et  diamètre  parallèle.  Le  diamètre  Ou   a  la  même  longueur  dans  les  deux 

IP 

coniques;  la  longueur  de  l'autre  esl  réduite  dans  le  rapport 

IM 

Pour  traiter  cette  partie  par  le  calcul,  nous  abaisserons  du  centre  de  (C)  une  perpendiculaire  sur  la 

droite  D,     v{x — a)  —  uy  —  0,     et  nous  éliminerons  «et  «•  entre  les  trois  équations 

b-{c-  —  a-)(M2  -+.  V-)  —  c\ua  +  Uf  =  0, 

ux-\-vy  +  IV  =  0, 
et  v{x — a)  —  wy  =:  0. 

Ce  calcul,  très  simple,  nous  fournit  immédiatement  l'équation  du  lieu  cherché, 

(S)  bHvx  —  «i/)2  -^  c^'iu^  -h  vy/  —  b^c-v^  =  0. 

Ce  lieu  est  une  conique  (S)  comme  il  est  annoncé,  qui  jouit  des  propriétés  déjà  signalées,  et  qui,  de 
plus,  admet  pour  diamètres  conjugués  Ox  et  la  droite  vx  —  uy  =0,  perpendiculaire  à  la  direction 
de  I).  Les  carrés  des  longueurs  de  ces  deux  diamètres  sont  4c-  et  Ab-,  déserte  qu'en  appelant  a  et  fi 
les  longueurs  do  deux  demi-diamètres  conjugués  quelconques,  on  a,  d'après  un  théorème  d'Apollonius, 

a-  -t-  ^-  :=  h^  -+-  C-. 

Il  eût  été  aisé  d'ailleurs  de  vérifier  cette  propriété  en  parlant  des  résultats  fournis  par  la  solution 
géométrique  (jue  nous  avons  donnée  antérieurement. 

4°  Le  cercle  orthoptique  de  S  a  pour  centre  l'origine  et  pour  rayon  ^/x-  ■+■  "p"  =  ^b-  ■+-  r'  =  a. 
Il  est  donc  lixc. 

La  dernière  propriété  est  une  conséquence  immédiate  d'un  théorème  classique   relatif  à  l'ellipse  : 
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le  produit  des  distances  d'un   foyer  aux   extrémités  d'un    diamètre  est  éqal  au  carré  du  demi-diamètre 
conjugué. 

Or,  toutes  les  coniques  (Sj  ont  un  diamètre  fixe  Ox  dont  les  extrémités  F  et  F'  sont  également 
fixes  ;  si  donc  nous  désignons  par  -f  l'un  des  foyers  de  (S),  nous  aurons 

Fç .  F>  =  //, 
égalité  qui  démontre  bien  que  le  lieu  du  point  9  est  un  ovale  de  Cassini. 

BKOS,  à  Albi  et  J.  HAAG,  élève  à  l'École  normale  supérieure. 


BOURSES  DE  LICENCE  PRÈS  LES  FACULTÉS  DES  SCIENCES  [Concours  de  1904). 


Physique. 

1323.  —  Ln  tube  vertical  de  300  mètres  de  haut  renferme  de  l'air  à  une  température  uniforme  de  20°. 
On  demande  de  donner  l'expression  numérique  du  rapport  des  pressions  en  bas  et  en  haut  de  cette  colonne. 
On  admettra  que  l'air  obéit  rigoureusement  à  la  loi  de  Mariotte  et  que  l'intensité  de  la  pesanteur  a  la  valeur 
constante  981  en  tous  les  points  de  la  colonne. 

Considérons  la  pression  p  à  une  distance  quelconque  r  de  l'extrémité  supérieure  du  tube;  si  nous 
désignons  par  p  la  masse  spécifique  de  lair  à  la  température  de  20"  et  à  la  pression  de  1  dyne,  le 
poids  de  l'unité  de  volume  d'air  au  point  considéré  sera  |jipx981;  par  suite,  l'augmentation  de 
pression  correspondant  à  une  variation  dx  sera 

dp  =  ixp.98ixdx,  d'où  —  =  |jirfxx981. 

P 
Intégrons  Lp  =  jjtx  X  981  -f-  C". 

Soit  h  la  pression  à  l'extrémité  supérieure  du  lube;  en  faisant  x  =  0  on  voit  que  la  constante 
est  égale  à  Lh.  On  a  donc 


L-^  =  ,aa-x98i. 
n 


Or,  l'expression  de  ji  est  la  suivante 


0,001293  1 

X 


76x13,596x981  20 


Faisons  d'autre  part     x  =  30000  ;     il  vient 


p  _  0,001293  X.30000X273 


L^  = 


7(î  X  13,596  X  293       =  "^'^^i  9673 . 


A  défaut  de  table  des  logarithmes  népériens,  on  peut  calculer  d'abord  le  logarithme  vulgaire  et  l'on 
trouve 


d'où 


log4-  =  0,01bl861, 
n 


4  =  1,0356. 
n 


COTTY,  à  Dijon. 
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Remarque.  —  La  hauteur  donnée  étant  relativement  faible,  on  peut  simplifier  le  calcul  de  la  manière 
suivante. 

Soit  a   la  masse  spécifique  moyenne  de  l'air  dans  le  tube.  On  a  d'abord 

■pi  —  Pi  —  ha'g. 

La  hauteur  /(  étant  faible,  on  peut  admettre  que  lapression  moyenne  de  l'air  du  tube  est  égale  à  la 
moyenne  des  pressions  qui  existent  aux  deux  extrémités,  d'où  l'expression  suivante 

a  =  «0  '—i^ ; ■ 

2/)„         1  -F  a/ 

On  a  donc 

,        Pi  +  Pi         1 
Pi  —  Pi  =  ha„g 


2/3„         1  +  xl 

En  remplaçant  les  grandeurs  par  leurs  valeur*  numériques,  on  peut,  sans  logarithmes,  tirer  de  cette 
équation  la  valeur  de  —  et  l'on  retrouve  exactement,  avec  le  même  nombre  de  décimales, 

P2 

^  ^  1,0356. 

P2 


Chimie. 

1324.—  Un  mélanfje  de  chlorure,  bromure  el  iodure  de  potassium  secs  pèse  Bf^STo.  On  demande  la 
composition  de  ce  mélange  étant  donnés  les  résultats  suivants  : 

On  dissout  ce  mélange  dans  l'eau  et  on  partage  celte  dissolution  en  deux  parties  égales  k  et  B.  Dans 
la  partie  X  on  verse  de  l'azotale  d'argent  jusqu'à  précipitation  complète.  Le  précipité  recueilli  et  desséché 
pMeo6%2075. 

On  chauffe  la  partie  B  avec  de  l'eau  de  brome  et  on  continue  l'ébullition  jusqu'à  ce  que  l'ejccès  de  brome 
ail  disparu  ;  on  précipite  par  l'azotate  d'argent  la  liqueur  ainsi  obtenue  et  on  recueille  le  précipité  dont  le 
poids  est  4K'',  9725. 

Soient  x,  y  et  ;  les  poids  respectifs  du  chlorure,  du  bromure  et  de  l'iodure  de  potassium.  On  aura 
d'abord 

(I)  x^y-hz  =6,210. 

Dans  la  première  opération,  l'a/.olate  d'argent  précipite  les  trois  sels,  et  des  poids  de  ces  sels,  égaux 
respectivement  à  leurs  jiuids  moléculaires  74,5,  11!)  et  16(i,  produisent  des  poids  de  chlorure,  bromure 
el  iodure  d'argent  égaux  respectivement  aux  poids  moléculaires  143,5,  188  et  235.  On  aura  donc,  en 
tenant  compte  de  ce  ipie  la  moitié  seulement  du  mélange  primitif  a  été  employé, 

X         143,5         V         188         :         235        ^  „..^ 

Dans  la  deuxième  opération,  l'eau  de  brome  décompose  l'iodure  de  potassium  pour  le  transformer 
en  bromure  suivant  l'équation 

Br+  M  =  KBr4-  I. 

;  :         119 

Un   poids  HM  d'iodure  est   ainsi    remplacé   par  119   de    bromure,    un  poids—   par     ^X-r^ 

(jui  s'ajoute  au  poids  ^-  exislaiil  déjii  pour  donner  un  précipité  de  bromure  d'argent  pesant 


/y        _z_        119\    m 
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On  a  donc 

X         143,3         V         J88         :         188 

En  retranchant  (3)  de  (1),  on  trouve  d'abord 

;  =  1,60, 
puis  en  portant  cette  valeur  dans  les  deux  autres  équations,  on  trouve 

y  -  2.38,  X  =  2,233. 

M.  LAURENCE. 

Remahoue.  —  Les  poids  d'iodure,  de  bromure  et  de  chlorure  représentent  respectivement  1,  2  et  3 
centièmes  de  molécule.  On  aurait  un  peu  simplifié  les  calculs  en  prenant  ces  fractions  de  molécules  pour 
inconnues. 

Si  l'on  verse  à  froid  de  l'eau  de  brome  en  excès  sur  de  l'iodure  de  potassium,  celui-ci  est  tranformé 
eniodateet  le  brome  passe  à  l'état  d'acide  bromhydrique.  Cette  circonstance  pouvait  induire  les  can- 
didats en  erreur  ;  il  faut  savoir  qu  à  l'ébuliition  l'acide  bromhydrique  réagit  sur  l'iodate  en  éliminant 
peu  à  peu  l'iode  et  produisant  linalement  un  bromure. 

M.  CoTTY,  dans  la  solution  qu'il  a  envoyée,  a  oublié  le  bromure  qui  résulte  ainsi  de  la  transformation 
de  l'iodure. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


1383.—  On  considère  la  courbe  ayant  pour  équation  {x^ -h  y^)^  =  2a-(x^  —  y-)  et  on  demande  de 
con.stniire  cette  courbe,  de  déterminer  le  point  où  la  tangente  est  parallèle  à  Ox  et  la  moitié  de  l'aire  de  la 
boucle  de  droite.  Déterminer  a  de  façon  que  cette  portion  d'aire  soit  égale  à  aoOmq. 

Cela  posé,  on  considère  un  mobile  M  qui  parcourt  l'arc  correspondant  depui.s  le  sommet  de  la  courbe 
jusqu'au  point  double  0,  avec  une  vitesse  aréolaire  constante  et  qui  mette  un  jour  solaire  moyen  k  parcourir 
cet  arc.  Trouver  les  coordonnées  polaires  du  point   M  au  bout  du  temps  t. 

Calculer  la  vitesse,  l'accélération  en  partant  de  l'équation  des  forces  vives,  et  l'accélération  tangentielle. 
Comment  aurait-on  l'accélération  normale  et  le  rayon  de  courbure? 
Trouver  tous  les  résultats  numériques  qui  correspondent  à  (  =  lO/i. 

E.  H . 

1384.  —  1"  Former  l'équation  de  la  trajectoire  d'un  point  mobile  M  qui  possède  une  accélération 
constante  parallèle  k  la  direction  y  —  mx,  qui  passe  à  l'origine  avec  une  vitesse  dirigée  suivant  la  droite 
y  =  X    et  qui  passe  enfin  par  un  point  donné  B(0,  b)  de  l'axe  des  y. 

20  Dans  l'hypothèse    m  —  2,    déterminer  l'axe,  la  tangente  au  sommet  et  le  paramètre  de  cette  trajectoire: 
30  m  étant  quelconque,  on  appelle   yj  et   </   les  projections  sur    Ox  delà  vitesse  k  l'origine  et  de  l'accé- 
lération du  point  M.    Déterminer  ces  deux  quantités  de  façon  que  la  vitesse  au  point  A,  autre  que  l'origine,  oii 
le  mobile  rencontre   Ox,    soit  représentée  par  un  vecteur  AT  limité  en  T  k  l'axe  des  y. 

4°  Trouver  le  lieu  de  l'extréuiité  du  vecteur  équipollent  k   AT   mené  par  l'origine,  quand  m    varie. 

J.   De.meu.wnck. 

1385.  —  On  considère  un  paraboloïdc  de  révolution  et  un  plan  P. 

1°  Former  l'équation  générale  des  quadriques  qui  contiennent  la  section  faite  dans  le  paraboloide  par  le 
plan  P  et  qui  louchent  ce  paraboloïde  en  son  sommet.  Trouver  leurs  plans  cycliques  et  l'enveloppe  des 
diamètres  conjugués  de  les  plans. 

2"  Trouver  l'équation  générale  des  sphères  inscrites  dans  le  paraboloïde  et  le  lieu  des  pôles  du  plan  fixe  P 
par  rapport  à  ces  sphères. 

3"  Trouver  le  lieu  des  cercles  d'intersection  du  conc  circonscrit  au  paraboloïde  le  long  du  parallèle  de 
contact  de  chacune  de  ces  sphères  avec  les  plans  tangents  k  cette  sphère  et  perpendiculaires  à  l'axe  du  para- 
boloïde. 

Voir  ce  qui  arrive  quand  on  prend  pour  pian  P  un  plan  langent  au  paraboloïde  et  faisant  avec  l'axe  un 
angle  de  45°.  E.  H. 

♦ 
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pour  l'admission  à  l'École  polytechnique. 


BIELLE    MOTRICE 


Bielle  motrice  d'une  locomotive  de  chemin  de  fer  à  voie  de  1'". 


J.  Bordier,  Del. 


DéSnition.  —  l.a  hiellr,  est  un  organe  servant  ii 
transformer,  à  laide  d'une  manivelle,  un  mouvement 
rectiligiie  en  im  moiivenicnt  circulaire. 

Le  dessin  représente  celle  des  extrémités  {la  téii) 
qui  s'artifulc  avec  la  manivelle. 

Description.  -  i'  CC,  coussitiei  l'orme  de  deux 
roi/nilles  en  bronze,  entre  lesquelles  tourne  le  bouloK 
de  la  manivelle. 

2°  DD',  fourclictte  ouverte  (en  t'er),  composée  dr 
deux  branches  destinées  à  loj,'er  le  coussinet. 

l'n  fiodri  (frnisscur  ('■  (carre  en  plan),  faisant  corps 
avec  ia  branche  supérieure  l>  de  la  fourchette,  ren- 
ferme un  lubi-éliant  (huile  ou  (,'raisse;  qui  vient  se 
déverser  dans  le  coussinet  par  un  trou  ménagé  à  cd 
effet;  ce  lubri''liant  s'écoule  dans  quatre  rainures 
curvilignes  E  (dont  l'ensemble  est  appelé  araignée)  et 
vient  se  répandre  sur  la  surface  du  bouton. 

Une  mèche  de  colon  (non  (igurée  sur  le  croquis), 
occupe  le  petit  conduit  \erlical  ;  seul  extrémité  --e 
retourne  et  baigne,  en  (i.  clans  l'huile  qu'elle  aspiic 
par  capillarité  et  qu'elle  laisse  égoulter  par  le  conduit 
vertical . 


3°  P,  plaque  de  pression  (en  fer),  sorte  de  bague 
quadrangulaire  maintenant  l'iu-artemenl  des  deux 
branches  de  la  fourchette  et  permettant,  par  l'intermé- 
diaire d'une  c/ac<;(/f  K,  le  seri'age  des  coussinets. 

4°  M,  Écrou  de  sùreié,  maintenant  la  clavette  en 
position  malgré  les  trépidations  de  l'organe.  Il  prend 
son  point  d'appui  sur  une  plaqiu>  latérale  L  (v.  coupe). 

Exécution  du  dessin.  —  Cadre  de  2'i0°"°  X  200-". 
Les  mesures  sont  données  en  millimètres.  On  les 
réduira  sur  le  dessin  à  l'échelle  de  O^.GO  par  mètre. 

Dessiner  l'échelle  de  réduction  à  l'intérieur  du  cadre, 
avec  la  conirc-échelle  pour  apprécier  les  fractions. 

Esquisse  au  craijon.  —  (Voir  page  128). 

Trait  à  l'encre.  —  (Id.). 

Lnvis.  —  Les  hachures  de  fer  1',  de  bronze  C,  en 
coupe,  seront  remplacées  par  la  teinti'  plate  conven- 
tionnelle. 

l.a  partie  indiqiu'e  0  sur  la  coupe  (ombre  du 
cvlindre  creux)  sera  lavée  en  couleur,  à  l'effet,  à 
teintes  plates  ou  à  teintes  fondues,  à  volonté. 

Titres.    —  Kacultalifs.  (Voir  page  128). 
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DEUXIEME   PARTIE 


ECOLE  CENTRALE  {Concours  de   1904) 


Physique  et  Chimie. 

1328.  —  Une  enveloppe  /liermoméirique.  pleine  d'air  à  la  pression  p,  est  formée  d'une  sphère  de 
rayon   II  l'eliée  par  un  tube  étroit  de  rayon  r  et  de  longueur  l  à  un  entonnoir  cylindrique  de  diamètre  d. 

Donner  la  formule  yui  fait  connaître  le  volume  x  de  mercure  qu'il  faut  verser  dans  cet  appareil  pour 
que  ce  liquide,  comprimant  l'air  au-dessous  de  l'entonnoir,  puisse  couler  dans  le  réservoir  sphérique  elle 
remplir  à  moitié. 

On  admettra  que  le  tube  est  assez  étroit  pour  que  l'air  ne  puisse  sortir  ;  le  mercure  le  remplit  entière- 
ment etne  forme  pas  de  goutte  à  sa  partie  inférieure.  Il  n'y  a  pas  de  variation  de  température. 
Application  numérique  :     p  =  76*^'", 0,  r  =  0<^'".l, 

Il  =    2f'",5,  d  =  2<^m^o, 

L'air  (jui  occupait  d'abord  la  sphère  et  le  tube  à  la  pression  p  n'occupe  plus  ensuite  que  la  moitié 
de  la  sphère  à  une  pression  p'  donnée  par  la  loi  de  Mariotte  : 

T       ''  "  (y^   ^"^  9^'  doù  p  =   — p. 

Cette  pression  sera  équilibrée  par  le  mercure  et  par  la  pression  atmosphérique  p  agissant  au-dessus 
du  liquide.  La  hauteur  du  mercure  au-dessus  do  la  sphère  sera  donc  p'  —  p,  et  au-dessus  du  tube 
p'  —  p  —  /,     c'est-à-dire 

4R^-H3r-/  ,        2R'-h3(-/ 

r- »  —  p  —  /  =    p  —  / . 

1>R3  /  /  c^|l3  / 

Le  volume  total  du  mercure  qui  remplit  la  moitié  de  la  sphère,  le  lubo  et  une  partie  de  l'entonnoir 
sera  donné  par  la  formule 

rf-  ,  ,       3/' 


V  =  — ,tH3  +  -,.-V_^-. 


Avec  les  données  numériques,  on  trouve 

V  =  •it(10,4 -1-0,23-+- SI  -+-1,824)  =  199''-,'t. 


M.  L.\URENGE. 


1329.  —  1"  Un  attaque  Iv' de  fer  pur  par  un  grand  excès  d'acide  snlfurique  froid  et  étendu  {au 
sixième).  On  opère  à  l'abri  de  l'air,  h'crire  la  réaction  et  dire  (/ttrt  est  le  composé  formé  en  dissolidion  dans 
In  liqueur.  En  calculer  le  poids. 

2"  Cette  liqueur  qui  contient,  outre  le  sel  formé,  un  excès  d'acide  sulfurique,  est  agitée  avec  un  litre  de 
chlore  mesuré  dans  les  conditions  normales.  Que  se  passe-t-il  ?  h'crire  la  réaction.  Quand  l'nctiun  du  chlore 
est  terminée,  dire  s'il  reste  encore  une  certaine  quantité  du  sel  formé  dans  ta  première  opération,  k'n  ce  cas, 
culcukr  celle  quantité. 

3"  Dans  la  liqueur  qui  vient  d'être  soumise  à  l'action  du  chlore  et  qui  contient  encore  un  grand  excès 
d'acide  sulfurique  étendu  en  plus  des  sels  de  fer,  on  verse  la  solution  étendue  et  froide  de  2*-'',llu  de  perman- 
ganate de  potassium  {MnO''K).  Dire  ce  qui  se  passe;  écrire  la  réaction,  /{eslc-t-il  du  })er>nang,inale  quand 
la  réaction  est  terminée  ?  En  ce  cas,  calculer  le  poids  du  permanganate  restant. 
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4°  Enfin,  on  demande  quel  volume  de  chlore  il  faudrait  employer  dani  la  deuxième  expérience  pour 
que  le  permanganate  ajouté  ensuite  rente  inattaqué. 

On  admettra  que  la  température  reste  assez  basse  pour  que  le  permanganate  ne  réagisse  pas  sur  l'acide 
sulfurique.  Chaque  candidat  reçoit  un  tableau  des  poids  atomiques. 

1»  L'acide  sulfurique  est  décomposé  parle  fer  avec  dégagement  d'hydrogène  et  formation  de  sulfate 
ferreux  suivant  l'équation 

SO'H--f-Fe  =SO'FeH-H^ 
Avec  36?''  de  fer,  on  produit  ainsi  I5i^^  de  sulfate  ;  1-''  de  métal  produiront  19^  de  sel . 
2^  Le  chlore,  en  présence  de  l'eau  et  d'un  excès  d'acide  sulfurique.  transforme  le  sulfate  ferreux 
en  sulfate  ferrique  : 

2S0'Fe  -+-  C1-+  SO*H-  =  (S0')'Fe5  --  2HC1. 

Cette  équation  nous  montre  que  11'"', 2  de  chlore  transforment  loâ?''  de  sulfate;  1  litre  transforme 

i52 

. .  -.    =  13?'',  o7:     il  restera  donc      19 —  13,37  =  oS'',43     de  sulfate  ferreux. 

11,3 

3"  Le  permanganate  de  potassium,  en  présence  de  l'acide  sulfurique,  transforme  le  sulfate  ferreux 
en  sulfate  ferrique,  et  donne  en  même  temps  du  sulfate  de  manganèse  et  du  sulfate  acide  de  potasse 
suivant  l'équation  : 

2.'tfnO'K^lOSO-Fe-i-9SO'H-  =  o(SO*)'Fe- +  2  S0'KH-+-2S0*.Mn-+- 8H-0. 

Elle  nous  montre  que  la  transformation  de  760?'"  de  sulfate  ferreux  consomme  138?''  de  permanga- 

3  43 
nate.  Donc  3k'",43  de  sulfate  détruiront -^^— X  lo8  =  1,128    de  permanganate,  et  le  poids  de  perman- 
ganate restant  sera    2,113  — 1,128  =  0,987. 

4«  Pour  que  le  permanganate  restât  inattaqué,  il  faudrait  qu'il  n'y  eût  plus  de  sulfate  ferreux  après 
la  seconde  opération.   Or,  pour  oxyder  19?'  de  sulfate  ferreux,  il  faudrait  un  volume  de  chlore  égal  à 


11,2 


M. LAURENCE. 


Trigonométrie. 

Problème. 

1331.  —  Dans  un  triangle  ABC  oh  donne  le  côté  c,  l'angle  C  opposé  à  ce  côté  et  la  différence  des 
carrés  des  deux  autres  côtés     a-  —  h-  =  -j.'. 

1°  Exprimer  la  tangente  de  l'angle  B  en  fonction  des  données. 
2"  Donner  les  conditions  de  possibilité  du  triangle. 
3"  Construire  la  solution  répondant  ii 

r  =  3<:"\o,  C  =1  .30«.  ^i'  =  6c'ni. 

1°  Partons  de  la  relation 

h-  =  c-  -1-  a'  —  2ca  cos  B, 
d'oîi 

a-  —  6-  -(-  c-  —  2ea  cos  B  =  0. 

T.        1  «1.,  .,  ,  ,  ^  .,  „      ,  e  sin  B 

Remplaçons     a- — 6-     par  ,^-,  a  par  sa  valeur     6  cos  t -+- c  cos  B     et  enfin  b  par 


sin  C 
aurons  successivement 

,u2  -H  c-  —  2c  cos  B(6  cos  C  h-  o  cos  B)  =  0 
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ou 

p2  +  c-  —  Ic^  cos  B(sin  B  cotg  C  -+■  cos  B)  =  0 
ou  encore 

([i-  H-  e-)(cos-  B  -+-  sin-  B)  —  %-  cos  B(sin  B  cotg  C  -+-  cos  B)  =  0. 

On  en  déduit  l'équation  en  tgB  : 

/■(tgB)  =  (|x-  +  c'^)  tg^B— 2c2  cotgCtgB  +  ,u=— c^  =  0, 
d'où 


n  _    C-  cotgCdb  v'c*  cotg-C  —  (n*  —  c*) 

"  |Ji-  H-  c^ 


.    „  _   c^  cos  C  ±  v'c*  — ^  u*  sin*  G 
°  (;j.^-+-c-)  sinC 

2°  On  trouve  pour  tgB  deux  valeurs  qui  seront  réelles  pourvu  que 

ri 


sin  G 

A  une  valeur  réelle  pour   tgB   correspond  pour  B  un  angle  compris  entre  0  et  180".  Il  faut  et  il 
suffit,  pour  que  cet  angle  convienne,  que  la  valeur  correspondante  de  A 

A  =  180°  — (B-+-G) 
soit  comprise  entre  0  et  180°.  Il  faudra  donc  que  l'on  ait 

B<  180°  — C. 
Distinguons  deux  cas  suivant  que  langle  donné  C  est  obtus  ou  aigu. 

1°  C  obtus.      180»  —  C     est  un  angle  aigu  ;  la  condition  imposée  à  B  équivaut  à 

0<tgB<-lgG. 
Or,  on  a 

/•(-tgG)=(|.^+fO(l-Mg-^C). 

Si     0  ■<  [j.- ■<  e-,     /"(O)  <  0,     /■( — tg  C)  >  0,     l'équation  a  une  racine  et  une  seule  entre  0  et    — tgC; 
c'est  la  racine  positive 

r.  _    c- cos  C -H  v'f*  —  (x'siirC 


('j.-  -t-  c'-)  sin  C 
et  le  problème  n'admet  qu'une  solution. 

Pour    c-  <;!■'<     .       1     on  a    /"(O)  >  0,     /(— tgG)>0;     la  demi-somme  des  racines    — : — 2__ 
est  négative,  les  deux  racines  sont  négatives  et  ne  peuvent  convenir  :  le  problème  n'est  pas  possible. 

2°  G  aigu.      180"— C     est  un  angle  obtus  ;  pour  que  l'angle  B  soit  compris  entre  0  et     180"— C, 
il  faut  que  l'on  ait 

0  <  Ig  B  <  -t-  oc 
ou  bien 

-oo<tgB<-tgG: 

autrement  dit,  IgB  doit  être  extérieur;!  l'intervalle     —  IgC,    0. 
Or 

/■(-oc)-+^, 

/•(-tgC)  =  (i.^  +  e-^){l-Mg'^C), 
m  =  ;.'  -  c\ 
/\-+-oc)  =  4-  oc. 
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Pour    0<ii^'<ic-,     on  a  une  racine  entre     — tgC     et  0.  qui  est  à  rejeter:  l'autre  entre  0  et 
qui  convient.  Le  problème  a  encore  une  solution. 


Au  contraire,  pour    c-  <  n^  ■< 


.      ■>    f(0)  est  positif  ;  la  derai-soname  des  racines  est  positive  : 
sin  C 

les  deux  racines  sont  comprises  entre  0  et     -hoc,     elles  sont  acceptables  et  le  problème  admet  deux 

solutions. 

En  résumé  : 

Pour    0-<  :^"<  c-,    le  problème  admet  une  solution  ; 


Pour    c-  <  a-  < 


sinC 


il  admet  deux  solutions  si  l'angle  C  est  aigu 


et  0  solution  si  l'angle  C  est  obtus; 

c' 
enfin  il  n'est  jamais  possible  pour  u-  >  — — —  ■ 

sm  C 

Ces  résultats  sont  faciles  à  vériûer  géométriquement.  Soit  un  triangle  ABC;  I  le  milieu  du  cùté 
.\B,  H  la  projection  du  sommet  C  sur  ce  cùté  :  on  a 

CÂ'  — Cb'  =  2ÂB.ÎH. 


On  en  déduit,  dans  l'hypothèse 


(C  aigo) 


fr-  =  ^\ 
ÏH  = 


2c 


(C  obtus) 


Cette  ésralité  délinit  la  position  du  point  H.  Le  sommet  C  doit  donc  se  trouver  à  l'intersection  d'un 
segment  de  cercle  capable  de  l'angle  C  décrit  sur  AB  comme  corde  avec  la  perpendiculaire  menée  à 
AB  par  le  point  H. 

On  voit  sur  la  figure  que  tant  que  H  tombe  entre  I  et  .A  (}i-<c^)  le  problème  admet  une  solu- 
tion et  une  seule.  Pour  ;jt->-  '■-,  le  point  H  tombe  sur  le  prolongement  de  LA,  le  problème  n'est  plus 
possible  si  l'angle  C  est  obtus  :  il  est  encore  possible,  l'anirle  C  étant  aigu,  si  le   point  H  tombe  entre 

A  et  K    (  c' <  u- <  — : — —  ),   et  il  admet  alors  deux  solutions. 
\  sm  G  / 

3^  .Avec  les  données  numériques  (en  centimètres) 


3,0, 


L^  =  6, 


on  aura     HI  =  -=-  =  0,857       <  —  =  1,75.     Le  problème  n'admettra  qu'une  solution.  (Voir  la  figure. 
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En  calculant  tgB,  on  trouve  tgB  =  2,5  environ.  On  en 
peut  déduire  aumoj'en  delarègle  à  calcul  B  =  90°  —  22°  =  68° 
environ.  La  construction  graphique  donne  le  même  résultat. 
Pour  construire  un  segment  capable  de  l'angle  C.  =  30°,  sur 
AB  comme  base,  il  a  suffi  de  construire  le  triangle  équilaté- 
ral  OAB  de  côté    AB  =  3':ni,5. 


P.  L. 


Bonne  solution  iIp  M.  Haag. 


C.\LCL'L. 

1332.  —  Calculer  le  plus  petit  des  angles  positifs  qui  satisfont  à  l'équation 

Va.  COS  a 


a  =  131°49'2o'-,17, 


cotgo;  .    „ 

smoa.tgp 

^  =  36°43'lo  ,6,  fl  =  —0.08561748. 


L'équation  donnée  peut  s'écrire 


Posons 


cot?  x  =  — 


coter  o  = 


V  — a  C0S(-  —  a) 

sint4-  — 5a).tg3  ■ 

V—  a  COS  [t.  —  a) 
sin(4:T-5a).tg^'. 
s  étant  un  angle  compris  entre  0  et  90».  Le  calcul  donne 

log  cotg  o  =  i,6S4i800, 
d'où  =  =  65°43''28",04. 

L'équation  à  résoudre  est  la  suivante 

cotg  X  =  —  cotg  ç  =  cotg  ( —  o). 


d'où 


X  =  ^-.ISO»— ç. 
La  plus  petite  valeur  positive  correspond  à     A  =  1  ;    c'est 

X  =  180°  —  65'>43'28",04  =  H4°16'31",96. 
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P.  L 


1306.  —  />'««  point  quelconque  du  plan  d'une  ellipse  {axes'ia    et  ib)  on  abaisse  les  quatre  normales 
sur  l'ellipse  dont  les  pieds  ont  pour  coordonnées  (xi,  J/il ...  (ar„  y^). 

Montrer  que  :fj.^  ^  :=  const. 
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Les  pieds  des  quatre  normales  abaissées  du  point   M(a,  S)    sur  l'ellipse      ~^r-^-^, 1=0     sont 

a-         0- 

à  l'intersection  de  cette  courbe  et  de  l'hyperbole  d'Apollonius     c-xy -^b^'^x —a-ny —Q.     En  éliminant 

successivement  y   q\.  x  entre  ces  deux  équations,  on  obtiendra  les  équations  aux  abscisses  et  aux 

ordonnées  des  quatre  pieds  : 

c'a;'  —  2a-c-ax^  -+-  (a-'a-  +  6-^-  —  c')a-.r-  +  2a'c-ax  —  a^ar  =  0, 

c'y'  +  Ikh-'^if  -H  (aV  -H  b-?>'  —  à)b-y-  —  26'c-?i/  —  ô^^^  =  0. 
On  a  donc 


<,  «^ 

■(a^î 

c^  +  ô^p^  - 

-à) 

C 

.6^1 

à-é 

'-Hô^p-- 

c') 

c' 

i^î/r 

2(c'  +  c'\ 

1 

Sa;:  =  (Sx,)-— 2I.r,i;/..  = 


et  par  suite 

Siv  vy2    ^   2(c 

a-  b-                   c* 

Remarque.  — Pour  tout  point  (x,,  y,)  de  l'ellipse,  on  a 

a-         02 
par  suite,  étant  donnés  p  points  quelconques  de  la  courbe,  on  a 


21-21=.^ 
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1319.  —  On  considère  une  ellipse  rapportée  à  ses  axes  cl  une  sécante  oariahle  M'M"  telle  que  les  coor- 

1111 

données  des  points  M'  et  M",  (.r',  i/')  et  (x",  ii")  satisfassent  à  la  relation     —-h — -  =  — -  h — - . 

x'         x'  y'         y" 

Trouver  le  lieu  du  pôle  de  la  droite  M'M"  par  rapport  à  l'ellipse.  Ce  lieu  est  une  courbe  du  .3"  degré 
que  l'on  demande  de  construire. 

Rapportons  l'ellipse  à  ses  axes  principaux  ;  désignons  par 

a-        ti- 
son équation  et  par  a,  ^  les  coordonnées  du  pùle  de   la  sécante  variable  M'M";  celle-ci  aura  dès  lors 
pour  équation 

a-          0- 
de  là,  nous  déduirons  la  valeur  de  y,      y  =  —  |  1 j ,     et  nous  porterons  cette  valeur  dans  l'équa- 
tion de  l'ellipse  pour  avoir  celle  qui  donne  les  abscisses  des  points  M'  et  M";  nous  trouverons  ainsi 

par  conséquent 


-!—^ x'  —  2é-ax  -H  o2(A-  -  f-)  =  0  ; 


1         1    _        262o( 

x'    '    x"  a-[b'  —  £2) 
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1  1 

Un  calcul  tout  à  fait  semblable  nous  fournira  la  valeur  de     -;t+  -tt' 


y'       y         è>-  — «^ 
1         1 
et,  en  égalant  les  deux   valeurs  trouvées   pour     —-)-— r 


et 


-5   nous  aurons  le  lieu  du 


i_ 

y'      y 

point  (a,  3) 

éVa'— a^)  =  a'S(6-^  — fi-). 

Le  lieu  de  ce  point  est  donc  une  cubique 
ayant  pour  équation 

(1)    6'x(x'-  —  a-)  —  a'y{y^—b-)  —  0. 

Cette  courbe  passe  aux  neuf  points 
de  rencontre  des  trois  droites 
x(x'  —  a'-]  =  0  avec  les  trois  droites 
i/(j/2  —  b-)  =  0;  en  outre,  ces  six  droi- 
tes fournissent  une  décomposition  en 
régions  du  plan  qui  est  évidente  et  qui, 
à  elle  seule,  indique  presque  d'une 
manière  suffisante  le  tracé  de  la  courbe. 
De  plus,  il  est  visible  que  la  courbe 
aune  asymptote  unique  et  qui  passe  à 
l'origine,  centre  commun  de  l'ellipse  et  de  la  courbe  ;  cette  asymptote  a  pour  équation 

X  ~  \a  / 

i 

en  faisant  i'hvpothèse  habituelle     /^  <  a,     (  -  )      est  plus  petit  que  —  et  cette  remarque  permet  de 

'  "^  \  a   '  Il 

placer  l'asymptote.  La  tangente  u  l'origine  a  pour  équation 

-=(-y 

X         \  a  J 


et,  comme 


celle  droite  est  aisée  à  tracer  aussi.  Dès  lors,  la  forme  de  la  courbe  est  évidente. 

J.  HAAG,  élève  à  l'École  normale  supérieure. 
Bonnes  solutions  :  M.M.  E.-N.  Barisib.n  ;  Dnallor  Lecbam  ;  G.  fétissitK,  à  Toulouse  ;  Bros,  à  Albi. 


MÉCANIQUE 


1300.—   Un  point  M  parcourt  la  parabole    y-  —  ipx  =  0.     Un  autie  point  mobile  M'  décvit  la 
parabole     y'  —  2(/jr  =  0     t/<"  telle  façon  que  sa  vitesse  soit  constamment  parallèle  à  celle  du  point  M. 
1'  Exprimer  les  coordonnées  du  point  M'  en  fonction  de  celles  du  point  M. 


MÉCANIQUE 


183 


2"  On  suppose  que  le  point  M  possède  à  chaque  instant  une  accélération  dont  la  projection  sur  0;/  est 
égale  à  celle  du  segment  MM'.  Former  les  équations  du  mouvement  de  M. 

A  l'époque  initiale,  le  point  M  est  à  l'origine  des  coordonnées  et  possède  une  vitesse  v„. 
On  suppose  p  et  q  positifs,  p  étant  plus  grand  que  q. 

1»  Si  l'on  appelle  m  le  coeflicient  angulaire  de  la  tangente  en  M,  l'équation  de  cette  droite  est 


et  les  coordonnées  du  point  de  contact  sont 


P 

977)2   '■ 


y  =  -^- 


Désignons  alors  par  a  et  ^  les  coordonnées  du  point  M,  par  a  et  â' 
celles  de  M'  et  par  m  le  coefficient  angulaire  de  la  direction  de  la  vitesse 
en  chacun  de  ces  points,  nous  aurons 


P 
2yn-  ' 

7 

2m- 


S  = 


P'  = 


P 


et,  par  suite, 


?     p 


Mais  ces  relations  sont  absolument  évidentes  si  l'on  s'appuie  sur  cette  propriété  classique  que  les 

deux    paraboles  sont  homothétiques  par    rapport  à   l'oriçrine    et    dans    le     rapport  —  - 

9 

2"  La  projection  de  MM'  sur  Oy  est    'fi'  —  S  =  — —<fi. 

D'après  l'hypothèse  faite,  nous  avons  donc 


et,  comme     q—p    est  négatif, 


d^ 
dt- 

£?_ 

dn 


en  désignant  toutefois  par  «'  la  constante  positive 


P 


L'intégrale  générale  de  cette  équation  différentielle  est 

?  =  A  cos  lot  -+■  B  sin  wt  ; 

d?  V 

or,  à    l'époque     t  =  Q,     ^  est  nal  et -^  est  égal  à   u„  ;   donc     A  =  0     et    B  =  --- ■     Par  conséquent. 


dt 


U  ^0      ■  . 

p  =  —  sinci)/, 


et 


2po 


Telles  sont  les  équations  du  mouvement  du  point  M. 
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La  première  montre  que  le  mouvement  de  la  projection  du  point  M  sur  Oy  est  un  mouvement 
vibratoire  simple  ayant  Torigine  pour  centre,  — -  pour  amplitude  et  pour  durée  totale  ^—  ■ 
La  seconde  peut  s'écrire 

Vf, 

ï  = -{i  —  cos2w<); 

ipio- 

sous  cette  forme,  elle  montre  que  le  mouvement  de  la  projection  sur  Ox  est  aussi  un  mouvement 

vibratoire  simple,  avant  pour  centre  le  point  d'abscisse  — ^i    pour  amplitude  — !—    et  pour  durée 

4pui'  ip<ji- 

tolale Il  s'effectue  donc  deux  vibrations  sur  Car  pendant  une  seule  sur  Oy. 

Le  mouvement  résultant  est  un  mouvement  oscillatoire  sur  la  parabole,  ayant  pour  centre  le 

2- 
sommet  0,  pour  durée  totale -^^  et  s'efTectuant  depuis  le  point  A  jusqu'au  point  B,  points  ayant  pour 

abscisse  commune  le  nombre  ^  °  „  • 
2/JU.2 

J.  HAAG. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


1386.  —  La  tangente  en  un  point  M  dune  ellipse  rencontre  les  axes  en  P  et  Q  et  les  parallèles  aux  axes 
menées  par  ces  points  se  renconlrcnl  en  li.  On  considère  la  droite  MR  et  la  droite  analogue  M'IV  qui  correspond 
à  l'extrémité  du  diamètre  conjugué  de  OM.  Trouver  et  construire  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  droites  MR 
et  MR'. 

E.-N.  Barisiem. 

1387.  —  La  droite  qui  joint  les  points  de  Frégier  correspondant  aux  extrémités  de  deux  diamètres  con- 
jugués d'une  ellipse  enveloppe  une  autre  ellipse. 

E.-N.  Bahisie.n. 

1388.  —  Un  point  M  se  meut  sur  la  parabole  if- —  ipx  =i  0  de  façon  que  l'hodograplie  du  mouvement 
soit  la  parabole  elle-même. 

Déterminer  les  lois  du  mouvement,  la  vitesse  et  l'accélération,  sachant  qu'à  l'époque  f  =  0  le  mobile  est 
à  l'extrémité  de  l'ordonnée  focale. 

Trouver  les  lieux  de  l'extrémité  du  vecteur  vitesse  et  du  vecteur  accélération. 
Trouver  le  lieu  de  la  projection  de  l'origine  sur  la  droite  de  support  de  l'accélération. 

E.  II. 
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NOTE  DE  GEOMETRIE 

par  M.  A.  Droz-Farny,  professeur  ii  Porrentruy  (Suisse). 


Dans  le  numéro  de  mars  de  la  lievue  de.  Mathématiques  spéciales,  M.  L.  Garnon  énonce  un  théorème 
qu'il  croit  ne  pas  avoir  été  remarqué  jusqu'ici  : 

Soit  Q  le  centre  d'un  cercle  bitangent  à  une  conique,  Q  étant  un  point  de  l'axe  non  focal;  la  polaire  de 
l'un  des  foyers  réels  F  par  rapport  à  ce  cercle,  la  droite  qui  joint  le  point  F  au  centre  Q  du  cercle,  la  corde 
de  contact  du  cercle  et  de  la  conique  se  coupent  en  uri  mèmi'  point  G  situé  sur  la  directrice  de  la  conique 
relative  au  foyer  F. 

11  y  a  une  dizaine  d'années  environ,  j'ai  communiqué,  à  plusieurs  collègues  et  amis,  une  proposition 
valable  pour  toutes  les  coniques  et  qui  depuis  a  été  reproduite  dans  quelques  revues  : 

Soit  Q  un  point  quelconque  dans  le  plan  d'une  conique,  F  un  de  ses  foyers  réels  et  A  la  directrice 
correspondante  ;  la  droite  QF  rencontre  A  en  un  point  G  qui  appartient  à  l'hyperl/ole  d'Apollonius  du 
point  Q. 

Le  regretté  M.  Duporcq,  à  qui  j'avais  communiqué  ce  théorème,  en  a  déduit  le  corollaire  évident 
qu'il  a  proposé  comme  exercice  dans  son  si  intéressant  ouvrage  :  Premiers  principes  de  yéométrie  mo- 
derne. 

La  droite  qui  joint  un  point  de  l'axe  non  focal  d'une  conique  à  un  foyer  coupe  la  directrice  correspon- 
dante  au  même  point  que  la  droite  qui  joint  les  pieds  des  normales  menées  du  point   considéré  à  la  conique. 

Enfin,  j'ai  proposé  dans  le  Matematictie  du  professeur  Alasia,  tome  2,  page  44,  la  question  n°  68  à 
résoudre,  qui  est  sous  une  autre  forme  le  théorème  même  de  M.  Garnon. 

D'un  point  Q  de  l'axe  non  focal  d'une  conique,  on  mène  le  rayon  qF  qui  coupe  la  directrice  corres- 
pondante au  foyer  V  en  un  point  G.  La  circonférence  décrite  de  Q  comme  centre  et  avec  un  rayon  égal  à 
^ûF.fiG  est  bilangenle  à  la  conique. 

Depuis  quelque  temps,  je  suis  parvenu  à  l'intéressante  généralisation  de  mon  premier  théorème  : 

Soit  sur   l'axe  focal  d'une  conique   le  point  A,  d'abscisse     x  =  ± ;    la  droite  Q\  rencontre  la 

c"~' 

droite  fixe     x—dz     ^_^^       en  un  point  de  l'hyperbole  d'Apollonius  de  ii. 

Ainsi  que  me  l'a  fait  remarquer  M.  H.  Brocard,  il  existe  une  propriété  analogue  pour  les  points  de 
l'axe  non  focal  : 

Soit  sur  cet  axe  le  point  A,  d'ordonnée     y  =  ± ;    qA  rencontre  la  droite  fixe     y  —  ziz 

en  un  point  de  l'hyperbole  d'Apollonius  du  point  Q. 

La  démonstration  soit  géométrique,  soit  analytique  de  ce  théorème  no  présente   aucune  difficulté. 
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NOTE  SUR  LE  CERCLE  DE  MANNHEIM     . 

par  J.-D.  Dufaut,  professeur  à  l'École  primaire  sup-rieure  de  Poitiers. 


Voici  une  démonstralion  très  simple  de  la  propriété  qui  fait  Tobjet  de 
la  note  parue  dans  la  Revue,  page  139. 

Soient  M  un  point  de  la  conique,  MT  et  MI  la  tangente  et  la  normale 
en  M,  I  et  T  les  points  où  ces  droites  coupent  l'axe  non  focal. 

Le  cercle  circonscrit  au  triangle  MFF'  passe  en  I,  puisque  MI  est  bis- 
sectrice de  l'angle  FMF'  et  que  l'axe  non  focal  est  perpendiculaire  sur  FF' en 
son  milieu.  Il  passe  aussi  en  T  puisque  l'angle  IMT  est  droit  :  ce  qui  dé- 
montre le  théorème. 


ÉCOLE     POLYTECHNIQUE    (Concours   de    1904,    suite.) 


Calcul  trujonomiHrique. 

1313.  —  l>ans  le  triangle  isocèle  ABC,  on  a  : 

b  =  c  =  35-,876,  a  =  ai^.SoS. 

On  demande  de  calculer  : 
1»  la  surface  du  triangle  ; 

2°  l'aire  du  secteur  circulaire  ABDG  dans  le  cercle  de  centre  A  et  de  rayon  AB  ; 

3°  In  volume  engendré  par  laréoolution  complète  du  secteur  ABDC  tournant  autour  de  son  axe  de  symé- 
trie AU. 

Soit  A  l'angle  BAC;  dans  le  triangle  rectangle  AIC,  on  a 

IC  =  ACsin  — 


La  surface  T  du  triangle  ABC  est  alors 

T  =  -i-i^sinA, 

et  la  surface  S  du  secteur  ABDC  est  donnée  par  la  formule 

^  =  -m" 

A  étant  exprimé  en  grades. 

Knfin  le  volume  V  engendré  par  la  révolution  du  secteur  ABDC  tournant  autourde  son  axe  AD  est 
égal  à  la  surface  de  la  calotte  engendrée  par  l'arc  BC  multipliée  par  le  tiers  du  rayon. 

(Ir,  l'aire  de  la  calotte  est  égale  à  2z4.ID  ou     i- h-f  i —cos-^j    ou  enfin     4-/,-sin«Y;    on  a  donc 

A 


V  = 


-b^  sin^ 
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Calculs  auxiliaires. 


Calcul  de  lugrt 
2485  39333  A  =  \1 

3  a 


logrt  =  1,39338 


Calcul  de  log  b 
3587  33473  A  =  12 

6  7 


logé  ==  1, 53480 


Calcul  de  A 
log  sin  —  =  log  a  —  log  b  —  log  2 

log  a  =  1^,39538 

—  log  6  =  2,44320 

—  log  2  =  1,69897  ^=18 

log  sin-—  =  1,33933 


1,33941 


22'    51' 


14 
12.6 

"TT 

4-  =  22%5178 
2 

A  =  45%03o6 


70 

8" 


Calcul  de  logsiD  A 


45%03'  1,81278 

36'  4 

log  sin  A  =  1,81282 


Calcul  de  log  A 
4303  65330 

36  3,6  A 

log  A  =  1,65356 


10 


Calcul  de  log  sin  — 
°         4 

—  =  11%23Î59 
4 

11S25'         1,24301  A  =  38 

8Û"  30,4 

9'  3,42 


log  sin—  =  1,24533 
4 


3141 


Calcul  de  log  - 

49707 
7 
1 


A  =  14 


log-  =  0,49713 


Calculs  définitifs. 


log  ï  =  2  log  b  - 

2  log  6  =  3,10960 

log  sin  A  =  1,81282 

—  log2  =  7,69897 


Calcul  de  T 

log  sin  A  ■ 


log  2 


logT 


2,62139 
62138 

1 


A  =  H 


4182 


418m<i,2i 


Calcul  de  S 

log  S  =  log  -  H-  2  log  6  H-  log  A  —  log  400 

log-  =  0,49713 

2  log  6  =  3,10960 

log  A  =  1,65356 

-log  400  =  3,39794 

log  S  =  2,63823 

65820  4352 


10 


433""i,23 


Calcul  de  V 
logV  =  log4-t-log--H31ogi  +  21ogsin^-log3 
log  4  =  0,60206 
log-  =  0,49713 
3  log  6  =  4,06440 

2  lug  sin  -^  =  5,49070 
4 

—  log  3  =  1,52288 


log  V  =  3,77719 
77714 


5986 


A  =  7 


3986«":,7 


Réponses. 
T  =  4l8™a,21 
S  =  433""i,23 
V  =  3986"'f,7 
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AGRÉGATION  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES  (Concours  de  190i.j 


Mathématiques  spéciales. 

1321.  —  On  donne  un  cylindre  défini  en  coordonnées  reclawjulaires  par  l'équation 

tji  _  <ipx  =  0 
el  un  plan  dont  l'équalion  esl 

z  —  by-^'/.,v—ay)  =  0. 

1"  Calculer  les  coordonnées  du  sommet  S  de  la  parabole  section  du  cylindre  par  le  plan.  Trouver  la 
courbe  C  lieu  géométrique  de  ce  sommet  quand  X  varie,  a  et  b  restant  fixes.  Montrer  que  cette  courbe 
possède  en  général  deux  points  doubles  el  peut  être  placée  sur  deux  cônes  du  troisième  ordre. 

2°  On  considère  la  courbe  particulière  C  obtenue  en  posant 

a=  l.  6  =  0. 

Quelles  sont  les  relations  qui  existent  entre  les  valeurs  de  X  qui  correspondent  aux  points  de  rencontre 
de  C  avec  un  plan  arbitraire  ? 

Discuter  la  réalité  des  points  de  rencontre  de  cette  courbe  avec  un  plan  osculaleur  quelconque. 

3°  Démontrer  que,  par  toute  droite  tangente  en  un  point  A  à  C,  on  peut  mener  trois  plans  qui  lui 
soient  tangents  chacun  en  un  point  autre  que  A;  réalité  de  ces  plans. 

Les  plans  bitangents  à  ta  courbe  G  se  partagent  en  deux  familles;  démontrer  que  les  plans  de  l'une  des 
familles  sont  tangents  au  cylindre  parabolique  el  ceux  de  l'autre  famille  tangents  à  une  surface  du  second 
ordre  dont  on  déterminera  le  genre. 

1.  Le  sommet  de  la  parabole  est  le  point  de  la  courbe  où  la  tangente  est  perpendiculaire  à  la  direc- 
tion asymptotique.  Celle-ci,  étant  définie  par  les  équations  y  —  0,  :  -+-  Ir  =  0,  a  pour  paramètres 
directeurs  1,  0,  — À. 

D'autre  part,  la  tangente  en  un  point  quelconque  (x,  y,  z)  a  pour  équations 
Yî/  —  p(X  -r  x)  =  0,  Z  -  b\  H-  ).(X  —  (jY)  =  0  ; 

les  paramètres  directeurs  de  cette  tangente  sont  donc 

y,  p,  et  p(A-i-Àa)  —  >.!/. 

Ecrivons  que  cette  droite  est  perpendiculaire  à  la  direction  asymptotique,  nous  avons 

y-l[p{b  +  Aa)-'ky]=.0 
OU 

^   ^   lp{la-^b) 


>■'  -h  1 

Telle  est  l'ordonnée  du  sommet.  Les  coordonnées  de  ce  point  sont  alors  définies  par  les  équations 

^pC'a  -H  b) 
(i)  t/«-2px  =  0,  z-hy-^l{x-ay)=:0,  y  =  J:i__L. 

On  en  tire  sans  difficulté 

pl\'>~a  -h  hy 

»/■(  ).a  H-  6) 

//A(JH-X»)(Xa-4-<>)' 

ce  sont  les  coordonnées  du  sommet. 
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Quand  ).  varie,  ce  point  décrit  une  courbe  unicursale  C  du  cinquième  degré. 

On  peut  aussi  considérer  la  courbe  C  comme  l'intersection  du  cylindre  parabolique  y- —  2px  =  0 
et  de  la  surface  S  dont  on  obtient  l'équation  en  éliminant  X  entre  les  deux  dernières  équations  (1)  ;  on 
trouve  ainsi 

(S)  (z  —  byny  —  ap)-hpb(:-by)(x  —  ay)-^y(x  —  ayf  =  0. 

Cette  équation  représente  une  surface  du  troisième  degré  qui  admet  comme  droite  double  la 
droite  A 

(A)  z  -  by  —  0,  x  —  ay  —  0, 

par  laquelle  passe  le  plan  de  la  parabole,  quel  que  soit  À. 

Il  en  résulte  que  les  points  de  rencontre  de  a  et  du  cylindre  parabolique  sont  des  points  doubles 
de  la  courbe  C. 

Ce  sont  d'une  part  l'origine  0,  et  d'autre  part  le  point  A  qui  a  pour  coordonnées  "ipa^  2pael2pab. 

On  peut  d'ailleurs  le  vérifier  directement  sur  les  équations  paramétriques  (2)  de  la  courbe  C. 

On  voit  d'abord  que  pour    X  =  0    et  pour    X= ,     les  trois  coordonnées  x,  y,  z    prennent  la 

valeur  zéro.  En  second  lieu,  en  écrivant  que  le  point   {x,y,  z)   coïncide  avec  le  point   A,    on  a  les 
équations 


pl(la  -f-  b) 
'i-nn  =  — , 


2(X-^-l-l)^ 
2po6 


X-^4-1 
7jX(2-i-X2)(/flH-i)- 


(3) 


2(X»+1)^' 

qui  sont  vérifiées  pour  les  deux  racines  de  l'équation  2n(X-  -i-  1)  =  X(Xa  +  b),  ou  aX-  —  Ib  +  2a  =  0. 
Dès  lors,  le  ciJne  qui  a  pour  sommet  le  point  0  et  pour  directrice  la  courbe  C  est  du  troisième 
ordre,  car  un  plan  quelconque  passant  par  le  point  0  rencontre  la  courbe  C  en  deux  points  confondus 
au  point  0  et  en  trois  autres  points.  Par  suite,  ce  plan  coupe  le  cône  suivant  trois  génératrices.  On  voit 
de  même  que  le  cône  de  sommet  A  et  de  directrice  G  est  aussi  du  troisième  ordre. 

Il  est  d'ailleurs  facile  de  former  les  équations  de  ces  cônes.  Pour  cela,  nous  définirons  la  courbe    G 
par  les  équations 

y-  —  'ipx  =  0, 

■  *.v)^?/  —  fp)  +  p*(-  —  h)(^  —  «y)  +  y{^  —  "i/)'  =  0- 

Cône  de  sommet  0.  —  Éliminons  la  variable  d'homogénéité  entre  ces  deux  équations,  nous  avons 
(:  _  /;y )^(^  j/  _  ^^  +  ^  (;  _  6y)(a,  _  ay)  +  y{x  -  ayy  =  0 
ou,  en  divisant  par  y, 

(;  —  by)\^2x  —  ay)  -+-  by{z  —  hy){x  —  ay)-\-  'ix[x  —  ay)-  —  0, 
c'est  l'équation  du  cône  de  sommet  0. 

Cône  de  sommet   A.  —  Transportons  l'origine  des  coordonnées  au   point   A,    les  équations  de   la 
courbe  G  deviennent 

y^  —  2p{x—2ay]  =  0, 
(;  —  hyy{y  +  ap)  -+- pb{z  —  by)(x  -  ay)  ■+■  {y-\-'ipa)(x  —  nijY-  =  0  ; 
puis,  éliminant  la  variable  d'homogénéité  entre  ces  deux  équations,  nous  obtenons 

ou,  en  divisant  par  y, 

(s  —  by)\2x  —  3ay]  -^by{z  —  by)(x  —  ay)  -h(x  —  ayf  =  0. 
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II  n'y  a  plus  maintenant  qu'à  revenir  au\  axes  primitifs  pour  obtenir  l'équation  du  cône  de  sommet  A. 
ISous  avons  ainsi 

{z—hyf{fx  —  3ay-i-^pri-)  +  h(y  —  ipa){z  —  by){x  —ay)-h2{x  —  ayy  =  0. 
2.  Dans  le  cas  particulier  considéré,  les  équations  paramétriques  de  la  courbe  C  sont 

X^  +  i' 

pi\r-  -H  2) 


(C)  y  = 


2(X^4-ir 

Un  plan  quelconque     ux  +  vy -'r  ivz  -v-hp  =  ù    rencontre  cette  courbe  en  cinq  points  dont  les  X 
sont  racines  de  l'équation 

f{l)  =  w)f  -1-  [u  -+-  2i'  -j-  2/!)X'  +  2k'X3  +  2(v  4-  2A)X-+  'ih  =  0. 
Entre  les  racines  de  cette  équation,  il  existe  deux  relations  indépendantes  de  h,  v,  w,  h  ;  ce  sont 
(4)  iXiX,  =  2,  iXiXoXjX*  =  0. 

Le  plan  sera  osculateur  au  point     X  =  ;,     si  l'équation  admet  t  pour  racine  triple.  En  désignant 
alors  par  X'  et  X"  les  deux  autres  racines,  les  relations  (4)  nous  donnent 

X'X"  +  3/(X'  +  X")  +  3<2  _2  =  0,  (X'  -(-  l")i  -+-  3X'X"  =  0. 

Nous  en  tirons 

3(3<^— 2)  .    ,        3<-  — 2  _ 


.l"^-"'"\     "' ,  X'X"  = 


8 
par  suite,  X'  et  X"  sont  racines  de  l'équation 

8A2-h3(3<=  — 2)Xh-  ;(3r-  —  2)  =  0. 
Ces  racines  sont  réelles  si  l'on  a 

(3<»  —  2)(o<>  -t- 18)  <  0, 

c'est-à-dire  si  t  est  compris  entre   —  y -^   et  -4-  y -^  • 

3.  Désignons  par  Me  X  du  point  A,  par  0  celui  du  second  point  de  contact  et  par  X'  celui  du  cin- 
quième point  d'intersection. 
Des  relations  (4)  on  déduit 

.g.  (    2X'(<  4-  6)  +  /^  +  4W  -+-  0-  —  2  =  0, 

I    2X'(/  -4-  6)  -(-  <e  =  0. 
En  éliminant  X'  entre  ces  deux  équations,  on  a 

{t  -+-  e)a'  +  3^9  +  92  —  2)  =  0. 
ce  qui  montre  qu'il  existe  deux  familles  de  plans  bitan^ents. 
I'remv)re  famille.  —     <4-9  =  0. 

I^es  X  des  deux  points  de  contact  A  et  A'  sont  égaux  et  de  signes  contraires  ;  par  suite,  ces  points 
sont  symétri(|ues  par  rapport  au  plan  des  i;/,  il  en  est  de  même  des  tangentes  en  ces  points  à  la 
courbe  C,  puisque  cette  courbe  est  symétrique  par  rapport  au  même  plan.  11  en  résulte  que  le  plan 
bitangent  considéré  est  tangent  au  cylindre  parabolique  y^  —  'ipx  =  0  le  long  de  la  génératrice  AA'. 
On  peut  encore  le  démontrer  autrement.  Si  /-+-0  =  O,  les  équations  (5)  donnent  pour  X'  une 
valeur  commune  infinie  ;  par  suite,  dans  l'équation 

fil)  =  îcX»  -+-  (u  -H  2u  -4-  2/i)X'  -H  2wX^  -+-  2(y  -h  2/i)X'-  -(-  2A  =  0 
le  coelTlcient  de  X''  doit  être  nul,  donc    ir  =  0. 
De  plus,  l'équation  devient  bicarrée 

f„  -f-  2u  +  2A)X*  H-  2(y  +  2/()X-i  +  2/i  =  0, 
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et  elle  doit  avoir  deux  racines  doubles,  donc 

(u  +  2/!)-  —  2/i(u  -+-  2l'  —  -2h)  =  0 
ou  0^  —  2Am  =  0. 

Les  coordonnées  du  plan  bitangent  doivent  donc  vérifier  les  deux  équations     ic  =0,     v- — ^hii^O; 
ce  sont  précisément  les  équations  tangentielies  du  cylindre  parabolique. 

Deuxième  famille.  —     r--r-3ifl  -h  t-  — 2  =  0. 

L'équation    fi}.)  =  0    doit  avoir  pour  racines  doubles  t  et  ^,  et  pour  racine  simple 


2(/  +  0)  ' 
on  aura  donc  l'idenlité 

f[})  =  ic{\—tY-(i—iiy-[i~y)  =  w[i'  —  {t  +  o)X-t-  <07(),  — À'). 

Posons      t-^'i  —  a;     la  relation      /--!-3rt-i-9-  —  2  =  0      peut  s'écrire      {t  +  nf  +  Ct  —  2  =  0; 

tf\  2  —  a^ 


elle  nous  donne     <6  =  2— a-,     et  par  suite    /.'  =  —  — 


'lit  —  0)  2-; 

L'idenlité  précédente  devient  donc 

fil)  =  uil'  _  a),  -+-  2  —  a-y-{  ).  +  '7""  ) . 

Écrivons  que  dans  les  deux  membres  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  À  sont  égaux;  nous 

avons 

oa-  —  2 

u  H-  2y  —  2/(  =    -  «• , 


(6)  {        2(.-^2A)  =  «.       i'''-^^)i^-'-'^), 


2h 


(a-'  —  2)3 


On  peut  tirer  de  ces  équations    — ?    —    et    —    en  fonction  de  a,  ce  qui  montre  que  le  plan  enve- 

^  «•  W  W  T  1  I 

loppe  une  surface  développable. 

Comme  la  relation  t^ -h  3i') -+- '>-  —  2  =  0  est  du  deuxième  degré  par  rapport  à  /  età  0,  par 
toute  tangente  à  la  courbe  C  passent  deux  plans  bitangents;  par  suite,  la  surface  développable  admet  la 
courbe  C  comme  ligne  double,  et  de  plus  ces  plans  bitangents  sont  tangents  à  une  quadrique. 

Cette  quadrique  est,  comme  la  courbe  C,  symétrique  par  rapport  au  plan  des  xy  ;  son  équation 
tangentielle  sera  de  la  forme 

Au'-  +  Bw>  -+-  Cw-  -^2Duv-r-  'iEuh  -^  2Fc/i  -^  G/r  =  0. 
Or,  les  fonctions 

U  =  M-H2i'+2/i,  V  =  2(w-t-2A),  \i^2k 

sont  indépendantes  par  rapport  à  u,  v,  h\  par  suite,  toute  forme  quadratique  en  w,  ;;,  h  peut  se  rem- 
placer par  une  forme  quadratique  en  U,  V,  H  ;  par  conséquent,  l'équation  tangentielle  de  toute  quadri- 
que symétrique  par  rapport  au  plan  des  xy  peut  s'écrire 

aU-  ■+-  ^V2  -H  yw'-  -+-  2oUV  -h2£UH  -t-  2oVH  +  iH-  =  0 . 
Remplaçons  dans  cette  équation  U,  Y,  H  par  leurs  valeurs  (6)  en  fonction  de  a,  et  écrivons  que  le 
premier  membre  est  identiquement  nul.  Nous  obtenons  les  équations 

3  =  0,  'y  =  0, 

op-f-2£  =  0, 
70.ï-+-25S4-32x  =  G, 
2oa  -^  2762  -1-  160o  -+-  144;  =  0, 
5a-i-S6?  — Y-f-34o-l-32:  =  G, 
» -h  163  4- 8o -H  8e  =  0. 
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Nous  en  lirons 

5  2  4  32 

2    '  3  '  3  '  3 

et  par  suite  l'équation  tangentielle  de  la  quadrique  est 

4U^  -1-  5V=  -  nie-  +  4UV  —  23UH  =  0 

ou 

(„  +  2t;  H-  ny-  -+-  5(v  -h  2/i)=  —  8«'-^  -t-  2(m  -t-  2u  +  U)[v  +  'ih)  —  2oh(v  -+-  2A1  =  0 

ou  enfin 

u-  +  I3i'-  —  8îr-  +  &UV  +  Suh  -t-  iovh  —  18/)'  =  0. 

Pour  reconnaître  la  nature  de  cette  quadrique,  nous  décomposerons  le  premier  membre  en  carrés  ; 

nous  obtenons  ainsi 

1    /  Ib  \'        9/17  14      ,-       625 

Cotte  quadrique  est  un  hyperboloide  à  une  nappe. 

PARROD,  à  Vesoul. 
Solutions  satisfaisantes  par  MM.  Bbos,  à  AIbi  ;  J.  Haag  ;  Gabriel  Pélissieb,  élève  au  lycée  de  Toulouse. 


GÉOMÉTRIE   ANALYTIQUE 


1325.  —  On  donne  une  ellipse  E  et  un  point  P  dans  son  plan. 

i°  Trouver  le  nombre  des  cercles  osculateurs  à  l'ellipse  et  tels  que  chacune  des  cordes  communes  à  ces 
cercles  et  à  l'ellipse  passe  par  P. 

2°  Trouver,  pour  chacune  des  positions  de  P,  combien  de  ces  cercles  sont  réels. 

3°  Démontrer  que  les  points  de  contact  de  l'ellipse  et  de  ces  cercles  sont  sur  un  même  cercle  C. 

4°  Enveloppe  V  des  cercles  C  quand  P  décrit  l'ellipse  donnée. 

5°  Jm  courbe  r  peut  être  considérée  comme  l'enveloppe  d'une  série  de  cercles  qui  coupent  orthogonale- 
ment  un  cercle  fixe  et  dont  les  centres  sont  sur  une  conique  fixe.  De  combien  de  mani'h-es  différentes  la 
courbe  r  est-elle  susceptible  de  ce  mode  de  génération  ? 

l.Soit  il  +  ^_i==o 

a-         b- 
l'équation  de  l'ellipse  rapportée  à  ses  axes  principaux  ;  désignons  par  M(x,»/)  un  point  de  celle  ellipse  et 
envisageons  le  cercle  osculateur  en  ce  point.  La  tangente  à  l'ellipse  en  ce  point 

a'  b^ 

est  l'une  des  sécantes  communes  à  l'ellipse  et  au  cercle  ;  l'autre  est  la  droite  menée  par  le  point  (x,  y), 
et  qui  fait  avec  Ox  le  même  angle  en  sens  contraire  ;  c'est  donc  la  droite 

En  exprimant  que  cette  droite  passe  au  point  P(i,  p)nous  aurons  un  nouveau  lieu  du  point  (r.  i/),  l'hy- 
perbole 

(«-a:;^-(?-y){-=0. 

Elle  coupe  l'ellipse  en  quatre  points;  il  y  a  donc  quatre  positions  du   point  M  qui  correspondent  au 
point  P. 
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2.  Lhyperbole  que  nous  venons  de  trouver  passe  à  l'origine  des  coordonnées  et  a  pour  asymp- 
totes des  parallèles  aux  diagonales  du  rectangle  construit  sur  les  axes.  La  branche  qui  passe  à  l'origine 
rencontre  toujours  l'ellipse  en  deux  points  réels  ;  parmi  les  points  M,  il  y  en  a  donc  toujours  au  moins 
deux  qui  sont  réels.  Pour  que  les  deux  autres  le  soient,  il  faut  et  il  suffit  que  l'équation  en  X  des  deux 
coniques  ait  ses  trois  racines  réelles.  Or,  si  nous  écrivons  ainsi  le  faisceau  formé  par  les  deux 
coniques 


\   n-  h-  II-  h-    I 


l'équation  en  ).  est 


b-  \  a-         b-         a-  h 

1     2).— 1         M^      2/-f-l         /-'i^     2X— I 


II-  II'  II-  «• 


=  0. 


2"/.'(6^a'^  —  o-^-)  —  /-(a-fi-  -+-  bV  —  4a^62)  —  a-b-  =  0. 

L'équation  aux  inverses  a  la  forme  réduite 

a'  -i-  pa  -)-  ç  =  0  ; 

par  conséquent,  la  condition  de  réalité  des  racines  est 

ip'  -h  nqi  <  0, 
ou  ici 

f  1)  {a'p  +  b'x'-  -  4rt^6-')^  -4-  <}.-a^b\bH-'  —  a^^ty-  <  0. 

Si  on  égale  le  premier  membre  de  cette  équation  à  0,  on  obtient  une  courbe  du  sixième  degré  qui  sépare 
le  plan  en  régions  telles  que  dans  les  unes  l'inégalité  soit  vérifiée  et  qu'elle  ne  le  soit  pas  dans  les 
autres. 

Mais  cette  courbe  sous  la  forme  précédente  n'est  pas  aisée  à  construire,  et,  dans  ce  but  il  vaut 
mieux  procéder  ainsi  :  appelons  :,  l'anomalie  excentrique  du  point  .M  et  mettons  l'équation  de  la  corde 
commune  à  l'ellipse  et  au  cercle  osculateur  sous  la  forme 

.    ces  o  .        sin  o 

[x  —  a  cos<s) '■ (1/  —  b  sm  ■i) — — ^  =  0  ; 

nous  aurons  à  trouver  l'enveloppe  de  cette  droite  quand  ç.  varie,  car  il  est  évident  que  la  séparative  est 

bien  cette  enveloppe  ;  en  écrivant  l'équation  ainsi 

a 
X  —  a  cos  = ;-  tï  =.(1/  —  b  sm  -i'  =  0, 

et  en  dérivant  par  rapport  à  o,  nous  aurons 

a  sino ; —  (y —  b  sin  s)  -h  n  sin  ^^  =  0, 

b  cos^  ï.  ^^  •  ' 

et,  par  suite, 

y  =  h  sin  ç(l  -j-  2  cos-  o)  ; 

portons  cette  valeur  dans  l'équation  de  la  droite,  nous  aurons 

X  =  n  cos=>(l-f-2sin^ç.)-, 

les  équations  paramétriques  de  la  séparative  sont  donc 

î   a-  =  a  cos  o(l  -h  2  sin^  o), 
(2) 

f  y  =  ft  sin  a(l  4-  2  cos-  o). 

Pour  construire  cette  courbe,  nous  remarquons  que  le  changement  de  o  en  —  a  laisse  a-  inva- 
riable et  change  simplement  y  de  signe,  puis  que  le  changement  de  o  en  -  — ?  laisse  y  invariable 
et  change  seulement  le  signe  de  x  :  cela  rend  manifeste  la  symétrie  de  la  courbe  par  rapport  aux  axes 

et  permet  de  restreindre  les  variations  de  o  à  l'intervalle    (0, 


)9i 
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Pour    0  =  0, 


pour 


pour 


y  =  0: 

y  =  hsli  : 


Voyons  maintenant  les  dérivées  i'   et  y'  :  nous  avons 

x'  =  —  a  sin  ç(l  -+■  2  sin-  o)  -t-  4a  sin  ts  cos-  o, 


ou 

de  niême 


x'  =  3a  sin  o(cos-  o  —  sin-  o)  ; 
y'  =  36  cos  o(cos-  *  —  sin^  o). 
Ceci  nous  numlre  que  les  deux  fonctions  sont  croissantes  depuis  0  jusqu'à     -^    et  décroissent 

ensuite     Le  point     &  =  —    est  donc  un  point  de  rebroussement  et  la  tangente  en  ce  point  a  pour 

coefflcient  ansulaire    —  ;    elle  coïncide  avec  la  première  diagonale  du  rectangle  construit  sur  les  axes. 
a 

Au  point    0=0,     la  tangente  est  verticale  ;  au  point     z,  =  -^,    la  tangente  est  horizontale.  La  courbe 

a  finalement  la  forme  ci-contre.  C'est  une 
projection  d'hypocycloïde  à  quatre  rebrous- 
sements. 

Elle  divise  le  plan  en  deux  régions  : 
dans  l'une  d'elles,  la  région  (1),  l'inégalité  (1) 
est  vériûée  ;  dans  l'autre,  la  région  (2),  elle 
ne  l'est  pas.  Si  donc  le  point  P  est  dans  la 
région  (1),  les  quatre  points  M  sont  réels;  si 
le  point  P  est  dans  la  région  Ci),  il  n'y  en  a 
que  deux  qui  sont  réels. 

3.  L'ellipse  et  l'hyperbole  trouvée  dans 
la  première  partie  ont  leurs  axes  parallèles  ; 
il  passe  donc  un  cercle  par  leur  intersection. 

et  son  équation  s'obtient  on  expiiiiiant  (|ue  les  coellicienls  des  carrés  dans  l'équation  de  la  conique 

du  faisceau  sont  égaux.  Ceci  donne 


puis 


1  +  2X 


2X 


i— 2X 

1?- 


a-  -h  b- 
En  |)Orlant  cette  valeur  de  2X  dans  l'équation  du  faisceau,  nous  obtenons  l'équation  du  cercle  (C). 


(C) 


2(.t-+  ty  ) —  -+-  -zr-  —o"-  —  *■  =  0. 


4.  Ouand  le  ])()int  (ï,  i)  décrit  l'ellipse  donnée,  on  peut  poser 

ï^rtcoso.  i  =  isino. 

et  l'équation  (C)  devient 

'■-r  r^U      .  ,       , , 

2(j-'  -t-  v)  • cos  i  H i-  sin  *  —  rt-  —  //-  =  0 

a  '  Il  ' 


coà  o j-  sin  5  =  2(x-  ■+■  y-)  —  a^  —  6* 
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Sous  cette  l'orme,  l'enveloppe  est  évidente  :  elle  a  pour  équation 

(3)  [2(x^+y^)_a^_/yj-^_c'(|^+^j  =0. 

C'est  une  ([uarlique  bicirculaire,  ayant  les  axes  de  coordonnées  pour  axes  de  symétrie.  Elle  se  compose 
de  deux  ovales,  l'un,  extérieur,  l'autre,  intérieur  au  cercle 

a-  +  b- 


qui  est  lui-même  intérieur  au  cercle  orthoptique  et  compris  entre  les  deux  cercles  doublement  tangents 
à  l'ellipse  en  ses  sommets. 

5.  Le  cercle  (C)  est  orthogonal  au  cercle  lixe 

^   +  ;/^  H ;;; —  0  ; 

son  centre  décrit  l'ellipse  16(rt-x--+-  b-y-)—  c'  =  0. 

Le  cercle  (C)  engendre  donc  une  des  séries  indiquées. 

Si  maintenant  on  remarque  que  l'équation  (3)  peut  s'écrire  aussi 

[2{x'2  ■+■  ifj  -f-  à-  H-  é-J-  =  a'^x'  -+-  b'^y'-, 

c'  C' 

en  posant  a'- =  — ^  4-8(«"+ i-)  et  h''—- \- S(n- -\- b^) , 

a-  b- 

on  voit  de  suite  que  cette  enveloppe  est  aussi  l'enveloppe  du  cercle  mobile 

(C)  2(x-  +  tj-)  +  a--\-b-  =  a'x  ces  o  -+-  b'ij  sin  <{. 

Or,  ce  cercle  est  orthogonal  au  cercle  lixe 

%v'-  -h  >fï  —  a-  —  b'^  =  0, 
déjà  signalé,  et  le  lieu  de  son  centre  est  l'ellipse 


y 

r  -^ 

Enfin,  on  peut  écrire  encore  ainsi  l'éiiuation  (3) 


ni^"i^^  =  '- 


f2(a--  +  T/-')  -  a^  -  «^  p  _  ^  =  fX 
a-  b' 

ou  hix'  +  r)  -  a'  -b'  -  — 1  r2(.T-  -f-  y^)  -  a—  /y=  +  —  1  =  i^  . 

Sous  cette  forme,  on  voit  aisément  que  la  courbe  (3)  est  l'enveloppe  du  faisceau  de  cercles 

l^Wx'  -(-  rf)-  ~-a^-  b^  +  -2X  ^^%x'  ^-  y^)  +  ^  _  a'  ~  b'-  =  0. 

Tous  ces  cercles  sont  orthogonaux  au  cercle  imaginaire     ^{x'^ -+-y-)  +  a'--\-b^ —(),      déjà  rencontré 
et  le  lieu  de  leurs  centres  est  l'ellipse     16(a-.t'+  //;/-)  :=  c'.     Nous  retrouvons  ainsi  les  cercles  (G';. 
Nous  les  retrouverions  encore  en  écrivant  l'équation  de  l'enveloppe  sous  la  forme 

[2ix^--^r)-rr-b^-y — ^  =  -^- 

Pour  trouver  directement  ces  résultats,  en  partant  de  l'équation  (3)  et  en  suivant  une  méthode  appli- 
cable à  toute  quartique  bicirculaire,  on  peut  procéder  de  la  fa(;on  suivante  :  désignons  par 

2(x-  +1/-)  —  a-  —  /*-  =:  U.V  +vy-i~  w 
l'équation  du  cercle  inconnu  et  posons     P  =  ua- -+- ui/ -+-  w;     les  points  de  rencontre  du  cercle  avec  la 
quartique  sont  sur  les  deux  coniques 

2(a;^^-.V^)-«^-6^-P^O  et  ^(^ -h  |J) -P-' =  0, 
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dès  lors,  le  cercle  sera  doublement  tangent  à  la  courbe  (3)  si,  pour  une  certaine  valeur  de  S,  l'équation 

-  -H  -^)  -  P^  +  S[2(a;^  -+-  y-)  —  a-  —  Ir  —  P]  =  0 

représente  une  droite  double.  Or,  ceci  exige  que  les  trois  dérivées  partielles  du  premier   membre  aient 
leurs  coellicients  proportionnels,  ou  bien  que  les  quatre  équations 


/Ar-t-^s'jSa.-  — 2Pw  —Su  =  0, 


(  -TT  -^  2S  12)/  —  2Py  —  8u  =  0, 


—  2Ph'  —  SP  —  &w  —  2S("-  +  Ir)  =  0, 
ux  -H  vij  -+-  w  —  P  =  0, 
dans  lesquelles  .r,  tj  et  P  désignent  les  inconnues,  se  réduisent  à  deux. 

Si  aucune  des  deux  premières  n'est  identiquement  nulle,  elles  donnent  x  et  ?/  en  fonction  de   P 
et,  en  portant  ces  valeurs  dans  les  deux  dernières,  on  a  deux  équations  en   P  qui  doivent  être  iden- 
tiques P(2;''  -r-  S)  -t-  Si  "'  -H  2(f('-  +  b-)\  =  0, 
tt-(2P  +  S)         «-(2P-1-S) 


2P  =  0. 


2S  -^  +  2S 


Ceci  donne                           2w  +  S  =  0,            S[w  +  2(a^-H  6')]  =  0, 
—i ' — -. 1=0. 

-^+28  -^  +  2S 

n-  h- 

Si  l'on  prend  S  =  0,  on  trouve  ;/•  =  0,  et  a-u- +  6^u'- =  c' ;  on  retombe  sur  la  série  de 
cercles  (Cj. 

Si  l'on  prend     S  =;=  0,     on  a  /c  =  —  2(a-  + 6-),  S  =  4(a= -i-é-),         et  on  retombe  sur  la 

série  (C). 

Il  reste  à  voir  maintenant  ce  qui  arrive  quand  l'une  des  deux  premières  équations  est  identique- 
ment   nulle,    par    exemple     <iuand       S  — ^-j     et      u=Q:      la  seconde    équation   donne   alors 

„  y(2P-i-S) 

2y  =  — ; — ,    et,  en  portant  cette  valeur  dans  les  deux  autres,  on  a 

b-        o- 

P(2/('  H-  S)  H-  S[("  -H  2(a-  -H  lr)\  =  0, 

(;-(2P  -+-  S) 


-+•2;/'— 2P  =  l). 


Ces  deux  équations  doivent  avoir  une  même  solution  en  P,  ce  ([ui  donne 

(2«'-|-S)/2«'+     _,  ^""  _.,    \  —  SI  »■  -)-  2(a-'  +  h-') i  /-^t"^ ^  \  =  0- 


b-'         a-    j  \    b'  a» 

Nous  trouvons  ainsi,  puisque  S  est  connu,     S  = <     la  relation  qui  doit  exister  entre  v  et  tv. 

"la' 

Les  cercles  de  ce  système  ont  leurs  centres  sur  Oi/;  ils  ne  répondent  pas  à  la  question,  au  moins  telle 

qu'elle  est  posée. 

liROS,  à  .\lbi. 
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Étude  géométrique. —  ^.  Soit  S  le  point  de  contact  d'un  des  cercles  oscillateurs  cherchéset  Stla  tangente 
à  l'ellipse  E  en  ce  point.  Les  droites  PS  et  St  sont  également  inclinées  snr  les  axes  de  E.  Le  point  S  se  trouve 
donc  à  l'intersection  de  E  et  d'une  conique  F  engendrée  de  la  façon  suivante  :  F  est  le  lieu  de  l'intersection 
des  rayons  homologues  de  deux  faisceaux  homographiques  de  sommets  P  et  oj  (w  étant  le  centre  de  E).  Au 
rayon  tuS  correspond  le  rayon  PS,  dont  la  direction  est  symétrique  par  rapport  aux  axes  de  la  direction  con- 
juguée de  loS  par  rapport  à  E.  (On  établit  sans  peine  la  correspondance  1,1  entre  ces  rayons.) 

Le  problème  admet  donc  quatre  solutions. 

Étudions  la  conique  F.  Ses  asymptotes  sont  parallèles  aux  diamètres  conjugués  égaux  de  E.  De  plus,  comme 
elle  passe  aux  points  P,  oj,  et  par  les  projections  de  P  sur  les  axes  de  E,  son  centre  est  le  milieu  Q  de  'vP. 

La  conique  F  est  alors  une  hyperbole  déterminée  par  ses  asymptotes  et  un  point. 

2.  Le  problème  admet  toujours  au  moins  deux  solutions  réelles,  puisque  F  passe  par  '■>  ;  les  deux  autres 
seront  réelles,  imaginaires  ou  confondues  suivant  que  la  branche  de  F  qui  passe  en  P  coupe  E  en  deux  points 
réels,  imaginaires  ou  confondus. 

Cherchons  la  séparatrice,  c'est-à-dire  le  lieu  des  points  P  pour  lesquels  cette  branche  touche  E.  Nous  allons 
cherc-her  le  lieu  des  centres  Q  des  hyperboles  F  relatives  à  ces  points  P.  Nous  en  déduirons  le  lieu  de  P  en 
prenant  l'homothétique  du  lieu  trouvé  dans  le  rapport  2,  le  centre  d'homothétie  étant  lo. 

Efl'ectuons  la  transformation  homographique  qui  transforme  l'ellipse  E  en  son  cercle  principal  (e)  ;  l'hyper- 
bole F  se  transforme  en  une  hyperbole  (/"),  équilatère,  dont  les  directions  asymptotiques  LL',  NN'  bissectent 
les  axes  de  E  ;  une  branche  de  (/")  passe  en  w,  l'autre  louche  le  cercle  (e)  en  A  ;  soit  q  le  centre  de  (/';.  X- 
étant  la  tangente  au  cercle  en  A,  A-  et/yA  sont  deux  directions  conjuguées  dans  T/"),  bissectées  par  suite  par  LL', 

.N.N'.  La  droite  jM,  perpendiculaire  à  Aq,  est  alors  le  diamètre  conju- 
w)  gué  de  ujA  perpendiculaire  à  A-  ;  il  s'ensuit  que  M  est  le  milieu  de 

Xui.  Le  cercle  (f)  de  diamètre  AM  a  un  rayon  4  fois  plus  petit  que 
celui  de  (e)  ;  comme  on  a  de  plus  Xhiq  =  2Au)L,  le  point  q  décrit 
ime  hypocycloïdc  à  4  rebroussements.  Les  rebroussenients  de  cette 
courbe  dont  un  arc  H  est  tracé  sur  la  figure  sont  en  L,  L',  N,  N'. 

Le  lieu  du  point  P  est  alors  une  projection  d'hypocycloide  à  4 
rebroussements  ;   cette  courbe  touche  E  en  ses  sommets  et  a  ses  re- 
broussements aux  extrémités  des  diamètres  conjugués  égaux  de  l'el- 
lipse homothétique  de  la  proposée  dans 
le  rapport  2,  o»  étant  le  centre   d'homo- 
thétie ;  les  tangentes  de   rebroussement 
sont  ces  diamètres  eux-mêmes. 

La  région  intérieure  de  cette  courbe 
est  celle   qui    correspond    à  4  solutions 
réelles,  puisque,  si  l'on  prend  P  à  l'inté- 
rieur de  E,  la  branche  de  F  qui  passe  en  P   ne  peut  que  couper  E. 

3,  4  et  5.  Les  quatre  points  de  contact  des  cercles  cherchés  avec  l'ellipse  sont  sur  un  même  cercle  C. 
puisque  1  hyperbole  F  a  ses  axes  parallèles  à  ceux  de  E. 

Je  dis  que  ce  cercle  C  est  orthogonal  à  un  cercle  fixe.  .Nous  allons  le  démontrer  d'abord  dans  le  cas  où  le 
point  P  décritl'ellipse  E. 

L'hyperbole  F,  correspondant  au  point  P,  coupe  l'ellipse  E  en  trois  autres  points  S,  Si,  S:;.  Envisageons  le 

triangle  SS1S2.    La  tangente  à  E  en  S,  St,  et  SjSa   sont  deux  droites  symétriques  de 

^i^  PS  par  rapport  aux  axes  de  E.  Il  s'ensuit  que  <uS  est  le  diamètre  conjugué  de  SiSj. 

passe  alors  au   milieu  de   S1S2,   et  que  par  suite  oj  est  le  centre  des  médianes  du 

triangle  SS1S2.  Posons    ojS  =:  p,    nous  avons 

relation  qui  nous  montre  que  SiS-  est  la  polaire  de  S  par  rapporta  une  ellipse  concen- 
trique à  E  et  homothétique  à  celte  conique  dans  le  rapport  ^  ■ 

Le  triangle  SS1S2  est  alors  aulopolaire  par  rapport  à  cette  ellipse  I.  et  le  cercle  C,  circonscrit  à  ce  triangle, 
est  orthogonal  au  cercle  de  Monge  de  L,  cercle  de  centre  oj  et  de  rayon    i  -^— --= (Théorème  de  Faure.) 

Généralisons  ce  résultat;  considérons  un  point  P  du  plan,  l'hyperbole  F  et  le  cercle  Ç  qui  lui  corres- 
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pondent.  D'après  ce  qui  prér.ède,  l'ellipse  E  est  harmoniquement  circonscrite  à  la  conique  L.  Il  en  est  de 
même  de  F,  circonscrite  h  un  triangle  formé  des  diamètres  conjugues  égaux  de  L  et  de  la  droite  de  l'intini  ;  il 
en  est  encore  de  môme  du  cercle  C,  qui  appartient  au  faisceau  E,  F.  Ce  cercle  est  donc  orthogonal  au  cercle 
de  Monge  de  I-.  La  généralisation  est  donc  faite  :  les  cercles  C  admettent  w  pour  centre  radical,  el  la  puissance 
de  w  par  rapport  à  chacun  d'eux  est """^ 

Uuand  le  point  P  décrit  une  courbe  quelconque,  les  cercles  C  enveloppent  une  anallagmatique  dont  le 
cercle  directeur  est  le  cercle  de  Monge  H  de  L.  et  la  déférente  le  lieu  du  centre  de  C. 

Il  existe  d'ailleurs  une  correspondance  honiographique  entre  les  points  P  el  les  centres  Q  des  cercles  C. 
Pour  le  démontrer,  nous  établirons  d'abord  que  la  correspondance  entre  les  points  P  et  Q  est  uniforme  et 
réciproque,  puisqu'à  une  droite  de  points  P  correspond  une  droite  de  points  Q. 

A  tout  point  P  ne  correspond  bien  évidemment  qu'un  point  Q.  Montrons  qu'à  tout  point  Q  ne  correspond 
qu'un  point  P.  Considérons  un  cercle  orthogonal  au  cercle  R,  et  la  conique  F  du  faisceau  (C,  E)  qui  passe  en  w 
Cette  conique  est  harmoniquement  circonscrite  k  L,  a  se^  axes  parallèles  à  ceux  de  L,  passe  au  centre  de  L,  donc 
admet  pour  directions  asymptotiques  les  diamètres  conjugués  égaux  de  L  et  est  une  des  hyperboles  F  précé- 
demment étudiées.  Le  point  P  est  alors  le  point  diamétralement  opposé  à  tu  dans  F. 

Montrons  qu'à  une  droite  de  points  P  correspond  une  droite  de  points  O.  Si  les  points  P  sont  en 
ligne  droite,  les  hyperboles  F  ont  leurs  centres  en  ligne  droite,  forment  un  faisceau  linéaire  ;  les  cercles 
C  appartiennent  alors  à  un  même  réseau  linéaire;  or,  s'ils  forment  un  ensemble  simplement  inlini,  les 
cercles  d'un  réseau  linéaire  engendrent  un  faisceau  linéaire,  ce  qui  établit  que  les  points  U  décrivent  une 
droite. 

Ainsi   donc   la  correspondance  entre   les  points  P  et  o  est  honiographique.  Si  P  décrit  une  conique,  Q 
décrit  une  conique  et  les  cercles  C  enveloppent  une  anallagmatique  du  quatrième  ordre,  une  cyclique  1'  sus- 
ceptible de  quatre  modes  de  génération  semblables. 

Occupons-nous  du  cas  où  P  décrit  l'ellipse  E.  Dans  ce  cas,  la  déférente  D  de  la  cycli- 
que r  correspondant  au  cercle  directeur  H  est  une  conique  qui  a  les  mêmes  axes  que  E  par 
raison  de  symétrie.  Cette  déférente  est  alors  concentrique  au  cercle  directeur  correspondant  : 
la  cyclique  est  une  spirique.  Déterminons  les  sommets  de  la  déférente  0  ;  supposons  le 
point  P  en  un  des  sommets  de  E   (wP  =  —  6)  ;  le  cercle  C  correspondant  coupe    luy  en  P' 

tel  que     (oP.(oP'  = —     et  a  son  centre  en  un  point  U  tel  que    lotj  =   x '. 

On  trouve  de  même  les  sommets  situés  sur  uix  ;  soient  Qi 


Q 


Q, 


on  trouve  ainsi     t,)U  = 


46 


et  yj  ces  sommets  ;  on  a    luQ,  =  —  wO'.  =  -;— .  Cherchons   le  ou  les  autres  cercles  directeurs  de  la  spirique  r 

ta 

avec  les  d(''férentcs  correspondantes.  Les  centres  de  ces  cercles  directeurs  sont  les  sommets  du  triangle  conju- 
gué commun  k  D  et  à  li,  c'est-à-dire  le  point  to  et  les  points  k  l'infini  des  arcs  de  E.  Il  n'y  a  plus  qu'un  vraj 
cercle  directeur  concentrique  à  H  ;  comme  il  doit  être  orthogonal  à  R,  il  a   pour  rayon  le  rayon  de  R  multiplié 

— Xous  retrouverons  d'ailleurs  ce  résultat  autrement.  La  déférente  D|  corres- 


par    —  I,    c'est-à-dire 

y 

0 
Q- 


v/2 


pondant  à  ce  cercle  est  homofocale  k  D  ;  dans  le  cas  d'une  cyclique 
générale,  cette  conique  serait  déterminée  par  la  condition  d'être 
conjuguée  au  triangle  formé  par  les  centres  des  trois  autres  cercles  di- 
recteurs, propriété  que  l'on  ne  peut  utiliser  ici  puisqu'elle  est  i-onsé- 
quence  de  ce  que  D|  est  homofocale  k  D. 
Alors  nous  allons  procéder  autrement. 


„•        10  A         'k      T  Considérons  la  sphère  1  décentre  (u  et  de  rayon -^,  Cp'=d'-i-<>'), 

cl  soit  A  un  des  points  oii  la  perpendiculaire  en  '»  au  plan  r  de  E 
perce  celte  sphère.  Considérons  le  cône  projetant  du  point  A  la 
courbe  1"  ;  il  coupe  i;  suivant  une  courbe  qui,  d'après  une  théorie 
connue  des  anallagmaliques  du  4'  ordre,  est  une  biquadratique  r',  et 
une  des  surfaces  du  second  ordre  conlcnanl  celte  courbe  r' est  le  cylindre  polaire  réciproque  par  rap- 
port k  i:  de  la  déférente  I)  ;  ce  cylindre  a  ses  génératrices  normales  au  plan  ir.  Sa  base  est  la  conique  polaire 
réciproque  de  I)  par  rapport  au  cercle  H.  Déterminons  les  .sommelsdc  celle  hase  L  ;  soient  U.Ui Qi,U;  les  som- 
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mets  de  D;  0,  0',  0,,  Oi  ceux  de  L.  On  a  par  exemple 


•uO 

.u>Q\  = 

— 

2  ' 

.00, 

_  2ap= 

= 

-  ojo; 

(uO 

=  — tuO' 

_ 

26.- 

d'où 

On  a  de  même 

c- 

Cherchons  les  autres  cônes  ou  cylindres  du  second  degré  projetant  la  courbe  r',  leurs  sommets  sont  dans 
le  plan  polaire  par  rapport  à  S  du  sommet  du  cylindre  précédent,  si  l'on  peut  parler  ainsi,  c'est-à-dire  le 
plan  ■::  ;  ce  sont  donc  le  point  m  et  les  points  à  l'infini  des  axes  de  E.  Mais  les  courbes  polaires  réciproques  des 
cylindres  projetant  r'  parallèlement  aus  axes  de  E,  u>x,  uy,  seront  dans  les  plans  perpendiculaires  à  t.  sui- 
vant (ox  et  wy,  et,  projetées  du  point  A,  donneront  u)x  et  my  comme  lieu  des  centres  d'une  famille  de  cercles 
bitangents  à  r  ;  d'où  un  mode  de  génération  de  r  évident  et  peu  intéressant. 

Considérons  alors  le  cône  projetant  r'  du  point  u  ;  la  courbe  polaire  réciproque  de  ce  cône  par  rapport  à  S 
est  une  certaine  conique  dans  le  plan  de  lintini.  Projetons  cette  conique  de  A  sur  le  plan  -  ;  nous  aurons  la 
délërente  Di  que  nous  cherchions  précédemment.  Cette  conique  Di  a  encore  pour  axes  eox,  t^y;  cherchons  ses 
sommets,  par  exemple  un  des  sommets  Ni  situé  sur  Ox,  Coupons  la  figure 
par  le  plan  perpendiculaire  à  -  suivant  tyx. 

Dans  le  cylindre  précédemment  défini,  nous  avons  la  génératrice  OiM 
qui  coupe  la  sphère  en  M  ;  au  rayon  oM  du  cône  projetant  r"  de  co  cor- 
respond par  polaires  réciproques  la  droite  oj,a  perpendiculaire  à  uM  et 
dans  le  plan  zt»x  ;  cette  droite  (ujjt  coupe  le  plan  de  l'infini  précisément 
suivant  le  point  qui,  projeté  de  ui  sur  le  plan  -  donnera  le  sommet  Ni 
de  Di.  Menons  par  A  une  droite  parallèle  à  loji,  cette  droite  coupe  ta.c 
on   a 

wNi         0,M 


l^\ 


/ 


/ 


\ 


A" 


au  point    Ni.    Cal 


niions   tuNi 


O.M*  = 


uiA  =  -^, 
4a-p' 


(uO, 


d'où 


2c» 


>J-ic 


r  v'C  -r-  8a-a^ 


4a 
8a'{a-  +  b-) 


C3a=  +  fc')-. 


Les  sommets 


3a 

'■  +  b-- 

■ta 

a- 

+  36^ 

i  .oN,  1  = 

c*  -\-  8a-p-  =  [a-  —  b*f 
sur  iMX  sont  donc  N|,  NJ,  tels  que 

'oN,  =  —  wn;  = 

Les  sommets  situés  sur  Oy  sont  N  et  N',  tels  que 

wN  =  —  <oN'  = 

D|  est  ainsi  complètement  connu. 

Cherchons,  en  restant  dans  le  même  ordre  d'idées,  le  cercle  directeur  correspondant  à  Di  ;  ce  cercle  s'ob- 
tient en  projetant  du  point  A  sur  -  le  cercle  suivant  lequel  le  plan  polaire  de  co  coupe  S,  c'est-à-dire  en  pro- 
jetant du  point  A  sur  le  plan  l'ombilicale.  .Nous  avons  alors  à  prendre  l'intersection  du  cône  isotrope  de  som- 
met A  et  du  plan  -  ;  en  considérant  ce  cône  comme  une  sphère  de  rayon  nul,  on  voit  immédiatement  que  le 

cercle  cherché  a  pour  centre  le  point  w  et  pour  rayon  -—•  .Nous  obtenons  ainsi  les  deux  modes  de  génération 

intéressants  dont  est  susceptible  la  courbe  p. 

CHANOINE,  élève  au  lycée  Louis-Ie-f.rand. 

Bonnes  solutions  analytiques  :  MM.  J.  Haai;,  rlève  de  l'Ecole  nonnale  supt-rieure  ;  HiRRon  ;  Dsallor  Lecram  :  A.  Sainte- 
Lagl-e,  élève  de  l'Erole  normale  supérieure. 

Bonnes  remarques  géométriques  de  MM.  J.  Haag  el  A.  S'^-LagIb. 
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PRÉPARATION   A    LA   NOUVELLE    ÉPREUVE    DE    DESSIN   GRAPHIQUE 
pour  l'admission  à  l'École  polytechnique. 
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GRANDE    LUCARNE    EN    PIERRE 


Elévation 


i Cadre  250 


A  dessiner  al'e'ciielJe  de  o^'oô  par  mètre. 


Grande  lucarne  en  pierre.  Château  de  Saint-Maclou  (Eure). 


J.  Bordier,  Del. 


Description.  —  La  Incarne  représentée  par  notre 
dessin  se  compose  :  1°  de  deux  piédroits  ;  2°  d'un  arc  ; 
3°  d'un  fronton  ;  4°  de  deux  ailerons. 

^o  Piédroits.  —  Vn  piédroit  est  disposé  de  chaque 
côté  de  l'ouverture  de  la  lucarne  ;  chacun  est  orné  de 
tablettes  saillantes  chanfreinées  E,  E'  appelées  bossa- 
ges ;  à  une  certaine  hauteur  il  est  entouré  par  un  ban- 
deau plat,  F,  F'. 

2"  Arc.  —  Un  arc  formant  un  segment  de  cercle  et 
composé  de  cinq  pierres  en  forme  de  coins,  appelées 
claveaux  (G),  surmonte  l'ouverture.  Le  claveau  du  mi- 
lieu, H  {clef  de  l'arc),  se  pose  en  dernier  lieu  pour  fer- 
mer l'arc  et  maintenir  le  tout  en  équilibre.  Les  joints 
concourent  au  point  Oi,  centre  de  l'arc. 

30  Fronton.  —  l'n  fronton  en  forme  de  segment  de 
cercle  couronne  l'ensemble  de  la  lucarne.  Pour  déter- 
miner le  centre  de  ce  segment  de  cercle,  des  deux 
points  I  et  .1,  avec  IJ  comme  rayon,  on  décrit  deux 
arcs  de  cercle  qui  serecoupenten  Ô,  centre  cherché. 

La  corniche  horizontale  MI  est  rencontrée  suivant  la 
ligne  IK  par  le  segment  de  cercle  qui  a  le  même  pro- 
fil qu'elle. 


4"  Ailerons.  —  Deux  ailerons  L,  L',  sortes  de  con- 
treforts imitant  une  console  renversée,  sont  accotés 
aux  piédroits  de  chaque  côté  de  la  lucarne  ;  leur  extré- 
mité est  surmontée  a'une  sphère. 

Exécution  du  dessin.  —  Cadre  250x-200nim.  Sur 
le  croquis,  les  mesures  (données  en  centiuiètres)  sont 
celtes  du  fragment  lui-même,  dans  sa  grandeur  natu- 
relle. 

Sur  le  dessin  au  net,  on  les  réduira  à  l'échelle  de 
0'".0C>  par  mètre. 

Esquisse  au  crayon.  —  (Voir  page  128). 

Trait  à  l'encre.  —  (Id.) 

Lavis.  —  Dans  le  dessin  en  élévation,  on  a  indiqué 
toutes  les  ombres  propres  et  portées  par  des  hachures; 
mais  dans  le  dessin  à  exécuter  au  net,  on  pourra  ne 
rendre  à  l'etTet  qu'une  partie  seulement  de  la  lucarne, 
par  exemple  celle  de  gauche  comprise  entre  les  lettres 
0.  B,  M,  F. 

Titres.  —  Facultatifs  (Voir  page  128). 
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QUESTIONS  PROPOSÉES 


1389.  —  On  donne  dans  un  plan  une  parabole  (P)  et  un  cercle  (C)  ayant  pour  centre  le  foyer  de  (P),  et 
on  prend  sur  le  cercle  (C)  deux  points  H  et  K  diamétralement  opposés. 

1»  Démontrer  que  les  points  H  et  K  et  les  points  de  contact  dos  tangentes  à  P  issues  de  ces  points  sont 
six  points  d'un  même  cercle  (Q).  Trouver,  lorsque  H  se  déplace  sur  (C),  le  lieu  du  centre  et  l'enveloppe  (S)  du 
cercle  (Q),  l'enveloppe  de  la  corde  des  contacts  de  (Q)  et  de  (S)  et  le  lieu  du  pôle  de  cette  corde. 

20  On  considère  le  cercle  (Q')  correspondant  aux  points  H'  et  K'  du  cercle  (C)  qui  sont  situés  sur  le  dia- 
mètre perpendiculaire  à  HK.  Prouver  que  les  quatre  points  de  contact  de  (Q)  et  de  (Q')  avec  la  courbe  (S)  sont 
en  ligne  droite.  Trouver,  lorsque  le  point  H  se  déplace  sur  (C),  les  enveloppes  de  la  ligne  des  centres,  de  l'axe 
radical  des  cercles  (Q)  et  (û'),  ainsi  que  les  lieux  de  leurs  points  communs  et  de  leurs  centres  de  similitude. 

30  Prouver  que  la  courbe  (S)  est  un  ovale  de  Descartes  en  mettant  en  évidence  les  trois  foyers.  Montrer 
qu'il  y  a  quatre  familles  de  cercles  bitangenis  k  cette  courbe,  et  trouver  le  lieu  de  leurs  centres,  l'enveloppe 
des  cordes  de  contact  et  le  lieu  des  pôles  de  ces  cordes. 

i"  Il  existe  quatre  cercles  tangents  à  (2)  en  un  même  point  M,  et  tangents  en  un  autre  point  à  celte  courbe. 
L'un  de  ces  autres  points  est  le  point  M',  symétrique  de  M  par  rapport  à  l'axe  de  symétrie  A  de  (S);  soient 
Mi,  M3,  M3  les  trois  autres  points  et  m;,  M^,  MJ  leurs  symétriques  par  rapport  à  A  ;  montrer  que  les  groupes 
MMiMjMi,  MM1M3M0,  MM2M3M;  sont  concycliques,  et  trouver  le  lieu  des  centres  et  l'enveloppe  des  cercles  pas- 
sant par  ces  trois  groupes  de  points.  Vasîiieb. 

1390.  —  On  considère  les  sections  planes  d'un  paraboloide  elliptique  passant  par  le  sommet  et  telles  que 
la  somme  des  cai-rés  de  leurs  axes  soit  constante. 

Trouver  le  lieu  de  leurs  centres  et  l'enveloppe  de  leur  plan.  E.  C. 

1391.  —  Une  parabole  roule  sans  glissement  sur  une  parabole  égale  y^  —  ^px  =  0,  de  façon  qu'à  l'ori- 
gine dos  temps  les  sommets  soient  confondus  avec  le  point  de  contact  des  deux  paraboles  et  que  la  vitesse  de 

2 

rotation  de  l'axe  de  la  parabole  mobile  soit  égale  à  - — ^,  (  désignant  le  temps  écoulé  depuis  l'origine  des 

temps  jusqu'à  l'époque  envisagée. 
Etudier  le  mouvement  du  foyer. 

Etudier  aussi  le  mouvement  du  sommet  et  construire  l'hodographe  de  ce  mouvement. 
Trouver  le  point  de  l'axe  dont  la  vitesse  est  minimum,  le  lieu  de  ce  point  et  l'enveloppe  de  l'axe. 

E.  H. 


DEUXIÈME   PARTIE 
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1320.  —  On  donne  une  ellipse  (E)  et  deux  jioints  fixes  de  celle  ellipse  P  c^  Q  ;  0»  considère  tous  tes 
cercles  (U)  qui  passent  par  ces  deux  points  et  qui  coupent  l'cltipsc  aux  points  varia/des  M  et  N;  soit  (D) /a 
droite  MN  ;  on  demande  : 

d°  Le  lien  du  point  d'intersection  de  la  droite  (D)  avec  In  polaire  du  centre  de  l'ellipse  par  nipport  au 
cercle  (U)  ; 

2"  Le  lieu  du  point  d'intersection  de  ta  droite  (D)  nrcc  la  polaire  du  centre  du  cercle  (Q)  par  rapport  à 
l'ellipse  ; 

3"  Le  lieu  du  point  d'intersection  de  (D)  irec  la  droite  qui  joint  le  centre  de  l'ellipse  au  centre  du 
cercle  ; 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  203 


i"  Le  lieu  du  point  de  rencontre  de  (D)  avec  chacune  des  droites  qui  joignent  te  centre  du   cercle  aux 
points  fixes  P  et  Q; 

3«  Le  lieu  des  points  de  rencontre  de  (D)   avec  les  tangentes  aux  cercles  (il)  parallèles   à  la  droite  PQ. 

Soient     — — 1  =  0     l'équation  de  l'ellipse  et     ux  ^  vy  -h  w  =  0     celle  de  la  droite  PQ. 

Une  conique  quelconque  passant  par  les  deux  points  P  et  Q  aura  pour  équation 

>.  (  -—  4-  -7; —  0  +  ("^  -+-  ^y  "•"  "'j'  "  -^  +  "y  +  "')  —  ^  ' 

^    a^  rr  / 

pour  que  ce  soit  un  cercle,  il  faudra  que  le  coefficient  dexi/ soit  nul,  cequi  donne     u' =  u.     v' =  —  v,     et 
que  les  coefficients  des  carrés  soient  égaux,  ce  qui  donne  alors 

a-ô-{u^  -+-  V-) 


puis 


En  remplaçant  À  par  cette  valeur  et  mettant  (a  à  la  place  de  «-•',  l'équation  devient 

(1)  {aV  -+-  b^v-){x^  -+■  y^)  -+-  c-u{io  -t-  it-)x  -+-  c^v{yL  —  îv)y  -+■  c^ii.w  —  a^\u^  -\-v^)  =  0  ; 
c'est  l'équation  du  cercle  (Q)  ;  la  droite  correspondante  MN  a  pour  équation 

MX  —  vy  +  'j.  =  0. 

1.  La  polaire  du  centre  de  l'ellipse  par  rapport  à  (Q)  a  pour  équation 

c-u(w-\-  ;jL)x-Hc^i'(a  —  iv)y -{-ic-wj.  —  2a-é-(u^-f-  v^)  =0. 
En  remplaçant  <i  dans  cette  équation  par    vy  —  ux,    on  aura  le  premier  lieu 

(2)  c'tvy  —  ux){ux  -+-  vy  -!-  2ii:)-{-c'w{ux  —  vy)  —  2a-h-(u-  +  c-)  =  0. 

C'est  une  hyperbole  ayant  pour  asymptotes  la  droite  PQ  et  la  parallèle  à  D    menée  par   l'origine. 
Elle  passe  au  point  de  rencontre  des  deux  droites 

rix-^vy  -¥-  2«'  =  0, 

ux vy ; =:   0, 

^  c-w 

qui  est  le  point  conjugué  de  0  par  rapport  à  tous  les  cercles  du  système  (û). 

2.  Le  centre  w  de  (Q)  a  pour  coordonnées 

c^u(w-\-  ut  c-v{ii.  —  w) 


y  = 


•iia-u-  -+-  b-v-)  ^  2(a»u2  -+-  6V)  ' 

sa  polaire  par  rapport  à  l'ellipse  est  donc 

M.r/«' -+- u)         vy(^ — w)        ^a^U'  +  b-v- 

!___) ±^ '--+-2 =  0. 

a^  b-  c- 

Éliminant  u  entre  cette  équation  et  celle  de  la  droite  D,  nous  obtenons  encore 

,„.  /'  UX         vy  \,  ,  /  ux         vy  \       „   a^u-+h^v'- 

équation  qui  représente  aussi  une  hyperbole  ayant  une  asymptote  parallèle  à  la  droite  D  et  l'autre  paral- 
lèle au  diamètre  conjugué  de  la  direction  perpendiculaire  à  PQ.  Cette  hyperbole  passe  au  point  fixe  par 
lequel  passent  toutes  les  polaires  des  centres  de  (Q)  par  rapport  à  l'ellipse. 

3.  La  droite  qui  joint  les  deux  points  0  et  w  a  pour  équation 

«x([x  —  !(')  —  uy(ji  -4-  w)  =  0. 
Le  lieu  de  son  point  de  rencontre  avec  la  droite  D  a  donc  pour  équation 
{■4)  (vy  —  ux)(fx  —  uy)  —  w{vx  -h  tiy)  =  0. 

C'est  une  hyperbole  qui  passe  à  l'origine  et  qui  admet  pour  directions    asymptotiques  la  direction 
de  D  et  la  direction  perpendiculaire  à  PQ. 

4.  Considérons  un  point  fixe  quelconque    (x»,  yo)    et  joignons  ce  point  au  centre  w  du  cercle  (Q)  ; 
la  droite  ainsi  obtenue  aura  pour  équation 
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X  y 

w(jji-hw)     «((1  —  w)  — 


îya-u- 


b'V- 


^iy  —  yo){i^  -h  »•)  +  v{xo  —  a;)(iJL  —  !(•)  —  ■ 


-  bV) 


(■î'^o  —  ?/^o)  =  0. 
Remplaçons-y  jji  par    vy  —  iix:     nous  aurons  l'équation  du  lieu  qui  est  demandé, 

(5)    (vy  —  wx)>()/  —  î/o)  -<-  H^o  —  x)] -H  u'[u(y  -  y„)  -f-  vlx  —  x,)]  —  2  - 


■  hV 


(^yo  —  y-ï'o)  =  0. 

C'est  encore  une  hyperbole  ayant  pour  directions  asymptotiques  la  direction  de  D  et  la  direction  per- 
pendiculaire à  PQ. 

Il  suffit  évidemment  de  prendre  pour  point  (a-o,  yo)  les  deux  points  P  et  Q  successivement  pour 
avoir  les  deux  lieux  demandés. 

5.  Les  deux  tangentes  au  cercle  (û)  parallèles  à  PQ  ont  pour  équation  quadratique 
if{x,  y',o{v,  —  u)  —  (vfl  —  uf,j)^  =  0, 
en  appelant  f(x,  y)  le  premier  membre  de  l'équation  du  cercle  et  o{x.  ry)  l'ensemble  des  termes  du 

(«■^'-1-  f=") 


second  degré  ;    or,    pour     ■^=  vy  —  iix,     f[x,  y)    se    réduit  à 


(b-x- -+•  a-y- — a-b-),      f'x    à 


-»•)]'  =  0. 


26^x  la-n 

(u'^ -^  vr) -\- u{ux -k- vy -\- w)   et    {[,     à    — r^(M'  +  i'^)  —  v(iix -^  vy -^  \c)  ;     le  lieu  des  points  de 

c  c- 

rencontredes  tangentes  avec  la  droite  D  est  donc 

(a^u-H-é-u^)  ,   ,        ,,„..,  „        ,   ,        ,,,,       r{M--(-i'-)  ,,„  „     , 

(6) r [u- +  v')-{b-x--^a-y-  —  a-b-)  —  \ — — (b-vx  — a-uy)-^uv\ux-\-vy■ 
Q^^^\.  une  conique  doublement  tangente  à  l'ellipse  proposée.  La  droite 

W.T  -h  wj/  -I-  ?«  =  0 
la  coupe  sur  les  deux  droites    {ux -\- mjf  —  c?v?  —  ô'-t;- =  0,     qui  sont  parallèles  à  la  droite   PQ    elle- 
même  ;  donc  celle-ci  est  asymptote  à  la  conique  que  nous  venons  de  trouver  et  cette  conique  est  encore 
une  hyperbole. 

.1.  HA.\G,  élève  à  l'École  normale  supérieure. 
Bonne  solution  :  .M.  0.  Pélissieii,  lycée  de  Toulouse. 

Solution  géométrique.  —  Les  cercles  (û)  forment  un  faisceau  linéaire,  et  les  polaires  d'un  point  fixe  par 
rapport  à  tous  res  cercles  passent  par  un  autre  point  fixe  ;  elles  engendrent  donc  un  faisceau  linéaire  qui  est 
tioinographique  du  faisceau  obtenu  en  joignant  le  point  fixe  aux  centres  des  cercles  (û).  D'antre  part,  les 
droites  MN  qui  restent  parallèles  à  la  direction  symétrique  de  celle  de  PQ  par  rapport  anx  axes  de  l'ellipse 
engendrent  aussi  un  faisceau  homograpliiquc  à  la  série  des  centres  et  avant  son  sorumel  à  l'infini.  Il  est  facile 
de  voir  alors  que  dans  les  quatre  premiers  cas  le  lieu  demandé  est  à  rhaque  fois  une  hyperbole  ayant  une 
asymptote  parallèle  à  la  direction  de  D. 

Dans  le  5'  cas,  le  faisceau  formé  par  les  droites  D  et  celui  (orme  par  les  tangentes  parallèles  à  PQ  sont 
reliés  par  une  correspondance  (1,  2).  Le  lieu  serait  donc  une  cubique,  si  les  deux  faisceaux  n'avaient  une 
droite  commune,  la  droite  de  l'infini.  Quand  la  droite  1)  va  à  1  infini,  une  des  tanpentes  va  aussi  à  l'infini  et 
l'autre  coïncide  avec  PQ,  qui  est  dès  bu-s  une  asvinplote  du  lieu.  Le  liiu  est  donc  une  hyperbole  dont  une 
asymptote  est  en  évidence. 

.1.   HAAt.  et  ("..  PELISSIEII. 


1333.  —  /'flr  /('•'>•  sotnnirt.i  d'vn  Iriaîifjlc  .ABC,  pris  doux  à  deux,  on  fait  passer  trois  cercles  qui  se 
cnïipeni  in  on  vu'me  point   0. 

1"  Tout  cercle  <o  qui  passe  en  0  rencontre  les  cercles  OBC,  OCA,  OAB  en  des  points  A',  B',  C  tels  que 
les  droites  OA',  OB',  OC  rencontrent  les  côti's  correspondants  du  triangle  BC,  CA,  AB  en  trois  points  en 
ligne  droite. 
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2°  Les  droites  qui  joignent  les  points  de  rencontre  Ai,  Bi,  C,  du  cercle  w  avec  OA,  OB,  OC  respecti- 
vement au.v  points  A',  B',  C  passent  par  le  même  point. 

La  solution  de  cette  question  repose  tout  entière  sur  la  propriété  que  voici  : 

Lorsque  quatre  cercles  ont  même  centre  radical,  les  trois  couples  d'axes  radicaux  de  ces  cercles  pris  deux 
à  deux  sont  en  involution. 

Pour  établircette  propriété,  nous  prendrons  ce  centre  radical  pour  origine  et  nous  représenterons  les 
équations  des  quatre  cercles  par 

x-  -\-y'-  —  2a, j;  —  2éit/  -+-  c  =  0, 
x^  +  !/■-  —  2a,i-  —  ibiy  —  c  =  0, 
X-  -t-  1/-  —  2a3X  —  263I/  +  c  =  0, 
X-  +  j/^  —  2a4X  —  264?/  -H  c  =  0. 
Dès  lors,  si  nous  adoptons  la  notation  P^-  ^  0*14-  bi^y, 

les  axes  radicaux  des  couples  1,  2  et  3,  4  auront  pour  équations  respectives 

P,  —  P,  =  0,  p^  —  P4  =  0. 

Il  nous  suffit  maintenant  de  nous  appuyer  sur  Tidentité  évidente 

(P,  -  P.)(P3-P0  +  (P.-  P3)(P;-P-:;)  ^(P.  -Pi){P.-  P3)  =  0 

pour  apercevoir  la  proposition  que  nous  avons  en  vue;  car,  en  appelant  T,  =  0,  To  =  0,  T3  =  0 
les  trois  équations  du  second  degré  qui  représentent  les  trois  couples  d'axes  radicaux,  nous  avons 
l'identité  '      T,  +  T,  +  T3  =  0, 

qui  nous  montre  que  le  troisième  couple  T3  =  0  a  une  équation  de  la  forme  Ti4-T2  =  0  et,  par 
suite,  fait  partie  de  l'involulion  définie  par  les  deux  premiers  couples. 

1.  Désignons  alors  par  A",  B",  C  les  points  de  rencontre  de  OA'  avec  BG,  OB'  avec  AG,  OG'  avec 
AB.  Les  couples  (OA,  OA"),  (OB,  OB"j,  (OC,  OC")  sont  en  involution.  D'autre  part,  si  nous  appelons 
C"  le  point  de  rencontre  de  .VB"  avec  AB,  les  couples  de  points  (A,  A"),  (B,  B"),  (C,  Cî)  sont  les 
sommets  opposés  d'un  quadrilatère  complet  et  les  couples  (0.\,  0.\"),  (OB,  OB"),  (OG,  OGÏ)  sont  en 
involution  ;  donc  G"  et  Q  coïncident.  La  première  partie  de  la  question  est  démontrée. 

2.  La  deuxième  partie  est  une  conséquence  immédiate  de  ce  fait  que  les  trois  couples  signalés 
sont  en  involution.  C'est  une  propriété  classique  que  nous  ne  nous  attarderons  pas  à  démontrer. 

T.  LEMOYNE. 
Bonne  solution;  M.  J.  Haag,  élève  à  l'École  normiile  supérieure. 

Autre  solution.—  Adjoignons  à  tous  ces  cercles,  le  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC,  r,  et  désignons,  pour 
abréger,  par  C.  Cu,  Ce  les  trois  cercles  circonscrits  aux  triangles  OBC,  OCA,  OAB.  Considérons  alors  les  trois 
cercles  Ca,  10  et  r  ;  l'axe  radical  de  Ga  et  w  est  O.V  ;  celui  de  Ca  et  r  est  BC  ;  donc  leur  point  de  rencon- 
tre, A",  est  sur  l'axe  radical  des  cercles  r  et  ui.  Il  en  est  de  même  des  points  B"  et  C".  Les  trois  points  .-V",  B" 
et  C"  sont  donc  sur  l'axe  radical  des  deux  cercles  (u  et  r. 

On  obtiendra  le  même  résultat  en  prenant  trois  cercles  quelconques  passant  par  (,B,  C),  (C,  A)  et  (A,  B), 
les  coupant  par  un  quatrième  cercle  quelconque  aussi,  m,  et  prenant,  au  lieu  de  OA',  OB',  OC,  les  axes  radi- 
caux de  ces  cercles  avec  to. 

L'involulion  des  couples  (OA,  OA'),  (OB,  OB'),  (OC,  OC)  dérive  de  cette  première  partie  et  la  seconde  en 

découle  alors  immédiatement. 

X.,  à  Dijon. 
♦ 
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1310.  —  On  donne  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oi/  et  un  point  fixe  X  (n,  b)  dans  leur  plan.  Un 
point  mobile  M  possède  une  accélération  constamment  dirigée  de  M  vers  A  et  dont  la  valeur  est 
Y  =  — /.-AM     (k  étant  une  constante). 
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La  position  initiale  du  mobile  est  l'origine,  et  sa  vitesse  initiale  fait  un  angle  %  avec  Ox. 

l"  Former  les  équations  du  mouvement  de  M  :  indiquer  quelle  sera  la  nature  de  la  trajectoire. 

2°  Le  point  A  étant  situé  sur  Ox,  déterminer  l'angle  a  sous  lequel  on  doit  lancer  le  mobile  avec  la 
vitesse  »„  pour  atteindre  un  point  donné  M„  du  plan.  Séparer  les  régions  où  se  trouvent  les  points  M„  que 
l'on  peut  atteindre. 

Examiner  le  cas  où  M^  est  situé  sur  l'axe  des  x. 

3"  A  étant  n'importe  où  da7\s  le  plan  et  la  vitesse  initiale  dirigée  suivant  0;/,  déterminer  ta  longueur  du 
diamètre  conjugué  de  OA  dans  la  trajectoire. 

4°  Trouver  le  lieu  géomét7-ique  des  points  M  que  l'on  peut  atteindre  avec  une  valeur  y„  donnée  de  la 
vitesse  initiale,  de  telle  façon  que  lu  vitesse  en  M  soit  parallèle  à  OA. 

1.  Si  on  désigne  par  a;  et  y  les  coordonnées  du  point  M,  les  cosinus  directeurs  de  la  direction  MA 

sont  "~^  et  ^  ;  par  suite  les  projections  de  l'accélération  sur  les  axes  Ox  et  Oj/  sont  respective- 

AM  AM 

ment    A-^AM  "  "f    et  A-^AM     ~^     ou   k\a  —  x)    et     k\b—y).     Les  éfiuations  du  mouvement  sont 

AM  AM 

donc 

|i  =  *.(.-.,.       $=*'(.-,). 

On  peut  les  écrire 

d^u 
Or,    on    sait    que    l'intégrale    générale     de     l'équation     difrérenlielle        —  -+-  A-u  =  0      est 

u  —  Acos  A<  +  B  sin  kl.     11  en  résulte  que  les  intégrales  générales  des  équations  (1)  sont 

X  —  rt  =  A  cos  kt  -+-  B  siii  kl, 

y  —  b  =  A'  COS  A-<  +  B'  sia  kl. 
Pour     ^  =  0,     on  doit  avoir    x  =  0     et    y  =  0;     on  a  donc     .\  =  —a.     A'  =  —  b. 
D'autre  part,  les  projections  de  la  vitesse  sur  les  axes  sont 

-r-  =  —  AA  sin  kt  -+-  AB  cos  kt, 
dt 

— ^  =  —  AA'  sin  kt  -+■  AB'  cos  kt, 
dt 

et  pour    /  =  0,     on  a 

«0  cos  a  =  AB,  t)j  sin  a  =:  AB' 

Vjcosa                        »o  sin  « 
B  =  —^—.  B  =  —^ 

Remplaçons  A,  A',  B,  B   par  leurs  valeurs,  nous  obtenons 

t'„  cos  I     . 
X  —  a  =  —  a  cos  kt  -\ 7 —  sni  kt, 

^0  sin  oc    .     , , 

)/  —  b  =  —  b  cos  kt  H — —, sm  kt  ; 

-'  A 

ce  sont  les  équations  du  mouvement. 

Pour  avoir  l'équation  de  la  trajectoire,  il  suffit  d'éliminer  /  entre  ces  deux  équations.  Résolvons-les 

par  rapport  à  cos  kt  et  sin  kt,  nous  obtenons 

(x  — a)  sin  a— (1/ —  6)  cos  1  .     ,  6(x  —  a)  —  a(;/ —  *) 

cos  kt  = :i— : — ,  sm  kl  =  , 

ocosa  —  a  sin  a  t'o    ,  .      , 

— î-  [b  cos  »  —  a  sm  i) 

et,  en  écrivant  que     cos-  kt  -t-  sin- A/  =  1,     il  vient 
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[b(x  —  a)  -  a{y  —  b)f        [{x  —  a)  sin  a  —  (y  —  4)  cos  a]'    _ 

vl  .,  '.      ~  (ôcosa  — asina)2  ~ 

-7^(0  cos  a  —  asina)" 

ou 

\b(x  —  a)  —  a{y  —  b)]-  +  -^[(x  —  a)  sin  a  —{y—  b)  cos  a]'  =  -7;^  (é  cos  a  —  a  sin  a)^ 

Cette  équation  représente  une  ellipse  ([ui  admet  pour  centre  le  point  A  et  dont  deux  diamètres  con- 
jugués sont  mis  en  évidence  : 

b(x  —  a)  —  a{y  —  b)  =  0, 

(x  —  fl)  sin  a  —  (y  —  b)  cos  a  =  0  ; 
ce  sont  d'une  part  la  droite  OA  et  d'autre  part  la  parallèle  menée  par  le  point  A  à  la  vitesse  initiale. 
2.  Si  le  point  A  est  sur  Ox,  nous  avons     i  =  0,     et  réquation  de  la  trajectoire  devient 

vi                                             v'i       .   , 
a'^u^-h—  [(.r  —  rt)  sina  —  y  cos  aj- — -a-sm-  a  =  0. 

Êcrivons  que  celte  courbe  passe  par  le  point  M^  (a;„,  i/„),,  nous  obtenons 

a-yl  +  —  [x„  —  a)  sin  a  —  y^  cos  a |-  —  —a' sm''  a  =  (J  , 

celte  équation  détermine  a. 

Pour  la  résoudre  et  la  discuter,  rendons-la  homogène  en  cos  a  et  sin  «;  pour  cela,  il  suffit  de  mul- 
tiplier le  premier  terme  a^yl  par  cos^  a  -1-  sin^  a .  Puis  nous  diviserons  le  premier  membre  par  cos-  a, 
et  nous  aurons  une  équation  du  deuxième  degré  par  rapport  à  Ig  a. 

Voici  celte  équation 

tg2  a[  a^yl  -H  ^(ar„  —  ay  -  -^  o'^  |  —  2  tg  a  •  -J;-  (a:„  -  a)y„  +  ahji  -4-  ^  yl  --=  0. 

Elle  admet  deux  racines  en  tga,  qui  déterminent  les  directions  de  la  vitesse  initiale  pour  que  le 
point  M  puisse  atteindre  le  point  M„. 

Pour  que  ces  racines  soient  réelles,  il  faut  qu'on  ait 

-|-  {xo-ay-yi-^a'yl-^  ^{x,-af-  .Ja'-J(^a^ -^  ^)y;i  >  0 
(«0  — a)'    ,      .Vf, 


2/0 


—  1 


<0. 


Si  le  point  M„  n'est  pas  sur  l'axe  des  x,  yl  est  positif,  et  la  condition  se  réduit  à 

k-  k^ 

Elle  exprime  que  le  point  M^  est  à  l'intérieur  de  l'ellipse  (E)  définie  par  l'équation 

(E)  ±j:ilL^J!L-i  =  o. 

Cette  ellipse  a  pour  centre  le  point  A,  pour  axes  Ox  et  une  parallèle  à  Oy.  L'origine  est  l'un  de 
ses  foyers. 

Si  le  point  M„  est  sur  Ox,  l'équation  du  deuxième  degré  en  tga  admet  deux  racines  nulles  et,  par 
conséquent,  la  vitesse  initiale  doit  être  dirigée  suivant  Ox. 

Mais  il  ne  faut  pas  en  conclure  que  le  point  M„  sera  toujours  atteint  quelle  que  soit  la  position  qu'il 
occupe  sur  Ox.  Reportons  nous  en  effet  à  l'équalion 

«0  cos  a      .      , 

X  —  a  =  —a  cos  kt  -\ —  sm  Ar , 
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et  remplaçons-y  a^  par  x„  et  a  par  zéro,  nous  avons 

x„  —  a  =  —Il  cos  lit  -i — —  sin  kl. 

Pour  que  celle  équation  soit  vérifiée  par  des  valeurs  de    t,   il  faut  qu'on  ait     (x»  —  a)-<a^4-  — ' 
et  celte  condition  exprime  encore  que  le  point  M^,  est  à  l'intérieur  de  l'ellipse  (E). 
3.  Le  diamètre  conjugué  de  OA  dans  l'ellipse 

[h(x-  a)—  a{i/  —  b)f-i-~  [{x  —  a)  sin  <x  —  {y  —  b)  cos  oi]^  =  -— [b  cos  a  —  a  sin  c^y 

est  parallèle  à  la  vitesse  initiale;  par  conséquent  un  point  quelconque  de  ce  diamètre  a  pour  coordonnées 

x  —  a-\-pcosx,  y  =  b-i-psinci, 

p  désignant  le  segment  qui  a  pour  origine  le  point  A  et  pour  extrémité  le  point    (r,  y).    Remplaçons  x 
et  y  par  ces  valeurs  dans  l'équation  de  la  trajectoire;  nous  obtenons    p-  =  -~,     ce  qui  montre  que  le 

diamètre  conjugué  de  OA  a  pour  demi-longueur— ^• 


4.  Si  la  vitesse  au  point  M  est  parallèle  à  OA,   AM  est  le  diamètre  conjugué  de    OA,  et  par  suite, 

quel  que  soit  a,  on  a    AM  =— -•     Le  lieu  du  point    M  est  donc  le   cercle  de  cenire    A  et  de  ravon 
k 

*  "  J.  HAAG. 
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1392.  —  Un  point  matériel  M  est  attiré  vers  an  point  fixe  0  par  nne  force  proporlionnelio  à  la  distance 
MO.  Il  est  lancé  avec  une  vitesse  v„  d'un  point  A.  Quel  doit  être  l'angle  de  cette  vitesse  avec  OA  pour  que  sa 
trajectoire  passe  par  un  point  donné  B?  Montrer  que  le  problème  n'est  possible  que  si  le  point  B  est  intérieur 
à  une  ellipse  qui  a  0  pour  centre  et  A  pour  foyer,  ou  s'il  est  situé  sur  cette  ellipse.  Dans  ce  cas  limite,  la 
vitesse  Vii  doit  être  perpendiculaire  k  la  tangente  on  B  à  l'ellipse.  J.  Gmou. 

1393.  —  Un  point  matériel  M  est  attiré  vers  un  point  fixe  0  par  une  force  inversement  [)roportionnellc 
au  carré  de  la  distance  MO.  Il  est  lancé  d'un  point  A  avec  une  vitesse  ro  dont  la  grandeur  est  choisie  de 
manière  que  la  trajectoire  soit  une  ellipse.  Quel  doit  être  l'angle  de  cette  vitesse  avec  OA  pour  que  le  mobile 
atteigne  un  point  B  donné?  Montrer  que  le  problème  n'est  possible  que  si  le  point  B  est  intérieur  à  une 
ellipse  de  foyers  0  et  A,  ou  s'il  est  situé  sur  cette  ellipse.  Solution  géométrique.  Construire  la  direction  de  vo. 

J.     (ilHOU. 

1394.  —  Un  anneau  pesant,  dont  on  néglige  les  dimensions,  est  assujetti  à  glisser  sur  une  circonférence 
dont  le  plan  est  vertical.  On  désigne  par  tg  o  le  coefficient  de  frottement  de  l'anneau  et  de  la  circonférence.  On 
abandonne  l'anneau  à  lui-même  dans  une  position'  .\,  telle  que  le  rayon  IIA  fasse  avec  le  rayon  vertical  abou- 
tissant au  point  le  plus  bas  un  angle  égal  à  nç  (n  étant  un  nombre  entier).  Calculer  le  nombre  des  oscilla- 
lions  de  l'anneau.  J.   lîlROD. 

1395.  — On  donne  une  parabole  à  axe  vertical  x^  —  2py  =  0.  Un  anneau  pesant  est  assujetti  à  glisser 
sur  celle  parabole.  On  désigne  par  tgo  le  coefficient  de  froltement  de  l'anneau  et  de  la  parabole.  Construire 
géométriquement  les  positions  extrêmes  où  l'anneau  soit  en  équilibre.  On  suppose  ensuite  que  l'on  abandonne 
l'anneau  ;i  lui-même  dans  une  position  extérieure  à  ces  limites.  Oiielle  doit  être  cette  position  pour  qu'il  des- 
cende jusqu'au  sommet,  et  s'y  arrête'.'  Construire  le  diagramme  de  la  vitesse  en  fonction  de  l'abscisse  et 
définir  la  position  pour  laquelle  la  vitesse  est  maximum. 

J.     ClRllD. 
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PREMIERE    PARTIE 


SUR    LA    REPRESENTATION    PARAMÉTRIQUE 
DES    CONIQUES    ET    DES   SURFACES    DU    SECOND   ORDRE 

par  M.   Bemheim,  professeur  de  mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Tours. 


/.  —  Représenlaliiin  pnramélrique  des  cmiiques. 

Soit  la  conique  définie,  en  géométrie  plane,  parles  coordonnées  homogènes  d'un  quelconque  de  ses 
points  au  moyen  des  équations 


(1) 


ou  encore 


(2) 


.r  =  al-  -h  i).  +  c, 

y  —  al'  -+■  b'I  +  c', 

;  =  a"X2  -+■  b"X  -t-  t", 

X  =^  aX*  -h  b'hu.  -\-  C[jt-, 

y  =  a'i  -  -+-  b'l\i.  -+-  c'[JL-, 

:  =  a"\-  -)-  6").  ij.  -i-  e"'ji-. 


B  feilb" 


cclc" 


J'appelle  A,  B,  C  les  points  qui  ont  respectivement  pour  coordonnées  homogènes  (a,  «',  a),  (b,  b',  b"), 
(c,  cf,  c"). 

Les  points  A,  C  sont  sur  la  courbe  et  correspondent  aux  valeurs     ;x  =  0     et    À  =  U. 

La  droite  AB  a  pour  équation     ii.v -h  vy-h  icz  =  0,     avec  les  deux 
conditions 

ua  +  va' -h  ica!'  =  0, 

ub  -+-  vb'-+-  ivb"  =  0. 

L'équation  aux  paramètres  des  points  où  elle  rencontre  la  conique 
se  réduit  donc  à     \i-  =  0  ;     donc  AB  est  lanyenle  en  A  à  /((  courbe. 
De  même  BG  est  tangente  en  C. 

Conséquences.  —  1°  Si  A,  B,  C  sont  en  ligue  droite,  la  conique  est 
cette  droite. 
2"  Si  on   remplace  a,  a',  a"  par  /.a,  ka',  l;a"  les  équations  (1)  ou  (2)  délinissent  toutes  les  coniques 
bitangentes  à  BA  et  BC  en  A  et  C  ;  de  même  si  on  remplace   b,  b',  b"  ou  c,  c',  c''  par  des  nombres 
proportionnels. 

3°  Si     b"  =  0,     le  point  B  est  à  l'infini.  Le  centre  de  la  conique  est  le  milieu  de  AG. 
4°  Si     c"  =  0,     BC  est  asymptote  de  la  conique. 
5°  Si  a"  et  c"  sont  nuls,  BA  et  BC  sont  les  asymptotes. 

Par  conséquent,  une  conique  étant  déterminée  par  les  équations  (1),  pour  trouver  son  centre  on  fait 
un  changement  de  paramètre  tel  que  le  coellicient  du  terme  en  À  dans  ;  soit  nul. 
D'après  les  princij'es  de  la  décomposition  en  carrés,  on  sait  que  l'on  posera 

2» 7  H-//'  =  0. 
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Si  on  connaît  une  racine  X  de  l'équation  a  /.--t- A'X  -t-c"  =  0,  le  changement  de  paramètre  défini 
par  l'équation    X  =  ),'-(- 9     mettra  en  évidence  une  asymptote. 

On  aurait  les  deux  asymptotes  en  faisant  le  calcul  qui  permet  de  mettre  l'équation  des  deux  droites 
a'X-+26"XY  +  c"Z-  =  0     sous  la  forme     B"X,Y,  =  0. 

Les  remarques  précédentes  sont  surtout  utiles  dans  les  équations  à  coefficients  numériques  pour 
reconnaître  a  priori  des  propriétés  de  la  courbe. 

Exemples.  —  Trouver  le  centre  de  la  conique 

/    X  =  >-■■!  ■+-  2).  —  1 , 
(3)  y  =.2).^ +  4). -4, 

f    ;  =  V2  _  2X  -H  5. 
Posons    ).  =  l-i-B,     les  équations  s'écrivent 

■  X  =  II-  -+-  40  -+-  2,- 
y  =20-'-+- 8e -H  2, 

Le  centre  est  le  milieu  de  la  droite  joignant  les  points  de  coordonnées  homogènes  (1,  2, 1)  et  (2,  2,  4). 

Soit  la  courbe 

[    a-  =  2X2  — 2X  — 1, 

(i)  <  ij  =  xii-hl, 

f . =X_l; 

elle  passe   par  les  points   A(2,  1,  0),      G(— I,     1,     — 1),     et   le    pôle   de    cette  droite  est  le  point 
B(— 2,  0,  1). 

AB  est  donc  une  asymptote  ;  son  équation  est  — — -^  =  -7-- 

2  1 

La  courbe 

/    a;  =  X2  -H  3X  —  4, 

(5)  y  -l-  —  U-^i, 

a  pour  centre  le  point  (3,     — i,     .'i)  ;     ses  asymptotes  passent  par  les  points  A(1,1,0),     B( — 4,     1,  0). 
Les   résultats  précédents  s'appliquent  tous  au  cas  d'une  conique  définie  en   géométrie    à   trois 
dimensions  : 

X  =  aX^  -h  6X  -+-  c, 
y  =  a'Xî  H-  i'X  -+-  c', 
Z  =  a"l^  -h  6"X  -h  c", 
/  =  o"'X-  +  6"'X-i-c"'. 
Les  points  .\  el  C.  de  coordonnées  homogènes  a,  a',  a",  a"'  et  c,  c',  c",  c'"  sont  sur  la  courbe,  et  les 
langcnles  en  ce»  points  se  coupent  au  point  B(A,//,  //,  b'").  On  constatera,  par  exemple,  qu'un  plan  quel- 
cuni[ue  passant  par  BC  coupe  la  courbe  en  deux  points  confondus  en  A,  par  un  calcul  analogue  à  celui 
déjà  fait.  Si     b"  =  0,     le  milieu  de  AC  est  cenire  ;  si     c"  =  0,    BC  est  une  asymptote;  etc.. 
La  conique  se  réduit  à  une  droite  si  A,  B,  G  sont  en  ligne  droite. 

//.  —  /{eprésenlalion  parainélrique  des  surfaces  du  second  ordre. 
.Il'  r.qqu'lle  que  si  les  équations 

f,[x,y,z)  =  0,  (i=l,2,  3,  4) 


cy  -hd. 

c'y  -f-  d', 

c'y  +  d". 
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sont   les  équations   en    coordonnées   homogènes   de   quatre  coniques  passant  par  deux  points  P,  P', 

les  équations 

X  =  /ux,  y,  :), 

\    Y  =  A(x,  y.  .), 

{    T  =  f,(x,  y,  z) 
définissent  une  surface  du  deuxième  ordre. 

A  tout  point    m   du  plan,  de  coordonnées  x,  y,z,  correspond  un  point  M  de  la  surface  (S).  Il  y  a 
exception  si  m  est  pris  sur  PP'  : 

Si  m  ne  coïncide  ni  avec  P  ni  avec  P',  M  est  un  point  de  S  qui  reste  fixe  quand  m  décrit  PP  ; 

Si  m  est  en  P,  M  décrit  une  droite  de  (S)  ;  de  même  s'il  est  en  P'. 

On  dit  que  m  est  l'image  de  M. 

Comme  on  peut  supposer  que  les  points  fixes  P,  P'  sont  sur  la  droite  de  l'infini,  nous  écrirons  les 

équations  de  la  surface  sous  la  forme  suivante  : 

X  =  a(ax-  4-  2^X1/  -+-  -ly-)  +  bx 

Y  =  oYoa;-  -I-  2pj;w  -t-  yJ/*)  -+■  b'x  ■ 
(2)  < 

'   Z  =  a"{ix-  -+-  'iixy  -h  yi/-)  +  b"x 

T  =  a"'{»x2  +  H'^xy  +  yy-)  h-  b"'x  -i-  c"'y  -+■  d'". 
Appelons   encore    A,  B,  G,  D    les   points   dont   les    coordonnées  homogènes  sont  (a,  a',  a',  a'"). 
(b,b',b",b"'),  etc.. 

Pour  avoir  une  courbe  de  la  surface,  j'établis  entre  x,  y   une  équation     y  —  o{x)  ;    j'obtiendrai  la 
courbe  (Ci)  dont  l'image  est  la  courbe  d'équation    y  =  ç.(a,). 

Je  remplace  y  par  mx  ;   les  équations  ("2)  définissent  la  courbe 

X  =  ah-x-  -i-x{b  H-  cm)  4-  d, 
Y  =  a'h-x-  ■+-  xUi'  +  c'm)  -+-  d', 

(•^')         ^Z= 

T  = 

On  voit,  d'après  ce  qui  précède,  que  cette  courbe  passe  par  les  points  A,  D  et  que  les  tangentes  en 
ces  points  se  coupent  au  point  de  coordonnées     b  +  cm.,     b'  -^c'm,  . .  .     c'est-à-dire  sur  BC. 

Donc  A  et  D  sont  sur  la  surface  (2)  et  les  plans  tangents  en  ces  points  se  coupent  suivant  la 
droite  BC. 

On  en  déduit  les  conséquences  suivantes  : 

1°  Si    b"  =■  c'"  =  0,     (nous  dirons  que  la  conique    ï  =  0    est  rapportée  à  son  centre)  les  plans 
tangents  en  A  et  D  sont  parallèles.  Le  milieu  de  AD  est  centre  de  la  surface. 

Pour  trouver  le  centre  d'une  surface,  on  cherchera  les  coordonnées  x',  y'  du  centre  de  la  conique  T 
et  on  fera  la  transformation  x  =  x'-\-Xi,  y  —  y'-^y^-        JT    ^ 

2°  Si  la  conique  T  se  compose  de  deux  droites,  le  centre  estàl'infinr;  la  surface  est  un  paraboloïde. 
3°  Si  les  quatre  points  A,  B,  C,  D    sont  dans  un  même  plan,  la  surface  se  réduit  à  un  plan,  c'est-à- 
dire  que  tous  ses  points  se  trouvent  sur  une  conique.  " 

Exemples.  —  La  surface 

X  =  a(a;2  4- )/2) -i-26x+2ci/ H-ci^  *"  ^ 

Y  =  a'{x-  -t-  y-)  -+-  26'j?  -H  2c'i/  M-  rf',  ■     «" 

Z  =  a  (a;-  -+■  y-)  ■+■  2é "x  4-  ^c"y  -h  d', 

T  =  a"'[(x— a)2+(2/— S/^j 

est  un  paraboloïde.  y 
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Faisons  la  transformation    a- 


i-t-j,-,,     y  =  ^  +  y,  ;     les  équations  précédentes  s'écrivent 
«(^i  -+■  yï)  -+-  -*i^i  -1-  2ci  j/i  -H  rfi, 


Y  =  a'{xl  -+-  y 2)  -i-  2é;x,  -t-  2c;  yi 

Z  =  a"(x-,  -+-  yx)  -+-  26Î.Ti  4-  Sc^î/i 

T  =  a"'(a;?  +  yî). 
Nous  mettons  en  évidence  les  points  appelés  A,  B,,  C,,  D,. 

La  droite  B,Ci  et  la  droite  ADi  sont  conjuguées;  B,Gi  est  à  linfini,  donc  AD,  est  un  diamètre. 
La  surface 


2cij  - 
■  2c'y  - 
•  2c:"y  - 
-  2c'" j/  - 


d, 

d', 

-d", 

-  d"  =  a-(x  —  y  —  a)(a;  —  y  -  ?) 


X  =  a(x"-  —  y^)  +  2hx  - 
Y  =  a'{x^  —  x/)  H-  Wx  - 
Z  =  a'{x^-  —  y 2)  -h  <ib"X' 
T  =  a"'{x-  —  y-)  -f-  2é"'x  - 
est  un  paraboloïde. 

La  courbe  de  cette  surface  ijui  a  pour  image  la  droite  d  équation      a-  —  y  —  a  =  0      est  la  courbe 
X  =-  aï(2y  -I-  a)  -f-  26(y  -h  oc)  -H  cy  -t-  d, 

Y  =  a'=<(2y  -i-  x)  +  2i'(y  H-  »)  -^  c'y-*"  d', 
Z  =  a"a(2y -h  a)  -+-  2AXy  -i-  a)  +  c'y  -t-  d", 
T  =  0. 

C'est  une  droilu  à  Tiulini.  Elle  passe  par  les  points  de  coordonnées     a,  a',  a',  0     et     m,  m\  m",  0     en 
posant     m  ^  aa- -i- iî6x -t- rf,     etc. 

Un  plan  directeur  a  pour  équation 

X     y     z 

a     ti'     (t"      —  û. 
m    m'    m' 

Si  la  surface  est  représentée  par  les  équations 

i   X  =  axy  -+-  bx  -h  rij  -+-  d, 
)  Y  =  a'xy  -+-  b'x  +  c'y  -+-  d , 

Z  =    a'xy  ■+-  b'x  +  c'y  +  d", 

T  =  n"'ary  -+-  b"'x  -V-  c"y  +  d"\ 

la  courbe  de  cette  surface  qui  a  pour  image  la  droite     x  =  0     est  la  droite 

X  =  cy  -t-  d, 
Y  =  c'y-hd', 
etc.  .  . 
c'est-à-dire  CD.   Donc  CD  et  par  conséquent    RD    sont  sur  la  surface  ;  il  en  est 
donc  de  même  de   AB  et  de  AC. 

La  surface  précédente  passe  donc  (lar  les  cotés  de  ABCD  : 
C'est  un  parabolo'ido  si  l'équation    T  =  0    représente  deux  droites. 
On  sait  que  dans  ce   cas  les  plans  directeurs  sont  parallèles  aux   plans 
menés  par  un  des  ct'dés  de  ce  quadrilatère,  parallèlement  au  coté  opposé. 
Un  diamètre  est  la  droite  joignant  les  milieux  des  diagonales. 
/tcvuiiv/iic.  —  La  surface  S  étant  définie  par  les  équations 

X  =  a{ax^  ■+■  2âay  +  vyS)  -i-  bxz  -+■  cyz  -+-  dz-, 

Y  =  a'{M'  -+-  2?xy  -f-  yy*)  -t-  b'xz  ■+■  c'y:  -+■  d'z-, 


(S) 


Z  = 

T  = 
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On  oblient  immédiatement  l'équation  de  l'image  de  la  section  par  une  des  faces  du  télraèdre  ABGD. 
Le  plan  AGD  a  pour  équation     u\  -f-  uY  -i-  m'Z  -h  rT  =  0     avec  les  conditions 

un  -H  va'  -+-  wa"  -+-  va"  —  0, 

uc  -+-  vc'  4-  >i'c"  -H  '■'■'"  =  0, 

ud-\-vd'-h =  0. 

L'image  de  la  section  par  ce  plan  a  pour  équation     wX  +  uY -t- u'Z  +  rT  =  0    qui  se  réduit  à    .r:  =  0. 
De  même  les  images  des  sections  faites  par  les  plans  ABD,   BCD,   ABC    ont  pour  équations 

ip  =  n,  XX-  -+-  2?.ri/  +  fif-  =  0,  :-  =  0. 

Ces  remarques  permettent  d'étudier  avec  plus  de  détails  la  surface  (S). 


SUR  LE  DEVELOPPEMENT   DE  TAYLOR 

p.ii-  M.  V.  Janiet.  à  Marseille. 


On  sait  que  dans  le  développement  d'une  expression    telle  que    /(x,) -i- //)     d'après  la  formule  de 
Taylor,  l'expression  du  terme  complémentaire  est  la  suivante 


(1)  -V    r^\-ro^h-z)"r^'{z] 


Cette  proposition,  due  à  Cauchy,  peut  s'établir  très  simplement  comme  il  suit. 

Supposons  que  dans  un  certain  intervalle,  contenant  la  valeur  spéciale  Xi  de  la  variable  :.  la 
fonction  /'(:)  ait  une  suite  indéfinie  de  dérivées  pour  chaque  valeur  de  la  variable.  Dans  cet  intervalle, 
la  fonction  de  x  ci-après  : 

nxo  -  fix)  -  ^i^  n-) ^^^  r\-) + J'[  -^^vr-  ^'"'^'^^'^= 

aura  elle-même  une  dérivée,  et  l'on  constate  que  cette  dérivée  est  nulle.  Donc  cette  fonction  conserve, 
dans  tout  l'intervalle,  la  valeur  qu'elle  prend  pour  une  valeur  spéciale  de  la  variable,  par  exemple  pour 
x=Xi.     Donc  elle  est  nulle,  et  l'on  en  conclut: 

(2)       f{x,)  =  nx)  -^  ^^n-r) + ■  --  i^i^  /•"(.•)  +  ["  i^^i^r^'iz)dz . 

C'est  bien  la  formule  de  Taylor,  avec  un  terme  complémentaire  dont  l'expression  n'est  autre,  aux 
notations  près,  que  l'expression  (1). 

Dans  les  cours  de  mathématiques  spéciales,  une  démonstration  classique  fait  connaître  l'expression 
du  terme  complémentaire  sous  la  forme 

(.r,  —  x)"-+'(l  —  <iyf"+^[x  H-  o(a-,  -  x)] 
n  1 
C'est  exactement  la  forme  qu'on  trouve  en  considérant  l'intégrale  qui   figure  dans  la  formule  (2) 
comme  une  fonction  de    .t,  continue,  ainsi    que  sa  dérivée,   dans  l'intervalle     xi  —  x,     et  qu'on  lui 
applique,  relativement  à  cet  intervalle,  la  formule  des  accroissements  finis. 
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SUR  LES   CONIQUES 

[Suite  de  théorèmes.) 
par  M.  T.  Lemoyne,  k  Troyes. 


1.  —  Théorème  fondamentai,.  —  Quand  trois  coniques  d'unméme  plan  ont  deux  points  communs,  les 
trois  droites  qui  joignent  les  autres  couples  de  points  de  rencontre  sont  concourantes. 

2.  —  tSi  par  les  extrémités  X  et  B  d'une  des  cordes  communes  A  deux  coniques,  S  et  S',  on  mène  deux 
droites  AO,  BO,  qui  rencontrent  respectivement  les  coniques  S  et  S',  en  a,  p  et  a',  p',  les  deux  cordes  aâ  et  a'^', 
interceptées  dans  chaque  conique,  se  coupent  sur  la  seconde  corde  CD  associée  â  AB. 

3.  —  Lorsque  deux  coniques  S  et  S'  se  coupent  en  quatre  points  A,  B,  C,  D,  les  droites  AB,  CD  et  les 
quatre  cordes  interceptées  dans  chacune  des  coniques  par  les  tangentes  en  A  et  B,  puis  en  Cet  D  à  l'autre 
sont  six  droites  concourantes. 

4.  —  Lorsque  deux  coniques  se  touchent  en  un  point  0,  si  de  ce  point  on  mène  deux  droites  OP  et  OQ, 
elles  interceptent  dans  les  coniques  deux  cordes  qui  secoupent  sur  la  sécante  commune  à  ces  deux  coniques. 

5.  —  Si  par  le  point  de  contact  de  deux  coniques  qui  se  touchent,  on  mène  une  droite  quelconque ,  les 
tangentes  aux  points  oii  elle  rencontre  les  deux  coniques  se  coupent  sur  la  corde  commune. 

On  énoncera  facilement  ces  deux  théorèmes  4  et  5  dans  le  cas  de  deux  coniques  bitangentes,  etc. . . , 
ainsi  que  tous  les  théorèmes  corrélatifs. 
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Mathématiques. 
1322.  —  On  considère  la  courbe  (G)  dont  réijuation  en  coordonnées  rectangulaires  est 

1 


y 


i 


1°  Soit  A  celui  des  points  d'inflexion  de  cette  courbe  dont  l'abscisse  est  négative.  Entre  quelles  limites  le 
coefficient  angulaire  m  d'une  sécante  menée  par  le  point  A  doit-il  être  compris  pour  que  cette  sécante  ren- 
contre la  courbe  (G)  en  deux  points  réels  A',  A"  aut7-es  que  le  point  \'?  Comment  sont  placées,  par  rapport 
à  la  courbe  (C),  les  droites  limites  entre  lesquelles  la  sécante  doit  être  comprise  '.' 

2°  On  mène  par  le  point  A  une  tangente  à  la  courbe  (C),  en  un  point  B,  autre  que  le  point  A  ;  évaluer 
l'aire  comprise  entre  la  droite  AB  et  la  courbe. 

3°  Quel  est  te  lieu  (D)  du  milieu  des  points  A',  A"  quand  la  sécante  tourne  autour  du  point  A?  On 
ne  figurera  que  la  partie  du  lieu  qui  correspond  n  des  points  d'intersection  réels,  et  on  déterminera  les  coor- 
données des  points  communs  aux  courbes  (C)  et  (D). 

1°  Nous  aurons  les  abscisses  des  points  d'inflexion  de  la  courbe 

_        1 
■'  ~   1  H-  X- 
en  annulant  la  dérivée  seconde  de  '/  par  rapport  h  x  ;  nous  aurons  ainsi  successivement 

—  2a:  „         6a:»  — 2 


(iH-a:^)'^  ^  (1-t-x'O' 
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et  3a-  -1=0. 

1  3 

Donc  l'abscisse  du  point  A  est    .r  =  — -^    et  alors  rordonnée,     y  =  y 

Cela  posé,  menons  par  ce  point  une  droite  quelconque  de  coefficient  angulaire  m, 

et  cherchons  les  abscisses  de  ses  points  de  rencontre  avec  la  courbe  ;  nous  aurons  l'équation 

4m(x-h-^)(a;2-t-l)  +  3.r^  — 1  =0, 
ou 

Cette  équation  admet  visiblement  la  racine ^    et  se  réduit  ensuite  à 

'im{x'-^i)-^3(x— --^)  =0, 
qui  donne  les  abscisses  des  points  A   et  A".  Pour  que  celles-ci   soient   réelles,  il  faut  que  la  quantité 


73 


sous  le  radical  soit  positive,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

64m^  — 16v/37n  — 9<0; 

ceci  exige  que    m    soit  compris  entre  les   deux  racines  du   trinôme,  c'est-à-dire  entre     m'  = 

,-  _    3^3 
*" ^ —     La  seconde  valeur  correspond  à   la  tangente   d  inflexion  en   A,    comme  il  est  facile  de 

s'en  assurer  en  vérifiant  que  l'équation  du  second  degré  en  .r  admet  alors  la  racine  double     x  = —  . 

v3 

La  première    correspond  à  l'autre   tangente  issue  de  A,   car  l'équation  en   x   admet  aussi  pour 

-  v/3  '  _ 

m  —  — - —    une  racine  double  ;  celle-ci  est    a-  =  v'3  ;     c'est  l'abscisse  du  point   B    dont  il  est  parlé 

o 

dans  la  seconde  partie. 

Traçons  ces  deux  droites  AC  et  .\B  :  pour  que  la  sécante  menée  par  A  rencontre  la  courbe  en  trois 
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points  réels,  il  faul  pI  il  suffit  qu'elle  soit  comprise  entre  AB  et  AC,  dans  l'angle  où  se  trouve  la 
parallèle  AX  à  Ox. 

2°  L'équation  de  la  tangente  au  point  (x,  y)  est 

\  —  y  =  y'(X  —  x) 
ou 

Elle  montre  immédiatement  que  par  un  point  donné  (X,  Y)  il   passe  quatre  tangentes  à  la  courbe, 
ce  qui  ne  doit  pas  nous  surprendre  puisque  la  courbe  est  une  cubique  ayant  un  point  double  à  tangentes 

Kl         1        3  ^ 
imaginaires   situé  à  l'inûni  sur  Oj/.   Si    on  exprime  que  la  tangente  passe  au  point     Al —,    — -  j, 

on  obtient  l'équation 

v/3(a;'  H-  1  )(3a;-  —  J)  —  Sx{r^i  +  1  )  =  0  ; 

cette  équation  admet  visiblement  la  racine     .r  = -^     et    devient,    après  suppression  du  facteur 

x^-i  H-  1, 

3x'  —  <J'6x-  —  ox  —  l  =  0  ; 

celle-ci  admet  encore  deux  fois  la  racine —    et  une  fois  la  racine     .t  =  \/3.     Il  en  résulte  que  par 

le  point  A  on  peut  mener  quatre  tangentes  dont  trois  sont  confondues  avec  la  tangente  au  point  d'in- 
tli'xion  et  dont  une  est  tangente  à  la  courbe  au  point  d'abscisse  }/S.  Ce  point  est  le  point  B,  déjà  ren- 
contré ;  il  a  pour  coordonnées 

X  =   yfS,  y  —  —. 

H'  dx 

L  aire  ,h  comprise  entre  la  courbe  et  la  droite  AB  est  égale  à  la  valeur  de  l'intégrale    /         , 

/      1    1  -{-X- 
-  -^ 
diminuée  de  1  aire  du  trapèze  ABAB'.  Elle  a  donc  pour  expression 


f 


dx 


^_  1  -t- 


1/3         1  \  /  ,-        1   \ 


arclg^S  +  arctg-^--^. 
On  a  donc 

3°  Les  abscisses  des  points  A'  et  A"  sont  données  par  l'équation 

Amx-  ■+■  3x  -H  Am  —  v^S  =  0, 
3 
leur  demi-somme  est     —  -—  ;    les  coordonnées  du  milieu  de  A'A"  sont  donc  fournies  par 


8m 


et  nous  aurons  le  lieu  do  ce  point  on  éliminant  ?»  entre  les  deux  t>quations.  Ce  calcul  donne  l'équation 

(8v  -  3).r  -f-  /3  =  0, 
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qui  représente  une  hyperbole  équilatilTc  ayant  pour  asymptotes  les  deux  droites    x  =  0    et    V  ~  ~â  ' 
Cette  hyperbole  passe  aux  deux  points  A  et  B  et  touche  la  courbe  donnée  au  point  A;  elle  rencontre 

l'axe  des  x  au  point    x  =  — =r,     projection  du  point  d'inflexion  de  droite  sur  Ox. 
v3 

11  n'y  a  qu'à  se  rappeler  quelles  sont  les  droites  qui  rencontrent  la  courbe  en  deux  points  réels  pour 
voir  que  les  arcs  BD  et  AE  sont  les  seuls  (]ui  correspondant  à  des  points  d'intersection  réels. 

G.  DULIMBERT,  à  Grenoble. 

Bonnes  solutions  :  M.niemoiselle  Kugi'nie  Grecescu  :  MM.  Bbos,  fi  Albi  ;  .1.    IIaag,  élève  à   l'Hcole   normale   supérieure; 
P*RBOii -,  CoTTï,  ;i  Dijon;  Unallor  Lerrani  ;  R.  Javelot,  à  Lille. 
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1334.  —  On  considère  les  li-iang les  A.BC  inscrits  dans  ttne  ellipse  et  dont  les  hauteurs  sont  normales  à 
l'ellipse  en  des  points  autres  que  A,  B,  C. 

i"  Le  cercle  circonscrit  à  un  de  ces  triangles  rencontre  l'ellipse  en  un  rjuatrième point  D.  Prouver  que 
l'orthocenlre  H  du  triangle  ABC  est  le  point  de  Frégier  relatif  à  la  normale  en  U  à  l'ellipse. 

2°  Trouver  les  lieux  de  l'orthocentre  H,  du  centre  de  gravité  G  et  du  centre  w  du  cercle  circonscrit, 
quand  le  triangle  ABC  varie.  Trouver  l'enveloppe  des  côtés  de  ce  triangle. 

l"  Désignons  par  a\,,  y»  les  coordonnées  de  D,  quatrième  point  commun  à  l'ellipse  (E), 
E  ^1  b-x-  -+-  a'-y'^  —  a^i-  =  0 

et  au  cercle  (C)  circonscrit  à  l'un  des  triangles  ABC. 

L'hyperbole  équilatère  (H),  circonscrite  au  quadrangle 
ABCD,  a  une  équation  de  la  forme 

(d)       {x-Xo}{x-c^)-{y-y,){y-?)  =  0, 
car  elle  doit  être  vérifiée  parles  coordonnées  du  point  D. 

Cherchons  alors  l'équation  d'une  conique  passant  en  A, 

B,  C  et  non  en  1).  11  nous  faut  pour  cela  éliminer    x  —  .r,„ 

y  — y»    entre  l'équation  (1)  et  l'équation  de  l'ellipse  écrite 

ainsi 

è-(x—  x,){x  -+-  a-,,)  +  a\y  —  ;/„)(!/  h-  î/„)  =  t). 

Nous  trouvons 

(2)     h\x  H-  .r„)(!/  —  ?)  -H  a:\y  -+-y,)(x  —  a)  =  0. 

C'est  une  hyperbole  équilatère  (K)  ayant  ses  asymptotes  parallèles  aux  axes  de  (E)  et  passant 

comme  l'hyperbole  (H)  au  point  de  coordonnées  a,  ^.  Ce  point  est  donc  l'orthocentre  H  du  triangle  ABC. 

Cela  posé,  nous  aurons  l'équation   aux  coefficients  angulaires  des  hauteurs   du  triangle  ABC    en 

remplaçant  dans  (1)  et  (2)  ï  et)/  respectivement  par    a+p,     §4-wi?,     puis  éliminant  o  entre  les  deux 

relations  obtenues.  Il  vient  de  cette  manière,  en  posant    a^--{-b-  =  rfS 

/•(m)  =  b%x, -H a)m^  +  [a%y„  -t-  S)  +  d'{y,  —  ^)]m-  -  \l>\x,  +  »)  +  d\x^  —  a)]m  —  a\y„  -4-  ?)  =  0. 
11  suffit  maintenant  d'exprimer  que  les  trois  racines  de  cette  équation  satisfont  à  l'équation  aux 
coefficients  angulaires  des  pieds  des  normales  menées  de  H  à  l'ellipse 

F(m)  =  6^a-m*  —  1b-J^ni'  +  (rt'-i-  +  b-^-  —  c')m-  —  2a-a^m  -+-  a^i'  =  0. 
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On  voit  qu'on  doit  avoir 

[«'(Vo  -H  W»»  -  r-{^o  -+-  «)]/■(»»)  =  {^0  +  »)(yo  +  WF(m). 
Egalant  les  coefficients  de  >n^  m"  el  mi  respectivement  dans  les  deux  membres,  il  vient  après  quel- 
ques réductions 

b'-^'-xl  —  {a"-  -+-  d'yyl  —  2//^a^a-„i/„  —  Srf-a^^y^  =  0, 

[ 2o?-(a-  +  a=)  —  c*]ir„T/„  -h  (2rf-a2  —  c*)p.r„  +  (2rf^^-  —  c»)aj/„  —  c'a^  =  0. 
Si  l'on  retranche  les  deux  premières  relations,  on  obtient 

(3)  (  ,âT„  +  ar/„  +  2<i)(px„  ^  av„)  =  0, 

et  si  on  les  ajoute,  après  les  avoir  multipliées  par  a-  et  b-  respectivement, 

(4)  6^i-.r„rx„  H-  a)  -  a^o.=y„(y„  +  p)  =  0. 

Examinons  d'abord  la  relation  pa;„ -v- ay,, -t- 2ap  =  0.  Elle  s'écrit  également  p(a;o  +  «) -f- a(?/o  ■+- P)  =  0, 
et  en  tenant  compte  de  (4)  devient  b^'^Xf,  -\-a-7.]j„  =  0.  Or  si  l'on  se  reporte  à  l'équation  (2)  de  l'hyper- 
bole (K),  on  voit  que  c'est  précisément  la  condition  pour  que  cette  courbe  passe  au  centre  de  l'ellipse 
(E).  Conime  elle  a  ses  asymptotes  parallèles  aux  axes  de  (E),  il  en  résulterait  que  les  normales  en  A. 
B,  C  seraient  concouiantes  en  II.  Ce  cas,  qui  correspond  à  un  problème  ditTérent  du  proposé,  doit  être 
écarté. 

Il  reste  alors  la  condition 

(3')  pr„-.y„  =  0 

qui  permet  d'écrire  en  place  de  (4) 

(4')  h^Xai—  ?/„  -h  g)  —  a-yj—  a;„  -h  a)  =  0. 

Quand  on  regarde  a,  i  comme  des  coordonnées  courantes,  les  équations  qui  précèdent  représentent 
deux  droites  ;  la  seconde  est  la  normale  en   D(X|,,  !/„)  à  l'ellipse  ;  et  la  première  la  corde    D,Ds,    symé- 
trique de  OD  par  rapport  aux  axes,  corde  évidemment  vue  du  point  D  sous   un  angle   droit.    Le  point 
H(a,  P)  est  donc  bien  le  point  de  Frégier  relatif  à  la  normale  en  D. 
2"  Les  conditions  (3')  et  (4')  donnent  facilement 

X,,  '/„  d-  , 

(5)  —  =  ~-  =  — r-  [d-  =  n-  -1-  //') 

■J.  —  |i  C" 

Lieu  de  L'oRTiiocR.NTitE.    —    Pour  avoir    son    équation,    il    n'y    a    qu'à    porter   dans    la    relation 
b-xl  4-  d-yl  —  a-b^  =  0     les  valeurs  de  .lo  et  i/„  tirées  des  formules  (5).  On  a  ainsi 

~c^^l^~'d}  ~  '^' 
C'est  une  ellipse  homolhétique  et  concentrique  à  (E). 

Lieu  du  UAincENritK.  —  Si  l'on  utilise  les  relations  (5),  on  peut  écrire  les  équations  des  hyperboles 
(n)et(K): 

il  =  c-{x-  —  )/2)  _  2a'-ax  -  2ft'fii/  -f-  rf-(a-  +  p=)  =  0, 

/  b^c^            \            I  ff'f'  \ 

K  —  r'.Tf/  —  (  -y-  4- a»    Se  —      -~-^ b"-    a»/  -+-  c-ap  =  0. 

On  forme  lacilinienl  les  équations  aux  abscisses  et  aux  ordonnées  des  points  communs  aux   deux 
courbes  : 

rf^.r'  — 2(a=    I  (/^)ïi» -+-■■•  =  n, 

et   en  reniar(|uant  que  le  quatrième   point  d'interjection    des  deux  hyperboles  est  II  (a,  p"),  on  a  pour 
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les  coordonnées  du  barycenlre  du  triangle  ABC 

il-  a-  a-  d- 

Le  lieu  du  barycentre  est  donc  l'ellipse  coaxiale  à  (Ej 
.X-  rj- 


a-(3a--t-é-)-         b^{;ib^  +  a-)-        M^ 


=  0. 


LiEV  DU  CENTRE  DU  CERCLE  CIRCONSCRIT.  —  On  Obtient  immédiatement  l'équation  du  cercle  en  formant 
la  combinaison    2E-i-H  =  0,     ou 

d-{x-  -+-  y-)  —  2o-M'  —  2/;-^/y  —  la-b-  -t-  rf-(a-  +  ^j  =  0. 

d'y.  6-3 

Le  lieu  du  centre    x  =  ——■■,     y  =  ——    est  1  ellipse 

a''        b^        d* 

Enveloppe    des   côtés.   —    Les    coniques    dégénérées    du    faisceau   des    byperboles    équilatéres 
XH+  |JiK  =  0    sont  constituées  par  les  côtés  du  triangle  ABC  et  les  bauteurs  correspondantes. 
L'équation  de  l'une  d'elles  peut  s'écrire 

F  ^  [ux-i-  v>j-\-w)[v(x  —  ï)  —  u(y  —  i)]  =  0. 
En  l'identitiant  ii  une  hyperbole  du  faisceau,  on  a  immédiatement  ).  et  [i 

e-F  ^  îU'H  —  («-  —  y-  )K. 
Puis  égalant  les  coefficients  de  x  et  de  7  dans  les  deux  membres,  il  vient 

c\u(u'^—  vot}-\-vir]  =  — 2a-uya-t-  j  — — --t-a'-Vu-  —  v'-)^, 

c-[v{u^  —  v%)  —  uw\  =  —  262mu3+  I  -— bA{v}  —  v^)i. 

On  tire  de  ces  équations,  linéaires  en  ï,  3, 

—  c'uuib'V  —  d'v^)  ,         c'-ow{a^U  —  rf-w») 


U(2a26HJ  —  rf'V)  '         U(2a-62U  -  d'Y) 

a^M^  +  ô-y^        ,,  b-u'-ha-o- 

—  '  et  7- =  \\ 


a*         3-         c' 

et  il  ne  reste  plus  qu'à  porter  ces  valeurs  de  »  et  3  dans  la  relation -v- =0    nour  avoir 

a'^        h-        d""  *^ 

l'équation  tangentielle  de  l'enveloppe  cherchée.  On  y  apen;oit  immédiatement  la  présence  du  facteur  U 

et,  après  sa  suppression,  il  reste 

\]^laVi-\]  -  d'S  ■;-  —  d'V-w'  =  0 
ou 

/■(u,  y,  ir)  =  (rt»u2  H-  h-v-j[ku-  -1-  By'j-  —  (A-m-  +  a-o')'»'^  =  0, 
en  posant,  pour  abréger  l'écriture, 


K-^)  =  '^-     «t-^)  =  »- 


Sous  la  forme   précédente,  l'équation  est  visiblement  irréductible.  L'enveloppe  des  côtés  du  triangle 
ABC  est  donc  une  courbe  de  sixième  classe,  admettant  pour  tangente  quadruple  la  droite  de  l'infini,  et 
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pour  langenles  doubles  les  droites  issues  de  rorigine 

Au^  -i-  Bu^  =0,  w  =  0. 

Il  est  aisé  d'avoir  l'ordre  de  la  courbe.  On  peut,  en  effet,  exprimer  les  coordonnées  u,  r,  w  d'une  de 
ses  tangentes  en  fonction  d'un  paramètre  en  posant 


sin  ©  ,  Aô-  cos"  < 


6  6*  cos-  o  +  a'  sin-  ti 

et  il  sutlit  de  transporter  ces  valeurs  de  it,  u,  w  dans  les  expressions  des  coordonnées  du  point  de  con- 

f  f, 

tact  de  la  tangente,    x  =  ~,     y  ~  -yr,    pour  avoir  la  courbe  sous  forme  paramétrique  : 

acosc)(rf*'V2  — Co-6-V +  46')  _   6  sin  &((/'¥-  — 60-6- V -h  4a') 


1 

;  V  = -— —  (6*cos^o -T- a'sin- o). 

a-b- 

Ces  formules  deviennent  unicursales  quand  on  pose 

il  1— «- 


1  -h  /-  •         1  +  f- 

et  l'on  aperçoit  alors  que  l'enveloppe  est  du  dixième  ordre. 

Très  bonnes  solutions  de  MM.  .1.  Haag  et  Ch.  Lattes,  élèves  à  l'École  normale  supérieure. 
Remarques  géométriques  intéressantes  faites  par  les  mêmes. 


VASNIER. 


PHYSIQUE 


1 
1336.  —  Un   moteur  dcveloppanl   une  puissance  utile  de  de  cheval  fait  tourner  une  machine 

100 

électrique  dont  l'un  des  pôles  est  au  sol  et  l'autre  en  communication  avec  une  batterie  de  3  condensateurs 

12  5. 

réunis  en  cascade  et  dont  les  capacités  sont  respectivement  de   -rrr-»  et    ■  de  microfarad.   La 

100       100  100 

dernière  armature  de  la  batterie  est  au  sol  et  les  deux  armatures  extrêmes  sont  reliées  d'autre  part  à  un 

excitateur  dont  la  distance  explosive  correspond  à  une  différence  de  potentiel  de  8500  volts.  Cet  excitateur 

fournit  5  étincelles  par  seconde.   Calculer  la  chaleur  dégagée  en  une  seconde  par  les  frottements  de  la 

machine. 

On  sait  f/ue  le  cheval-vapeur  représente  75  kdogrammètres  par  sccandc 

L'inverse  de  la  capacité  d'une  batterie  de  condensateurs  réunis  en  cascade  est  égale  à  la  somme 
des  inverses  des  capacités  de  ses  éléments.  La  capacité  C  de  la  batterie  proposée  est  donc  donnée  par 
l'égalité 

_L.100-.'fVJ^^i70, 

d'un  •'.  =  -——  de  microfarad  =  -— —  de  farad. 

•  70  1 70 

It'autre  part,   l'énergie  t'lectrii|nc  d'un  conilcnsaleur,  on  fonction  de  sa  capacité  et  de  la  dilTérence 

1 

(le  potiMiliel  V  (le  ses  arnialuies,  est  égale  à   — GV. 
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L'énerfjie  dépensée  dans  les  o  décharges  qui  ont  lieu  par  seconde  sera  donc 

—  X^^— X8500-  =  1,0625  joule. 

Or,  en  une  seconde,  le  travail  fourni  par  le  moteur  est 

0,7o  kilogrammètre  =  0,75x9,81  joules  =  7,3o7b  joules. 
Donc  le  travail  dépensé  par  les  frottements  de  la  machine  en  une  seconde  est  égal  à  la  différence 
7,357b  — 1,0623  =  6,293  joules,  et  la  quantité  de  chaleur    en  laquelle  se  transformera  ce  travail  sera 

6,293 


4,18 


1,51  petite  calorie. 


M.  L.\URENCE. 


Nous  avons  reçu  une  autre  solution  exacte,  non  signée. 
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540.  —  Evaluer  les  déterminants 
!       1      i 

1        u        ui- 
1         0,=       w 

54t.  —  On  considère  le  déterminant  suivant 
1  1 


1 


1 
P' 


zéros 
I       0     0""TTrr  0 


I     0     I» 


ip^  11)1   (p  ^  I!  —  1 1  : 


(2p-(->l)!     '      ■  p 

Combien  ce  déterminant  a-t-il  de  termes  non  nuls.  .Montrer  (|ue  le  plus  grand  terme  est  le  terme  principal. 
542.  —  Étudier  la  série  de  terme  général 


h'—  nU»  — 37 

543.  —  Étudier  la  série  dont  le  terme  général  est 

Cette  série  est-elle  convergente  ? 

544.  —  Ktudier  la  série  dont  le  terme  général  est     M,  = — -,     eïcepté  pour     n  =  puissance  de  10    où     u,  =  - 

545.  —  Étudier  la  série  de  terme  général     «„  =  -^    quand  n  ncst  pas  cube  parfait,  et  de  terme  général     m,  =: 
quand  il  est  cube  parfait. 

546.  —  On  considère  la  série  de  terme  général 


\/n 


/      A B  C      \ 

\  H  —  a        n+b        n  -i-e  /' 


a,  b.  e  étant  des  nombres  donnés  ;  peut-on  déterminer  A,  B,  C  tels  que  la  série  soit  convergente? 
547.  —  Etudier  la  série  dont  le  terme  général  est    m.  =  o,x",    a,  étant  donné  par  la  relation 

«  =  mult.  3  -f-  a„. 
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Même  question  pour  la  série  de  terme  général    Un=  (a„xi'. 

548.  —  On  considère  une  suite  de  quantités  liées  par  la  relation  de  récurrence 

î/.^i  =  u„  —  ku,\. 

Comment  Tarient  ces  quantités,  k  étant  positif.'  La  série  de  terme  général  !j„  est-elle  convergente?  Montrer  que  la 
convergence  ne  dépend  pas  de  k  si  elle  ne  dépend  pas  de  u^. 

ôi9.  —  On  considère  un  cercle  et  un  point  A  de  sa  circonférence.  On  divise  cette  circonférence  en  m  parties  égales 
et  l'on  joint  les  points  de  division  au  point  A.  Vers  quelle  limite  tend  la  moyenne  des  distances  obtenues  lorsque  m  aug- 
mente indéfiniment? 

550.  —  On  considère  un  cercle  donné  C  et  un  point  A  à  l'intérieur  ;  on  fait  passer  par  ce  point  des  cercles  tangents  au 
cercle  C.  On  demande  la  limite  vers  laquelle  tend  la  movenne  des  rayons  de  ces  cercles.  Cas  où  le  point  A  est  extérieur 
au  cercle  C. 

551.  —  Trouver  trois  polynômes  P,  Q,  R  à  une  variable  tels  que  l'on  ait 

Ramener  la  question  à  trouver  trois  polynômes  P',  Q',  R'  tels  que 

P'-  +  Q-  —  K'  =  0. 

552.  —  Trouver  trois  polynômes  tels  que  l'on  ait  P'  +  Q'  =z  R'.  Etant  donnés  ces  trois  polynômes,  en  trouver  deux 
autres  H  et  G  tels  que 

P  =H»  — G', 
Q  =  2GH, 
R  =  H»  ^  G'. 
1 

553.  —  Calculer  à  — : —  près  la  plus  petite  racine  de  l'équation 

X  =  3  sin  X. 

554.  —  Calculer  avec  quatre  décimales  exactes  la  racine  cubique  du  nombre  0,93  sans  extraire  cette  racine,  en  remar- 
quant que  la  racine  diffère  très  peu  de  i . 

555.  —  Calculer  l'intégrale       / 

^j      cos  a  —  cos  a; 

556.  —  Cilculer  l'intégrale  définie    /         ,  ,f^^.^    ■ 

557.  —  Trouver  une  courbe  telle  qu'un  arc  compté  à  partir  d'un  point  convenablement  choisi  soit  relié  à  l'abscisse  par 

^s ] 

la  formule    s  =; 

2 

558.  —  On  doane  dans  un  plan  quatre  droites  P^O,  Q=0,  R—  0,  S  =  0;  trouver  des  nombres  a,  ?,  r,  6 
tels  que  l'on  ait  identiquement 

^iP -r  ?Q  +  ïR  + ôS  =  0. 

559.  —  On  considère  le  cercle  défini  dans  un  plan  par  l'équation 

(X-  a)'  T  (;/  —  ())»  =  R!, 
et  l'on  suppose  que  o,  h,  R  sont  fonctions  d'un  paramètre  variable  t.  Points  où  les  cercles  touchent  leur  enveloppe. 

560.  —  On  considère  la  famille  de  cercles 

On  demande  l'enveloppe  de  ces  cercles  lors(|ue  {  varie.  Parabole   asymptote  de  cette  enveloppe.  Lonciieurd'un  arc  de 

I  enveloppe  :  calcul  de       /  "^  ; —    Rayon  de  courbure, 

i/o  3(1  "*"  '■) 

561 .  —  On  donne  deux  cercles  et  l'on  demande  le  lieu  des  foyers  des  coniques  ((ui  leur  sont  bitangentes. 

562.  —  Cinq  points  d'un  plan  déterminent  une  courbi-  du  second  degré. 

563.  —  On  considère  un  rercle  donné  el  un  point  A  de  son  plan,  puis  une  conique  ayant  son  centre  sur  le  cercle 
donné,  passant  par  le  point  A  et  par  le  centre  du  cercle,  l'iouver  l'équation  générale  de  ces  coniques.  Lieu  de  leurs  som- 
mets. Enveloppe  de  ces  coniques. 

564 .  —  On  considère  la  lourbc  p  =  a(i  -t-  cos  w).  Donner  une  interprétation  géométrique  de  cette  équation.  Combien 
la  courbe  a-t-elle  de  tangentes  parallèles  à  une  direction  donnée?  Déterminer  le  centre  de  gravité  du  triangle  formé  par  les 
trois  points  de  contact. 

565.  —  /(j,  ;/)  =  0  est  l'équation  d'une  courbe  algébrique.  Former  une  équation  donnant  les  valeurs  do  ;/"  pour  une 
valeur  ilonnée  de  l'abscisse  x.  On  suppose  que  le  terme  constant  manque  dans  f{x,y).  Qu'arrivc-l-il  dans  ce  cas? 

566.  —  On  cnnsidèrr  une  courbe  algi-brique  dont  du  l'iend  la  podaire  par  rapport  à  un  point  Ûxe.  Points  doubles  de 
cette  podaire.  l'oints  de  rcbrousscment. 

l'ne  courbe  ailmet  un  point  de  rebroussemcnt,  ([u'arrive-t-il  pour  sa  polaire  réciproque  ? 

567.  —  Etuiljer  la  courbe  définie  par  les  équations 

1  I  — C 


/(3- 

n 

2 

3  —  1 

F' 
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Distance  d'un  point  de  cette  courbe  à  l'origine.  Montrer  qu'olle  est  fonction  ratioiiDiUe   de  x  et  y.  —  Construction   de 
courbe.  —  Aire  d'une  portion  de  cette  courl)e. 
568.  —  Construire  les  courbes 

o'  — 2p= '  P=  ^  20  cos  u  +  sin  u  =  0,  p«  —  2p  cos  u  +  cos'  —  =  0. 

'^  COS  u  3 


569.  —  Conshuire  la  courbe 

p  =  1  + (!.  u  =2(<  — arc  tg<). 

Longueur  d'un  arc  de  cette  courbe.  —  Rayon  de  courbure  en  un  point. 

570.  —  X,  y,  z  sont  donni5s  en  fonction  des  paramètres  u,  v, 
a{u+v\_  _  b[uv—l)  _  c(e  — M) 


1  +  Mf  i  +  uv  1  +  ttv 

Surface  engendrée  par  (x,  y,z).  Nature  de  la  courbe  décrite  lorsque  l'un  des  paramètres  est  fixe. 

571 .  —  X,  y,z  s'expriment  au  moyen  de  a  et  v  par  les  formules 

.     u  +  v                        ,         u-h  V                                 u  —  v 
a  sm  — - —  h  cos c  cos 


Surface  engendrée  par  {x,  y,  z).  Courbe  décrite  lorsfiue  l'un  des  paramètres  M  ou  v  est  fixe.  La  surface  est-elle  réglée  ?  Elle 
admet  deux  systèmes  de  génératrices.  Une  génératrice  de  l'un  des  systèmes  renconlre-t-elle  celles  de  l'autre  ?  La  surface  est- 
elle  un  byperboloide  à  une  nappe  ou  un  paraboloide  hyperbolique  ? 

572.  —  On  coupe  un  cylindre  de  révolution  par  un  pliin.  on  développe  la  surface  du  cylindre  et  on  l'enroule  sur  un 
cylindre  de  rayon  double,  puis  sur  un  cylindre  de  rayon  moitié.  Étudier  les  deux  courbes  ainsi  obtenues  ;  i^ar  l'une  ou  l'autre 
de  ces  courbes  peut-on  faire  passer  une  splière  ? 

573.  —  On  considère  un  parallèle  d'un  liyperboloide  de  révolution  et  sur  chaque  génératrice  on  porte  une  longueur 
proportionnelle  à  l'arc  compté  sur  le  parallèle  à  partir  d'une  origine  arbitraire.  On  demande  comment  varie  l'angle  que  fait 
la  courbe  avec  la  génératrice. 

574.  —  Quelle  relation  y  a-til  entre  les  trois  cotés  d'un  triangle  sphérique  et  l'angle  opposé  à  l'un  d'eux. 
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1396.  —  Démontrer  que  l'on  a  identiqiiemenl,  quels  que  .soient 
i  [         X  1  a;2  1 


r  —     ï         1     g  +  Y         1.2    -'a-+-Y         1.2.3    3aH-Y 

Y         Yl"  +  ï)         Y(='-*-T)(2a-*-Y) 

H.  L. 

1397.  —  ABCU  étant  un  trapèze  dans  lequel  le  sens  CD  de  la  grande  base  est  le  même  que  le  sens  AB  de 
la  petite,  et  CD  = /iAB.  si  l'on  prend  sur  CD  et  DB  les  points  L  et  V  tels  que  CD  =  nCU  et  VB=:nDV, 
le  centre  de  gravité  du  triangle  AUV  se  confond  avec  celui  du  trapèze.  M.  d'Ocacïve. 

1398.  —  Un  horloge  ou  une  pendule  dont  le  balancier,  qui  est  en  laiton,  a  une  forme  quelconque,  a  été 
réglée  pour  la  température  de  10°.  De  combien  avancera-t-elle  ou  retardera-t-elle  par  jour  si  la  température 
devient  30°?  On  supposera  la  pression  atmosphérique  constante  et  égale  à  760"'i».  On  fera  le  calcul,  le  plus 
simplement  possible,  à  un  dixième  de  seconde  près. 

En  supposant  le  réglage  fait  à  la  latitude  de  45°,  à  quelle  latitude  4o  +  (u  faut-il  transporter  la  pendule 
pour  qu'elle  marche  bien  à  la  température  de  30"'?  On  fera  le  calcul,  sans  table  de  logarithmes,  à  un  dixième  de 
degré  près. 

Masse  spécifique  du  laiton    8,4. 

Coefficient  de  dilatation  linéaire  du  laiton     0,00002. 

Masse  spécifique  de  l'air  normal      ^;:^- 

Coefficient  de  dilatation  de  l'air     -5:^5- • 

Onsupposera  la  variation  de  la  gravité  avec  la  latitude  donnée  parla  l'urmule     Go  =  i;;-;(l  — 0,00259  cos  2<p). 
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Géométrie    analytique    et     Cinématique. 


1326.  —  i»  Construire  la  ligne  S  dont  l'équation  est     p  =  »hv'cos2io,     m  étant  une  longueur  donnée. 

nW'2 
â"  Soient  G,  G'  les  points  de  l'axe  polaire  situés  à  la  distance     —- —     du  pôle  ;  vérifier  que  le  produit 

GMxG'M  reste  constant  lorsque  le  point  M  parcourt  la  ligne  S.  En  déduirr  un  procédé  graphique  pour 
tracer  la  lamjente  en  un  point  M  arbitraire  de  la  ligne  S. 

(Application  de  la  projection  de  la  dérivée  géométrique  d'un  vecteur.) 

3°  On  considère  deux  cercles  égaux  qui  se  coupent  à  angle  droit  et  dont  les  centres  C  et  C  sont  à  la  dis- 
lance 2a.  Un  mobile  M  parcourt  le  cercle  C,  un  autre  parcourt  C  de  sorte  que  la  distance  MM'  reste 
égale  à  2a.  Prouver  que  le  lieu  géométrique  du  milieu  P  de  MM'  se  compose  d'un  cercle  C"  et  d'une  ligne 
S'  semblable  à  la  ligne  S  (i°). 

On  démontrera  que  si  l'on  joint  le  milieu  0  de  GC  à  chacun  des  points  M,  M',  tels  que  le  milieu  P  de 
MM'  soit  sur  la  ligne  S',  on  obtient  deux  droites  symétriques  par  rapport  à  CC. 

4°  Du  mode  de  géné/'ation  de  la  ligne  S'  déduire  un  procédé  graphique  pour  tracer  la  normale  en  un 
point  donné  de  cette  ligne.  Cas  où  cette  normale  est  perpendiculaire  à  GC. 

5°  Le  point  M  décrivant  le  cercle  C,  en  sorte  que  la  droite  OM  tourne  uniformément  autour  du  point 
0,  trouver  l'expression  de  la  vitesse  du  point  P  sur  S'  et  discuter  le  résultat. 

1.  Soit  M  le  poinl  de  la  courbe  qui  correspond  k  une  valeur  (•>  de  l'angle  polaire  ;  pour  la  valeur 
10 -(- 2-  on  retrouverait  le  même  point;  il  suffit  donc  pour  obtenir  toute  la  courbe  de  faire  varier  to 
dans  un  intervalle  d'amplitude  2Tt. 

En  prenant  la  valeur  w-i-t:,  on  obtient  le  poinl  M',  symétrique  de  M  par  rapport  au  pôle;  la 
courbe  se  compose  donc  de  deux  branches  symétricjues  l'une  de  l'autre  par  rapport  au  pôle  ;  il  suffit 
pour  obtenir  l'une  d'elles  de  faire  varier  lo  dans  un  intervalle  d'amplitude  -. 

Prenons  l'intervalle    —  -^     à    +  V'     nous  constatons  qu'à  des  valeurs  de  w  égales  et  de  signes 

contraires  correspond  une  même  valeur  de  p;  la  branche  considérée  admet  l'axe  polaire  comme  axe 

de  symétrie  et  on  aura  la  partie  supérieure  en  resireignant  l'intervalle  pour  w  do  0  à    — -;  cela  revient 

à  faire  varier  2uj  de  0  à  t:.  Or  p  n'a  une  valeur  réelle  que  si     cos  2w  ^  0  ;     il  faut  donc  faire  varier 

2uj  dn  0  à    —    et  par  suite  w  de  0  à    — ;   o  décroît  constamment  de  la  valeur  m  à  la  valeur  0. 
2         '  A      ' 

Pour  avoir  la  tangente  en  un  |)oinl,  on  calcule 

.      -.r  ?  P^  '""  cos  2(0  /^ 

tg  ^  =  -T  =  -^-  =  .,    .    a      =  —  cotg  2..i  =  Ig  (  2co  -h 

p         p?         —  m' sm  2io  °  \ 

on  i)oul  déduire  do  cette  formule  une  construction  do  la  tangente  en  un 

point;  l'angle  delà  langonte  avec  lo  rayon  vecteur  étant    2w-f-— >    il 

suffira  de  faire  au  point    M  l'angle    ?MX  =  2w    et  de  mener  la  perpendi- 
culaire MT  îi  la  droite  MX.  La  droite  MT  est  la  tangente  au  point  M. 

Getlo  conslruclion  nous  dnnno  faciienioni   lo  [joinl    E  oii  la  tangente 
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est  parallèle  à  Taxe  polaire  :  il  faut  pour  cela  que 

ifto  H =  r,  d'oii 

on  a 


=  m\/cos  ^  =  myl  =  m-|- 


3 

Le  point  E  et  les  points  qui  s'en  déduisent  par  symétrie  E,   F  et  F    sont  à  lintersection   des  demi- 
droites    —  r  — ^- ^  et  — —    avec  le  cercle  GG'  décrit 

6         6  6  6 

m^'J.        ,     ,  ,  ,     j 
de  0  comme  centre  avec  un  rayon  — —  .    égal  a  la  demi- 
diagonale  du  carré  de  côté  m. 

La  figure  indique  la  forme  de  la  courbe  S  ;  la  branche 
Il       de  droite   est   décrite    par   le  point    M    quand    m    varie 

H    de à    —  —  :    la  branche  de  gauche  correspond  à 

4  4 

3-  5- 

des  valeurs  de  «i   variant    de    -r^    à    — —  •    Les  tangentes 
4  4 

en  0  sont  les  deux  bissectrices  des  angles  des  axes. 

2.  M  étant  un  point  de  la  courbe  S,  de  coordon- 
nées <■),  p.  désignons  par  r  la  distance  GM  et  par  r'  la  dis- 
tance G'M  :   on  a 

m-  r. 

r-  =  o'H pm  V-  cos  to, 

r  -  =  p-  H f-  ?niv2  cos  ">, 

/  771"  \  ■  "'  ' 

rh-"^  _  {f  +  — —  I   —  If  m-  cos-  (->  =  s'  —  ,:'m-(-2  cos-  w  —  1)  -i-  -— 

,  ,  »7j'      _ 

r-r'-  =  o-Fo-  —  m-  cos  2'o ,  H r-  > 

,    L.  J  4 

.      ■  •     "»'        ,•    • 
mais  le  point  .M  étant  sur  la  courbe    S,    ?-  =  m-  cos  2w  ;    rV-  est  donc  constant  et  égal  a  —,   d  ou 

„.'  ^  ^  =.  0G^ 

On  retombe  sur  ladéfinition  de  lalemniscate  de  Bernouilli. 

Pour  en  déduire  la  construction  de  la   tangente  en  un   point,  prenons   léquation  sous   la  forme 

générale 

rr'  -  C'S 
d'où 

r'dr  -I-  rdr'  =  0, 

dr    _    dr' 
r  —  r' 

Si  nous  considérons  la  ligne  S  comme  la  trajectoire  d'un  mobile  dont  la  vitesse  au  point   M  serait 
représentée  par  le  vecteur  MV,  nous  savons  que  les  projections  MV,,  MV,  de  ce  vecteur  sur  les  direc- 


d'où 


ou  encore 
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lions  GM,  G'M  ont  pour  mesures  respectivement  — —   — ;— •   On  a  donc 
^  *^  rf<        lit 

MV;         ÏTV^  MV,         MV, 

=  r  OU  encore  — ■    =   — —  i 

r  —r'  G  M  M  G 

d'où  la  construction  ci-contre  : 

On  a  prolongé* GM  d'une  longueur  égale  MGj;    en  Gi  et  G'  on  a  mené  les  perpendiculaires  aux 
(1  droites  MGi,  MG';  T  étant  le  point  de  rencontre  de  ces  deux  perpen- 

^^'Av,  diculaires,  MT  est  un  vecteur  homothétique  de  MV  ;  sa  direction  est 

celle  de  la  tangente  en  M. 

3.  Soient  A  et  A'  les  deux  points  de  rencontre  des  cercles  G  et 
C  ;  CAC'  est  un  triangle  rectangle  isocèle, 
OA  =  OC  =  OC  3=  a, 


G' 
donc 


G 


CA=C'A  =  a  S. 

Fixons  la  position  du  point  M  sur  le  cercle  C  au  moyen  de  l'angle  o  que  fait  le  rayon  CM  avec  la 

direction  C'C  de  la  ligne  des  centres  ; 
désignons  par  o  l'angle  que  fait  CM' 
avec  la  même  direction;  o  variant  de 
—  T  à  -h  -,  le  point  M  décrira  le 
cercle  G  d'une  façon  continue,  et  de 
même  M'  décrit  le  cercle  C  quand  ç' 
prend  toutes  les  valeurs  de  — -à 
-h-. 

Cherchons  la  relation  qui  doit  exis- 
ter entre  ç  et  o  pour  que  MM'  =  2a. 
Prenons  pour  axes  la  ligne  des  centres 
et  la  perpendiculaire  AA'  en  son  mi- 
lieu ;  les  coordonnées  de  M  sont 
X  =  a  -i-aj^  cos  o,       ij  =  a  Jï  sino; 


celles  de  M' 

et  on  doit  avoir 
d'où  l'on  tire 


X'  —  —  a -4-  ajï  cos  ?',       y  =  0^2  sin  o', 
MÎT'  =  f2rt-i-  flv'2  (ces?—  cos  ?')j*-l-[n«/2(sin  o  —  sin  ■^'),-  =  in', 
4a^v/2(cos  o  —  cos  =■')  -t-2a''(cos  o  —  cos  o')2-(-2fl-  (sin  o  —  sin&'j-  =  0 


ou  encore 

—  8a-v/2sin  — 
ouenûn 


8o^  sin-- 


8(7- sin- -^ 


cos'-- 


=  0 


Cette  relation  se  décompose  en  deux: 

.       o  —  o'  , 

1°  sm    '      •  >     d'où    o  =  o',  qui  correspond  à  la  position  M'  sur  le  cercle  C  ;  on  peut  amener  le 

cercle  G  en  coïncidence  avec  le  cercle  G'  par  une  translation  égale  àCC'  ;  dans  ce  mouvement  le  point  M 
viendrait  se  placer  en  M",  de  façon  que  MM'  soit  parallèle  et  égale  à  CC';  donc    MM"  =2a;     le  milieu 
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de  MM"  serait  un  point  P'  dont  le  lieu  est  le  cercle  G"  égal  à  C  et  à  G'  et  de  centre  0.  Laissons  de  côté 
cette  solution  évidente. 

o  —  d  —  (0-1-  o 

2°      sin    '       '     =  v2  sin    '       '     qui  correspond  à  la  position  M'  ;  on  peut  déduire  de  cette  relation 

ç     _         v/2  — 1  o 

'i  7t  -  es 

o    variant  de      — -a.     à     -h  tt,    -^  varie  do à     h et  t^-^;-    croit  de     — oo     a     -t-  »  ; 

'2  2  2  2 

tg-^    décroîtra  donc  de    — oo    à     4- oo     et  par  suite -V  de     — — -    à     ^~'5"'     L  angle  o' décroîtra 

de    — r.    à    -+-::.     En  Conséquence,  le  point  M  étant  supposé  décrire  le  cercle  C  en  tournant  dans  le 
sens  positif,  le  point  M'  décrira  le  cercle  C  en  tournant  toujours  dans  le  sens  négatif. 
Cherchons  le  lieu  du  point  P,  milieu  de  MM'.  Ses  coordonnées  sont 

1        ^  o  +  œ'  tu  —  o' 

X  =  —  n^ifcos  ïi-t-cos  ^')  =  aJ-i  cos   '    ^  '    ces  - — -— ^i 

1       _  _  o  -+-  o'  o  —  Cp' 

\  =  — a^/2(sin  9  -h  sin  =>')  =  f7/2  sin  '        —  cos  ' 


2  2 

On  voit  que  ce  point  P  peut  Atre  représenté  en  coordonnées  polaires  par 


2 

p  =  Ov/2COS  -T^- 

Pour  avoir  l'équation  du  lieu  en  coordonnées  polaires,  il  suffira  d'éliminer  les  angles  o  et  -il  ou 

C3  -H  '-c'         o  —  o' 

mieux     '    ^    '  ;     •    ^    •      entre  les  équations  précédentes  et  1  équation  de  condition  (2°).  Cette  équation 

devient 

o  —  o' 
sin   '   „   '    =  i/2  sin  w 
2 

et  par  suite 

p  =  a^=l^x^^l\.  —  2sin^  (O  =  av^â .  v'cos  2(.) . 

Le  lieu  de  P  est  donc  une  lemniscate  ;  elle  se  confond  avec  la  courbe  étudiée  au  n°  1  si  on  suppose 
wi  =  a/2. 

Ces  résultats  peuvent  être  retrouvés  géométriquement.  On  voit  facilement  que  CM'C'M  est  un  trapèze 
isocèle  ;  la  droite  OP  qui  joint  les  milieux  des  diagonales  est  parallèle  aux  bases  et  égale  à  leur  demi- 
différence. 

Considérons  l'angle  lo  =  POC  =  MC'C  =  C^MM';  l'angle  cp  est  un  angle  extérieur  du  triangle 
MCC,  on  a  donc 

<?  =  MC^-hCMCr  =  MCÎi  +  C^MM'4-Mmi  =2o)-(-Mm; 
mais 

AÎm;  =  5r?C  =  — ?'; 

on  a  donc 

■3  -I-  o' 

O  =  2(0  —  s \  d'où  w  ^=  - — rr-~  ■ 
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Pour  le  calcul  du  rayon  vecteur  OP,  remarquons  que  M'  et  N  sont  homothétiques  inverses,  donc 
symétriques  par  rapport  au  point  0,  en  sorte  que     CM'  =  G'N.     Par  suite, 

P  =  OP  =  i  (CM -CM)  =  i(C'M  -CN)  =  Inm. 

Or  (CM  —  C'N)=  =  (CM  +  G'N)»  —  4CM .  CN  ; 

si  on  remarque  que  la  projection  de  C'C  sur  CM  est 

—  (C'M-+-CX)  =  2acos'o 

et  que  la  puissance  du  point  C  par  rapport  au  cercle  C  est 

CM.CN  =  CÂ'  =2a2. 
on  aura 

p-  =  —  (CM  — CN)=  =  4r?- cos- u)  —  2a-  =  2a=(2  cos^o  — 1)  =  2a=  cos  2w, 
d'où 


p  =  a^i  /cos  2a). 
Il  est  intéressant  de    montrer  directement  que     CP.GP'  =  a-.      Appliquons   le  théorème  de  la 
médiane  aux  deux  triangles  CMM  ,  CMM, 


CM'-l-CM''  =  2CP'  +  2a-, 

d'où 

CM"  =  2CP" 

cm' -H  cm"  =  2CP'  -4-  2a% 

d'où 

cm'"  =  2CP' 

On  a  donc 

4CP'.CP'  =  CM   .CM"  =  CN".CM", 
2CP.G'P  =  CN.CM  =  2o^ 
et  par  conséquent  CP.CP=a^ 

Enfin  remarquons  que  la  droite  AA'  étant  la  polaire  du  point  C  par  rapport  au  cercle  G,  OC,  OA, 
ON  et  OM  forment  un  faisceau  harmonique  où  deux  rayons  conjugués  OCetOA  sont  rectangulaires; 
ces  deux  rayons  sont  donc  les  bissectrices  des  angles  formés  par  OM  et  ON  ou  encore  par  OM  et  OM' 
puisque  N  est  symétrique  de  M'  par  rapport  au  point  0. 

Ce  résultat,  indiqué  dans  l'énoncé,  est  facile  à  vérifier  analyliquement  :  Soient  (jl  cl  ,u'  les  coeffi- 
cients an.iTulaires  de  OM  et  de  OM', 

«yâsino  ,_  Oy/2sino' 

a+nv^2coso  — a  H- a^/î  ces  o' 

Écrivons  que     |i  -t-  fji'  =  0,     il  vient 

—  (sin  ç  —  sin  o')  -f-  v/2  sin  (i.  -+-  o')  =  0, 

o  —  o'  o  +  a.'         _,  ,-    .      ?  +  ?'  ?-•-?'         ,v 

—  2  sin  ~ cos '■ — h  2^2  sm  - — - —  cos —  =  0, 

2  "il  2 

/  o  —  o'  _     .       0  + 

condition  qui  résulte  de  l'hypothèse  faite  plus  haut    (sin  -'        '     =  ^/2  sin       ^^ 

4.  MM'  conservant  une  longueur  invariable,  le>  normales  aux  trajectoires  de  ses  différents  points, 
à  un  instant  donné,  concourent  en  un  même  point  ipii  est  le  centre  instantané  do  rotation.  Ce  point  est 
à  l'intersection   I  de  la  droite  CM,  normale  en  M  à  la  trajectoire  du  point  M  et  de  la  droite  CM'  nor- 
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maie  en  M'  à  la  trajectoire  du  point  M'.  La  normale  en  P  à  la  trajectoire  du  point  P  est  la  droite  IP, 

d'où  une  troisième  construction  de  la  tangente. 

PC         O.M' 
Remarquons  que  PC  et  PC  sont  respectivement  é^^aux  à  OM'  et  OM  ;  on  a  donc     — —  =      '     ; 

O.M'         M'K 
d'autre  part  OK  est  bissectrice  de  l'an^rle  MO.M  ,  donc      ^,.    =  —:—-  ;      IK  étant  bissectrice  de  l'anarle 
'  "  O.M  K.M  ° 

M'I.M,  on  a  enfin 

M'K   _  LM'   _    IC 

kF  "~   LM    ~    IC  ' 
en  sorte  que 

PC   _   IC 

PC  ~  IC  ■ 

Il  résulte  de  laque  P  et  I  sont  sur  un  même  cercle  dont  le  centre  est  sur  CC;  si  IP  est  perpendi- 
culaire à  ce,  les  deux  points  I  et  P  sont  sj'métriques  par  rapport  à  CC  et  on  a  01  =  OP;  or  on  a 
déjà    01  =  IP,     par  suite  le  triangle  OIP  est  un  triangle  équilatéral  : 


OP 


=  p  =  «v/2\'  cos^  =  ay/ax  Y  —  =  a. 


Dans  ces  conditions,  le  triangle  OMM'  est  rectangle  en  G  (PM  =  P.M'  =  PO)  ;     O.M  et  OM'  sont  les  bis- 
sectrices des  angles  AOC,  .\'0C;  ayant  déterminé  les   points  M  et  M',  on  en   déduit  le  point  P  où  la 

normale  est  perpendiculaire  à  CC  (voir  1,  tangente  parallèle  à  l'axe  polaire  :     lo  =  -^  )  ■ 

Remarquons  que 

IC  —  IC  =  IC  —  LM'  =  CM'  =  af2, 
LM  — I.M'  =  LM  —  IC  =  CM  =  a^'î. 

La  base  est  une  hyperbole  ayant  pour  foyers  C  et  C  (CC  =  2a)  et  pour  longueur  d'axe  trans- 
verse  a>/2;  la  roulante  est  une  hyperbole  égale  ayant  pour  foyers  M  et  M'. 

5.  Soit  A'  la  vitesse  angulaire  du  rayon  vecteur  OM  ;  le  rayon  vecteur  OM  dont  lu  direction  est 
symétrique  de  celle  de  OM  par  rapport  à  CC  aura  pour  vitesse  angulaire  —  k;  si  l'on  désigne  par  ,a 
et  /  les  coetficients  angulaires  de  OM  et  OM',  on  aura 

«v'^sin^i  ,  ,  a^/îsino' 

•        -  tg  f^l,  (^'  -  —1^ r  =  -  tg  ^•'• 


a  +  a/îcos'i  — a -H  av^i  cos  s' 

d'où  l'on  déduit 

y/ï  sin  (s.  —  kt)  =  sin  kl,  yj'i  siii('j'  -+-  kl)  =  sin  kl. 


et  jKir  suite 


ou  encore 


sin  (<p  —  kt)  =  sin  (o'  ■+■  kl) 
^^ kt     cos   •    ^^  •-  =  0, 


d'où 


kt—  )!-. 


Cette  relation  peut  d'ailleurs  se  déduire  de  la  ligure.  L'angle  MOG  est  un  angle  extérieur  du  trian- 
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jle  MC'O  ^^ 

aîOC  =  UCO  —  (?M0  ; 


mais  MC'O  est  égal  à  langle  <o,  c'est-à-dire  à  -^-5-^  ;  l'angle  inscrit  NMO  est  égal  à  l'angle  au  centre 

NCO,  lequel  est  égal  à  l'angle    CC'M'  =  —  <p',     car  la  droite  CN  (non  marquée  sur  la  figure)  serait  pa- 
rallèle à  CM',   en  sorte  que 


M0C  =  ^^-+-(-ç)=--2--, 

et  comme  l'angle  COM  est  égal  à  kl,  on  a  bien        ^       =  bt. 
Or  nous  avons  vu  que 

sin  '  ^  '    =  v^2  sin  «o  ; 

le  mouvement  du  point  P  est  donc  défini  par  les  équations 

1      ■    / 

sm  tu  ^  — ^  sm  ht, 

p  =  ay/i-y/l— 2sin-u)  =  a  ^/2^/ 1  — s'in^  kt  —-  a^ïcoskt. 
Ses  coordonnées  cartésiennes  sont 

X  =  p  cos  to  =  (3^/2   cos  kt  yi  — —  sin*  kt  =  a  cos  kt  v/l-f-cos^  kt, 

Y  =  -  sin  (u  =  aJÏ  cos   kl—^  sin  kt  —  a  cos  kl. sin  kt. 

On  en  déduit  les  composantes  de  la  vitesse 

rfX  sin  kl  cos  kt  ,    .     .    1  +  2  cos-  kl 

-7-  =  —  ak  sin  kt  /l  -h  cos^  kt  —  ak  cos  kl    „  =  —ak  sm  A-(  - , 

</<  y/l -+- cos^  A-<  s/l -h  cos'- kt 

dY 

-j—  =  ak{cos'kt  —  sm^kt), 
at 

d'oii 

/d\\-       /'<'V\-        a'A-Lsin-  kt  (1+2  cos'  A7)^  -^-  (cos-  kl  —  sin'  AQ-i  1  -h  cos-  A-QJ 
"'^Vl/7J   "^  l"rfr;   "^  1H-C0S-A7 

La  quantité  entre  crochets  peut  s'écrire  successivement 

(  1  —  cos^  A-0(1  +  2  cos'-  kt)-  -h  (1  +  cos-  A-/)(2  cos=  kt  —  1)» 

=  (1  -(-2cos- A/)»-i-(l  — acos'^A-/)-—  cos'-A-/[(l  +2cos-A7)=—  {l—i  cos- kt)-] 
=  2(1  +  4  cos'  An  —  cos-  kl  x  8  cos-  kt  =  2. 
Eu  sorte  que  l'on  a  pour  expression  de  la  vitesse 

«AVâ 


>'  1  +  cos-  A( 
Faisons  varier  l  de     —y     à    -H -r-;    l'angle     COM  =  kl     variera  de    -— -    à     +r,     de  façon 
que  le  point  M  décrive  le  cercle  C  dans  le  sens  direct,  le  point  W  décrivant  le  cercle  C  en  sens  con- 
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traire.  On  reconnaîtra  facilement  que  le  point  P  décrit  sa  trajectoire  (voir  1)  de  la  manière  suivante: 
il  part  de     H'(  (  =  — p  ) ,    vient  passer  en  E'  au  temps    t  =  — — --     en  0  au  temps    t  —  —   — -,     en 

F  au  temps     t  = —i     en  II  au  temps     t  =  Q,     en  E  au  temps     t  =  -^.     revient  en  0  au  temps 

-  3-  '  t: 

t  =  — — .     passe  en  F'  au  temp?     t  =  ——-    et  enfin  revient  en    H'  au  temps     /  =  — - .     La  vitesse  est 
2A  4A:  k 

maxima  pour    co5kt  =  0,     c'est-à-dire  au  point  0;   sa  valeur  est  alors    ak^^;    elle  est  minima  pour 

cos  A-<  =  ±  I,     c'est-à-dire  au  passage  en  H  et  H',  sa  valeur  étant  égale  à  ak. 

Remarque.  —  On  aura  l'expression  de  la  vitesse  plus  simplement  en  se  servant  de  la   formule  (*) 
suivante  qui  donne  la  vitesse  en  coordonnées  polaires 

rfo^  -I-  o-d(u- 


on  a  en  effet 


— i-  =  —  nAVa  sm  kl 
dl 


di'i  k  ,   ,  dia  k  cos  kt  k  cos  kl 


cosw.  -—  =  —:=■  cos  kt,  d'où  —7-  =  T^X-     , ; , f- 

dt         \/ï  rfi  v/2         ./.         1     .  ..  ,  <Ji -h  cos- kt 


On  a  donc 

v^  =  '2a-k-  sin-  kt  -h  2a^  cos'  kt  x 


y/i  -  -^  sin-^  kt 

k-  cos-  kt 


1  4-  cos-  kl 
2a-k-  [sin^  kt{l  -+-  cos^  kt)  +  cos'  kt  \  ia^k' 


1  -t-  cos'  kt  1  -t-  cos-  kl 

Solutions  de  MM.  Baos,  à  Albi  ;  Cottï,  lycée  Oarnot  (Dijon]  :  i.  Haag  et  D.nalloh  Lecram. 


P.  L. 


Statique. 


1327.  —  Un  corps,  dont  le  poids  est  132"^^,  repose  sur  une  table  horizontale  qui  pèse  elle-même  3(î^i . 
Cette  table  est  portée  par  trois  pieds  verticaux,  égaux,  dont  les  traces  sur  le  sol  horizontal  sont  les  sommets 
d'un  triangle  rectangle  ABC;  les  côtés  AB,  AC  de  l'angle  droit  de  ce  triangle  ont  pour  longueurs  0^,3  et 
0",4.  Calculer  les  pi'essions  exercées  sur  le  sol,  sachant  que  les  projections  sur  ce  sol  des  centres  de  gravité 
de  la  table  et  du  corps  quelle  porte  coïncident,  la  première  avec  le  centre  de  gravité  de  l'aire  ABC,  la  seconde 
avec  le  centre  du  cercle  inscrit  dans  ce  triangle. 

Désignons  par  P,  (J  et  R  les  pressions  verticales  supportées  par  les  pieds  A,  B  et  C  de  la  table. 

Pour  obtenir  les  valeurs  de  ces  pressions,  nous  écrirons  les  trois  équations 
d'équilibre  du  système  de  forces  parallèles  132"^',  36"*",  — P,  — Q,  — R. 
L'équation  des  projections  donne  : 

132  +  36  — P  —  Q  -R  =  0. 

Il  nous  reste  à  écrire  les  équations  des  moments  par  rapport  à  deux  plans 
verticaux  menés  par  AB  et  AC. 


Cl  Cette  formule  ne  figurait  pas  au  programme  de  l'École  Centrale  pour  190*. 
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Les  coordonnées  du  centre  de  gravité  de  l'aire  du  triangle  ABC  parrapportaux  axes  AB  et  AC  sont 
et  û",l  ;    les   coordonnées  du  centre  du  cercle  inscrit  par   rapport  aux  mêmes  axes  sont  U"",!  et 


O",!.  On  a  donc  les  deux  équations  : 


La  résolution  du  système 


36  X  -^  -f-  132  X  0,1  —  R  X  0,4  =  0, 
3HX0,1    --132x0,1  —  0x0,3  =  0. 


P  -h  Q  ^  R  =  168, 

3.Q  =  168, 

4.R  =  180 

donne 

P  =  67"?,  Q  =  56"%  Il  =  4o'-^'. 

Autres  solutions;  5IM.  J.  Haag  ;  G.  Coitt,  lycée  Carnot  (Dijon). 


BROS,  à  Albi. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


1399.  —  Soient  OA  et  015  deux  diamètres  rectangulaires  lixe.s  dun  cercle  0,  A  et  B  deux  de  leui-s  extré- 
mités. On  considère  deux  cercles  tangents  au  précédent  en  A  et  en  B  et  tangents  entre  eux  en  M.  Trouver  le 
lieu  du  point  .M. 

E.-N.    B.iRISlE.N. 

1400.  —  On  considère  toutes  les  paraboles  ayant  pour  loyer  un  point  donné  et  vues  d'un  autre  point  éga- 
lement donné  sous  un  angle  droit. 

1»  Former  l'équation  générale  de  ces  paraboles.  Montrer  qu'il  en  passe  deux  par  tout  point  du  pian. 
Trouver  la  région  où  doit  être  ce  point  pour  qu'elles  soient  réelles  et  indiquer  l'enveloppe  de  ce  système  de 
paraboles. 

20  Donner  l'équation  du  cercle  de  courbure  au  soniiuet  de  l'une  de  ces  paraboles  et  le  lieu  de  son  centre. 

E.  II. 

1401.  —  On  considère  la  courbe 

x=za   '\'~  f  ,  y^a{l'--\),  (1) 

en  coordonnées  rectangulaires,  et  un  point  A  de  cette  courbe  ayant  pour  paramètre  À.  On  lance  en  G  un  mo- 
bile M  avec  une  vitesse  initiale  représentée  par  le  vecteur  OA,  l'accélération  du  point  M  étant  constante, 
parallèle  ii  Oij  et  ayant  pour  projection  sur  cet  axe  — g  (;/>  0).  Trouver  et  construire  le  lieu  géométrique 
des  sommets  des  trajectoires  du  point  M  quand  X  varie. 

J.  Demel'.nynck. 

Note  de  la  Rédaction.  —  L'auteur  des  questions  1392,  1393,  1394  il  1395  nous  prie  d'annoncer  à  nos 
lecteurs  que,  par  suite  d'un  oubli  de  sa  part,  les  deux  lieruièrcs  i]iicstioiis  n'oiil  jilus  ni  le  sens  ni  l'intérêt 
que  leurs  énoncés  semblent  leur  donner  et  qu'il  ne  dc\raètrc  tenu  aucun  compte  de  ces  deux  énoncés. 
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PENTAGONES  ET  HEXAGONES 

INSCRITS  A  UNE  CONIQUE  ET  CIRCONSCRITS  A  UNE  AUTRE  CONIQUE 

par  M.  Mathieu  Weill. 


Pentagone. 

Considérons  une  conique  (C)  avant  pour  équation 

a3  —  Y^  =  0, 
et  une  tangente  DC  à  cette  conique  ;  si  une  conique  (C)  passe  par  les  points 
A,  B,  G  et  touche  CD    (a  =  0)    en  G,  il  existe  un  pentagone  aplati  ABCCBA 
inscrit  dans  la  conique  (G)  et  circonscrit  k  la  conique  (C)  ;  dès  lors,  il  existe 
une  infinité  de  pentagones  jouissant  de  cette  propriété. 
L'équation  de  la  conique  (C)  est 


•2Y  +  -f  )'  +  a^^?-t-2«Y, 


0, 


k  et  t  étant  deux  paramètres  arbitraires. 

Exemple.  —  Soit  un  cenle  de  centre  0'  et  de  diamètre  AB  =  2p,  pro- 
longeons AB  d'une  longueur  égale  en  AD,  et  de  D  menons  au  cercle  la 
tangente  DGH  qui  coupe  en  G  et  H  les  tangentes  menées  par  A  et  B  au 
cercle.  Le  cercle  passant  par  B,  H,  G  louche  en  G  la  tangente  AG  au  cercle  0'; 
dès  lors,  il  existe  une  inlinité  de  pentagones  circonscrits  au  cercle  0'  et 
inscrits  dans  le  second  cercle  0  de  rayon  H. 


Posons    AG  =  l. 


00'  = 


nous  aurons 
-{- 1-,    d'où     ?- 


R'  -  i'-h  (2p  —  R)^     d'où     p  =  -^ 


0^  =  {l\  —  p)^+P^ 


33p- 
64 


^  _  0^/33  _  Rv'33 
*  -  ~8~  "~  ~"9~  ■ 
Plus  généralement,  considérons  un  triangle  ABC,  le  cercle  ex-inscrit  tan- 
gent k  BC,  et  touchant  AG  en  D  ;  si  le  cercle 
passant  par  D,  C,  B  touche  AB  en  B,  les  deux 
cercles  répondront  au  problème  proposé. 
Cherchons  quelle  relation  en  résulte  entre 
les  côtés  de  ABC. 

On  aura  c^  =  bp, 

..   .                                     2<:i— i^  — 6.- 
d  ou  a  =  ; 

0 

Dès  lors,  si  l'on  se  donne  b,  <-,  et  si  on  en  déduit  a  par  la  formule  précédente,  on  pourra  construire  le 
triangle  ABC  et,  par  suite,  les  deux  cercles  ;  le  problème  est  donc  possible  par  la  règle  et  le  compas.  De  la 
relation  précédente  on  pourrait  déduire  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  rayons  de  deux  cercles  et  la  dis- 
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tance  de  leurs  centres  pour  qu'il  existe  un  pentagone  inscrit  à  l'un  et  circonscrit  k  l'autre,  mais  le  calcul  est 
très  compliqué  par  cette  méthode  ;  nous  procéderons  autrement.  Les  deux  coniques  ayant  pour  équations 

(2y<  +  [i)2  +  i-3  Ai  -h  -Zt-;)  =  0, 
aâ— v"  =0, 
l'équation  en  X  est,  en  posant    t-  =  A    et    Aft  =  L, 

>.J  +  2X2(L  —  ■2A)  -h  /.;(L  —  2A)-  —  4A(L  —  2A)  —  iA^]  —  4A(L  —  2A  +  A)^  =  0 . 
Posons  L  —  2A  = /i,  il  vient 

À'  +  2).='//  +  "'•{''-  —  iA/f  —  4A2)  —  4A(/i  +  A)2  =  0. 
0,  =  27*, 

O;  =  /(^— 4  A  (7/ -H  A), 
y,  =  —  4A(A-f-A)2, 
d'où  (O;  —  h^)^  -h  4i,(A;  —  M[<+  h^)  =  0, 

et,  en  remplaçant  /(  par  -^ ,  puis  0,,  6;,  A',  par  — ,  — ,  —,    on   trouve,   avec  les  notations  ordinaires,  la 

condition  que  deux  coniques  générales  doivent  remplir  pour  qu'il  existe  des  pentagones  inscrits  à  l'une  et  cir- 
conscrits à  l'autre  : 

(4ie'  —  62)3  _^  32A2A'(e3  -1-  8A^A' — 4Aee')  =  o. 

La  première  parenthèse,  égalée  à  zéro,  donne  la  condition  relative  au  triangle,  et  la  seconde  parenthèse, 

égalée  k  zéro,  donne  la  condition  relative  au  quadrilatère. 

Appliquons  la  formule  à  deux  cercles,  nous  aurons 

;4R2p2  —  (R2  —  i^-y-Y  +  32,o.R*(R'  —  o2;;(R2  _  è^y  —  2p2(R=  +  S^)]  =  0. 

2Ri 
Première  méthode.  —  Posons         5  =  ^R,  -j^, — --^j-  =  a,  il  vient 

n-  —  0- 
{ii^  —  ly  +  li'H—  ï-)(2  —  U.5  -  a'^a-)  =  0, 

d'où  les  deux  solutions 


Première  solution: 


-R=  ^^^  -  ''^  =  â^ 


Je  dis  que  les  deux  circonférences  sont  intérieures  l'une  k  l'autre,  c'est-k-dire  que 

52  <  (R  — ?)- 


-<     1 


fJL-'+  y.-—-J.—    1    V- 


ou  (!J'-i)-(;ji'  — 1)^>  0, 

ce  qui  est  évident. 

Il  faut    a-  >  0,    ou    ;jt(pi  —  ^-+  1)  >  0. 

Il  faut  aussi    -^  >  0    ou    ;-ji-  >  I,    donc  cnlin  11  sera  compris  entre 
K 

1  +  v/5 


1  et 


Il  faut  vérifier  que  dans  ce  cas,    p  <  R,    ou 

|Jl3  _  ^2  _  ,1  _  1  <  0 
ou  {ix  —  h)k-  <  0,  {Il  est  entre  1  et  2). 

Or  (1  est  entre    1  et    — :r^'    ^^  o"  vérifie  que  h  est  supérieur  k     — — ^  ;    donc,  enfin,    in  est  plus 

petit  que  h,  c'est-à-dire,    ?  <  R  ;    donc  les  deux  circonférences  existent  et  sont  intérieures  l'une  k  l'autre. 

3  R     '^ 

-;  on  trouve         '^  =  yV -3  '  .- -  gg 

m-  ,u'  —  J  2p   _    (jx—  t)-(iJt-f-l) 


ExKMi'LE  :  jji  =  —  ;  OU  trouvo  0  —  yy  ■^'  ?  =  ^'*- 


Deuxi'-me  solution  :  a    —  -, .  ^  —  ., 

.     /Ts  - 1 
On  voit  que  ji  devra  être  compris  rnlro  —  I  et  0  ou  supérieur  a    — 5 


0  \^ 
î»<(IH-p)'  ou  ''<('"^"'r') 


PENTAGONES  INSCRITS  A  UNE  CONIQUE  ET  CIRCONSCRITS  A  UNE  AUTRE  23Î 


ou  n8-l-2|ji'  — (i'  — 4(^3  — jjt^  4-2H+ 1  >  0 

ou  {^_l)2(|j(+l)i   >  0. 

Donc,  les  circonférences  ne  sont  jamais  extérieures  l'une  à  l'antre. 
Cherchons  dans  quel  cas  les  circonférences  se  coupent:  il  faut 

r>>(R-p)- 
[1  +  1^2    _  ,     ^    ^3^3  _  [^2  ^_  ,^  _  1)2 


jjL''  4n' 

l^s  — 6jJi°  +  7fJi*+4n'  — 9(i2+2iJi+  1  <  0 

Les  résultats  sont  les  sulvanls  : 

H  entre         —  1  el 

—         2  —  V^  el 

_        v/3-« 


2—  v/5,     cercles  sécants. 
0,  —      intérieurs; 


1 

supérieur 


1, 

2  +  v/B. 


—  intérieurs! 

—  sécants; 

—  intérieurs. 


0  et 


11  faut  aussi  comparer  p  k  R;  cherchons  quand  on  aura -~  >  1     ou     (ji^  —  3(jt2  _  jji  _|_  j  •->  q. 

L'équation     n' — 3n- —  fi+ 1  =  0    a  trois  racines  réelles,  l'une  entre  —1  et    2-/5,     la  seconde  entre 

^^—^ — ,     la  troisième  entre  t  et    2  +  /5. 
II  en  résulte  que  pour 


|ji  entre 
ou  entre 

fi  entre 


I  et    2  — v'5 
1  et    2+v/B 


ys  — I 


cercles  sécants  ; 
—      intérieurs. 


=  V4^^ 


Exemples  :  iJ.  =  3,  o  =: ,  ' 

on  retrouve  la  solution  géométrique  indiquée  antérieurement: 

,  =  ■2.  o  =  Ry/-,  p:.-. 

On  peut  remarquer  qu'on  passe  de  la  première  à  la  seconde  solution  en  changeant  [a  en  —  pt. 

Deuxième  méthode.  —  On  peut  résoudre  directement  la  question  relative  aux  deux  cercles,  de  la  manière 
suivante. 

Considérons  le  cercle  qui  a  pour  équation 

(,<:  _  S)2  +  ^2  _  p2  _   0. 

La  tangente  au  cercle  au  point  cyclique  I  a  pour  équation 

y  =  i(x  —  ô),  (t  =  v'^i). 

Cette  tangente  rencontre  le  cercle  qui  a  pour  équation 

.o--hy^  —  R-  =  0 
jy-  \  au  point  de  coordonnées  a-i,  y. 


'•^.■y. 


R2 


=  R 


Posons 


23  "       2a 

i/i  =:  ((a-,  —  o)  =:  iR 
2R? 


(0  =  .R), 


2=t 


génie  de  coefficient  angulaire  X, 


H2  _  22    -    i''  R 

Du  point  (,)•,,  i/i)  on  peut  mener  au  cercle  de  rayon    p   une  seconde  tan- 


X  = 


1   —  a2jjL2 

Cette  tangente  coupe  le  cercle  de  rayon  H  en  un  second  pouit  (.i',  ;/'i.  Si  ce  point  est  celui  où  le  cercle  est 
touché  par  une  tangente  commune  aux  deux  cercles,  il  en  résulte  qu'il  existe  un  pentagone  inscrit  à  l'un  et 
circonscrit  à  l'autre,  et  le  problème  est  résolu. 
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NOTE 


Puisque  >.  est  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente,  on  aura 

>/  — 'Vi  =  Mx''—  X,) 
ou  bien,  en  remplaçant  x'  et  y'  par  R  ces  w,  Il  sin  cj, 

, 1  —  a-        .1-1-  ^-i^-  /  1  -I-  a'  \ 


v'cOS^  lu  —   ) 


ïCy-i) 


1  -I-  a'-fi- 


—  4  ces-  (u.i-;j;2  =  (I  -t-  (i'ï-)(ï-  +  1)  —  2i  cos  tu(,u-  -H  1)(1  +  a-(i=). 
Si  la  tangente  commune  est  extérieure,  on  a 

R  _  :;  -2  —  u  -f-  ua- 


La  relation  précédente  devient  alors 

—  |jl2(2  —il -h  l^^'-y-  =  (1  +  l^'^'X:"'  4-  1)  —  (2  -  H^  -f-  :ai-){l  -H  ^-H-)(u2  -H  1) 
OU 

(ï:;  _  l)(a—  l)2[i2ji:î  _  j,^  4,  J  _  ^2y^   —  0. 

La  solution    a'- =  1     donne  la  condition  relative   au   quadrilatère;    ,1^=1,    celle  qui   est   relative    au 
triangle  ;  enfln  la  solution 

i*-  -1-1  —  :'■- 
-=  ^3 

donne  le  pentagone  (Première  solution). 

Si  la  tangente  commune  est  intérieure,  on  a 


11  se  change  en    —  ;i,    et  l'on  a  la  seconde  solution  . 

On  a  ainsi,  directement  et  séparément,  les  deux  solutions  du  pentagone. 


(A  suivre.) 


NOTE 

lie  M.  Th.  Leconte.  professeur  .le  Malliématiques  spéciales  au  lycée  de  Lyon. 


Au  sujet  des  questions  1394  et  1395  qui  ont  été  proposées  par  M.  Girod  dans  le  N"  de  Mai  de  la 
Revue,  et  qui  doivent  être  laissées  de  côté  par  nos  lecteurs,  comme  nous  l'avons  annoncé  dans  le  N"  sui- 
vant, j'ai  eu  avec  M.  Girod  et  avec  iM.  Leconte  une  correspondance  intéressante  et  dont  je  veux  e.xtraire 
quelques  points  pour  ceux  que  coîte  question  du  frottement  a  fait  rédéchir. 
Voici  d'abord  la  note  de  M.  Leconte. 

Soit  un  anneau  abandonné  sans  vitesse  initiale  sur  un  cercle  vertical,  avec  frottement.   Soit  o 
l'angle  de  frottement  ;  posons    /  =  Ig  ip. 

Soit  0.\  =  R  le  rayon  vertical  descendant  ;  nous  déOniroiis  la  position 
de  l'anneau  par  l'angle  AOM  =  0. 

Si  0„  est  la  valeur  initiale  de  6,  il  y  a  mouvement  à  condition  que  ",,  >  <? 
et  l'anneau  descend.  Il  faut  le  considérer  comme  libre  sous  l'action  de  son  poids 
et  de  la  réaction  du  cercle  ;  soit  N  la  composante  normale  de  cette  réaction 
comptée  positivement  suivant  .MO  ;  nous  supposerons,  pour  simplifier,  N  positif, 
et  on  verra  que  celte  condition  est  remplie  si  6^  est  aigu  ;  sa  composante  tan- 
genlielle  est  fS  et  elle  est  dirigée  suivant  M<  puisque  l'anneau  descend. 


La  vitesse  de  l'anneau  est  H 


(// 


Les  équalions  intrinsèques  du  mouvemeiil  donnent  alors 


..K^^/N 


miy  sin  0, 
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N  —  mg  cûs  0.  (Onvoitdonc  que  si  6  est  aigu,  N  est  positif.) 


R 

D'oîi,  par  élimination  de  N, 

ou  enfin  i!^  _  ^  (  ^y  =  |(/-cos  U  -  sin  o)- 

,1(1 
Pour  intégrer  cette  équation,  prenons  0  comme  variable  indépendante  et  posons     —j-  =  y  ;    nous 

aurons 

rf-0   _   dy         du     d'i  _      (/;/   _    1    dy- 
TF-  ~  ~dt   ^  1m"  U  ~ '■^' 'diï  "  1^   dH 

L'équation  différentielle  prend  donc  la  forme 

C"est  une  équation  différentielle  linéaire  à  coefficient  constant. 
L'intégrale  générale  de  l'équation  sans  second  membre  est 

Nous  aurons  une   intégrale  particulière  de  l'équation (1)  de  la  forme    y"  =  AcosO-t-B  sin  0.     En 
effet,  on  devra  avoir 

—  (  —  A  sin  0  -f-  B  cos  0)  —  f{X  cos  0  +  B  sin  0)  =  -^(/"cos  6  —  sin  0). 

D'où 

A  et  B  sont  donc  déterminés  et  l'intégrale  générale  de  l'équation  (1)  est 


(^j' 


/.eV"-i- AcosO+BsinO. 


X  est  donné  par  les  conditions  initiales    Xe-'^"" -H  A  cos  0„ -4- B  sinO^,  =  0. 
La  vitesse  est  donc  calculée  et  la  détermination  des  oscillations  se  trouve  ramenée  à  la  résolution 
de  l'équation 

e-f^    _    A  cos  fJ  -I-  B  sin  0 
e-f^<>    "  Acos9o-t-Bsin  60 

Remarque  de  la  Rédaction.  —  On  arrive  plus  rapidement  aux  résultats  précédents  en  appliquant  le 
théorème  des  forces  vives  et  prenant  de  suite  v^  comme  inconnue,  et,  comme  variable  indépendante, 
l'angle  a  de  la  tangente  avec  Ox,  angle  qui,  dans  le  cas  actuel,  peut  être  pris  égal  à  0. 

Cette  deuxième  méthode  m'a  été  communiquée  par  M.  Girod  et  s'applique  facilement  à  un  autre 
cas  que  le  cercle.  Restent,  bien  entendu,  les  diffîcultés  d'intégration  et  d'interprétation  des  résultats. 

E.  11. 
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1335.  —  Par  les  pieds  des  quatre  )wrinales  menées  d'un  point  M  à  une  ellipse  passent  deux  paraboles . 
MoiUrer  que  si  le  point  M  décrit  une  courbe  quelconque,  les  axes  des  deux  paraboles  se  déplacent  parallèle- 
ment à  eux-mêmes  et  leur  point  d'intersection  décrit  une  courbe  du  même  degré. 

Les  pieds  des  normales  menées  d'un  point  (ï,  p)  à  l'ellipse 

a-         b^ 
sont  situés  sur  l'hyperbole  d'Apollonius     c-xy  ->r-  b-'^x  —  a-%y  =  0. 

L'équation  générale  des  coniques  passant  par  ces  quatre  points  est 

h^x-  -+-  a-y^  —  a-b^  -+-  2X(c^xj/  -H  b^ix  —  a-xy)  =  0  ; 

les  paraboles  du  faisceau  sont  données  par     X-e'  =  a-b-,     c'est-k-dire  par    X  =  dz  — ^  -    Ce  sont  donc 

c- 
les  deux  courbes 

,,    *          ,       ^ab'  „         ■ia'b  ,,,       „ 

[bx  —  ay}- ;;—  px  -i j—  aj/  —  a'-b-  =  0 

et  (bx -I- ayy  -\ ^ p.i- j—  ay  —  «-6-  =  0. 

Les  directions  des  axes  sont  fixes  et  parallèles  aux  diamètres  conjugués  égaux  de  l'ellipse. 

L'axe  de  la  première  est  le  diamètre  conjugué  de  la  direction  ax-\-by  —  0,  perpendiculaire  à 
bx  —  ay  =  0  ;     c'est  donc  la  droite  ayant  pour  équation 

6/;;  -  af:,  =  0 
ou 

(«2 -H /r)(/«  —  a v)  - -^  ?  — -^  a  =  0 
c'  c- 

ou  enfin 

o'a  +  //'P 


a'  —  b' 
De  même,  l'axe  de  la  seconde  a  pour  équation 

fr'a  —  b"i 


bx  —  ay  =  ab 
3ur  équation 

bx  -t-  ay  =  ab 


a'  —  b' 

et  il  est  visible  que  la  transformation  qui  relie  le  point  (c.  y)  au  point  (ï,  p)  est  homographique,  ce  qui 

démontre  la  propriété  énoncée.  On  trouve  d'ailleurs 

n'a  6*3 

X  =  1  1/  = j 

rt*  —  6'  •'  a'  -  /.' 

puis 

a*  — 6'  „  a'  — h' 

En  particulier,  si  le  point  (r,  ;/}  décrit  l'ellipse  proposée,  le  point  M  décrit  une  autre  ellipse 

a''i- -^- b^'P  =  (rt»  — t*)-. 

J.  G.  NICOLESCO. 

•  Solution  géométrique.  —  Soit  II  tme  hyperbole  (l'Apollonius  qiieli'oni|iii\  Los  points  ii  l'infini  des  deux 
paraboles  du  faisceau  (II,  E)  sont,  en  vertu  du  théorème  de  Desargues,  les  points  doubles  de  l'involution  déter- 
minée sur  la  droite  de  l'inlini  par  les  points  à  l'intinl  de  E  et  de  H.  Ces  points  doubles  sont  les  points  à  l'in- 
fmi  sur  les  diamètres  conjugués  égaux  de  E,  car  ceux-ci  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  asym- 
ptotes et  aux  axes  de  E.  Lorsque  M  varie.  les  axes  des  deux  paraboles  se  déplacent  donc  parallèlement  à  eux- 
mêmes. 
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Cherchons  maintenant  l'axe  parallèle  à  l'un  des  diamètres  conjugués  égaux  OÀ,  par  exemple.  11  passe  par 
le  point  de  rencontre  A  des  diamètres  conjugués  de  la  direction  0;ji  perpendiculaire  k  0>,  par  rapporta  E  et 

à  H.  Or  ces  deux  diamètres  sont,  d'une  part,  dans  l'ellipse, 

la  droite  fixe  Ov,  d'autre  part,  la  droite  lA  dontla  direction 

est    symétrique   de 

celle  de  O^i  par  rap- 
port aux  axes  de  E. 

En  menant   par   A 

la  parallèle  à    01, 

on  a  l'axe  de  la  pre- 
mière parabole.  On 

détermine  de  même 

l'axe  de  la  seconde, 

ce    qui     donne    la 

construction        du 

point  de  rencontre 

P  des  deux  axes,  en 

fonction    du    point 

I,  centre  de  l'hyperbole  d'Apollonius  relative  au  point  M.  Il  est  visible  alors  que  le  point  P  n'est  autre  que 
l'orthocentre  du  triangle  AI.\'  et  que  1  est  l'orthocentre  du  triangle  APA'.  A  un  point  1  correspond  un  seul 
point  P  et  réciproquement  ;  la  correspondance  entre  ces  deux  points  est  donc  homographique.  (Il  est  d'ail- 
leurs facile  de  montrer  qu'à  quatre  points  1  en  ligne  droite  correspondent  quatre  points  P  en  ligne  droite  et 
ayant  même  rapport  anharmonique).  Cette  transformation  homographique  admet  pourpoints  doubles  0  et  les 
points  à  l'infini  sur  Ox  et  Oy.  On  passe  d'ailleurs  du  point  M  au  point  I  par  une  transformation  analogue 
et  par  suite  aussi  du  point   M  au  point   P,  ce  qui  démontre  la  deuxième  partie  de  la  proposition. 

J.  HAAC. 

Bonnes  solutions  analytiques  :  MM.  Parbod  :  ,1.  llAir,,  élève  à  rfÀ-ole   normale  supérieure  ;  M.  LArnENCE  ;  E.-N.  Babisien  ; 
R.  Javelot  ;  Bbos,  à  AIbi  ;  G.  I'élissier,  lycée  Je  Toulouse  ;  J.  Yeb.naix,  école  des  mines  de  Mons  :  Cli.  Lattes. 


1 

1 

x^   1 

\     1 

À/ 

.^ 

û^^i 

/        '"   \ 

^dÉ==^^^                      1 

\    .^--'^^A^ 

0                      / 

-V^A     1   / 

/ 

\             1  / 

/y. 

1 
1 
1  H 

1342. — Les  calés  d'un  angle  droil  de  sommet  fixe  0    rencontrent  une  conique  donnée    C   en  quatre 
points  par  lesquels  on  fait  passer  une  conique  S  semblable  à  une  conique  donnée. 
Trouver^  quand  l'angle  droit  tourne  autour  dé  0  : 

1°  L'enveloppe  de  S  ; 

2°  Le  lieu  de  son  centre  et  le  lieu  de  ses  fogers; 

3°  Le  lieu  du  centre  instantané  de  similittide  de  la  conique  S  et  de  la  conique  infiniment  voisine  S'. 
(Oh  désigne  ainsi  un  point  qui  permet  de  faire  coïncider  S  avec  S'  par  une  rotation  suivie  d'une  homo- 
thétie  autour  de  ce  point.) 

Prenons  pour  origine  le  point  0,  pour  axe  des  y  la  parallèle  à  la  polaire  du  point  0  par  rapport  à 

C,  pour  axe  des  x  la  perpendiculaire  à  Oy. 

Soit    X  =  p    celte  polaire.  L'équation  de  C  est  de  la  forme 

Ax-  +  2Bxi/  -+•  Cîy-  -\-^x  —  p=0. 

0  étant  le  point  de  concours  de  deux  sécantes  communes  à  S  et  C,  sa  polaire  par  rapport  à  S  sera 

la  même  droite    .z-  =  p.     L'équation  de  S  sera  donc  de  la  forme 

{X  cos  i<  -+-  y  sin  ttYx  cos  y  -f-  y  sin  w)  h-  X(2ar  —  p)  =  0, 

avec  la  condition 

u  —  V  =  0, 

fl  étant  l'angle  constant  dos  asymptotes  de  S.  L'équation  de  l'ensemble  des  sécantes  communes  à  S    et 

G  issues  de  0  est 

'/■{Ax-  -+-  2Bxî/  -4-  Cj/-)  =  (x  cos  u-\-y  sin  u)[x  cos  «  -r  ?/  sin  r). 
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Ces  deux  droites  seront  rectangulaires  si  l'on  a 

/.(A  +  C)  =  cos  u  cos  t)  -f-  sin  u  sin  v  =  cos  (u  —  i-)  =  cos  6  ; 
l'équation  de  S  devient  alors 

2  cos  0 
ScosMCOsy  ar-  +  2  sin  ^u  +  v)xy  -h  2  sin  u  sin  u  i/'H — {ix  —p)  =  0, 


A-f-C 
ou.  en  posant 


M  -i-  l"  =  U), 


A-C 

S  =  (COS  6  -+-  cos  (o)j-  -H  2  sin  wxy  -+-  (cos  0  —  cos  m'jy-  — a  cos  fi(2.r  —  p)  =  0. 
Écrivons  cette  équation  sous  la  forme 

{x-  —  y-)  cos  w  -i-  2.r)/  sin  w  -i-  (i-  -j-  ?/.-  —  2ax  -t-  a/j)  cos  6  =  0; 
celle  de  l'enveloppe  s'en  déduit  immédiatement  et  est 

(x^ — y^y  -hix-y-  =  (x-  -Ht/^  — 2nj  +  ap)*cos-0. 
Le  premier  membre  est  identique  à    {x--i-y-Y;     l'équation  se  décompose  en  deux,  qui  sont  donc 
les  équations  de  deux  cercles 

{x-  -H  y-)  =  ±(x-  -hy-  —  2(ja;  -f-  ap)  cos  0. 
En  séparant  ces  deux  équations  et  en  ordonnant,  on  obtient 

cos  0 

Z,  —  x--^  y-  —  a (  2x  —  p)  =  0, 

•l-t-cosO 

cos  6 

ï.  =  x^  —  y--ha (2x  —  p)  =  0 . 

^  1  —  cos  fJ  ^  '  ■ 

Ainsi  donc  la  conique  S  reste  bitangente  à  deux  cercles  fixes. 

Les  équations  montrent  que  l'origine  a  pour  polaire  par  rapport  à  chacun  de  ces  deux  cercles  la 
même  droite    x  =  p. 

On  peut  remarquer  que  l'équation  de  S  ne  dépend  que  de  la  quantité    A  +  C.     On  peut  remplacer 

par  conséquent  la  conique  C  par  une  quelconque  des  coniques 

Ax2  +  26x1/  +  Cî/2  -H  2.r  -  p  =  0 

2 

où  A -H  C  = -•    Posons 

a 

A=    -'^\  C=    -'-\  B=l, 


l'équation  des  coniques  C  devient 

a(x- — j/-)  +  2^x)/  — {x--r-y-~  2«XH-  ap)  =  0  ; 
elles  forment  un  réseau,  d'une  nature  particulière,  tel  que  le  point  0   a  même  polaire  par  rapport  à 
l'une  quelconque  d'entre  elles,  et  que  les  sécantes  communes  issues  de  0  à  deux  quelconques  d'entre 
elles  sont  rectangulaires.  Les  coniques  S  font  partie  de  ce  réseau,  avec  la  condition 

a-  -H  2-  =  ces-  0 . 
Enfin,  lorsque  0  varie,  les  centres  de  1,,  il»  sont  reliés  involutivemenl  sur  0.r  parla  relation 

_L    i_  -  _L 

X,         Xi   ~  2a 

2.  Le  lieu  du  centre  de  S  se  déduit  immédiatement  de  ce  qui  précède.  C'est  la  circonférence  dé- 
crite sur  .\,A..  comme  diamètre,  en  appelant  A,  et  A;  les  centres  de  Ii,  Sj.  La  recherche  analytique  de 
ce  lieu  ne  présente  aucune  dilliculté. 

Pour  trouver  analytiquemcnt  le  lieu  des  foyers,  nous  écrirons  les  deux  équations  des  coniques 
focales  de  S  :  ces  deux  coniques  ont,  comme  on  sait,  pour  équations,  en  employant  les  notations 
usuelles 

n-p.  =  (^-c)f, 

f,f,  -  B/-  ^  0. 
On  trouve  ainsi 
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i'il 


—  sin2  >j{x-  —  y-^)  —  ta  cos  0  (cos  8  —  cos  w  ir  —  2a  cos  'i  sin  oj  )/-f-  a-  cos^  fJ  -  2ap  cos  e  cos  w  =  0, 
—  sin^  0  .rî/  4-  a  cos  0  sin  oj  .r  —  a  cos  0  (cos  0  —  cos  w)!/  —  ap  cos  0  sin  w  =  0. 
ou  bien,  en  ordonnant  par  rapport  à  cos  w  et  sin  <u. 

2a  cos  n[{x  —  f)  cos  <.)  —  j/  sin  «i  =  sin-2  e(a--  — 1/2)  +  a  cos=  6(2,f  —  a), 
2a  cos  «[(a-  —  p)  sin  i»  +  j/  cos  lo]  =  2  sin-  0  a^i/  +  2a  cos-  0  i/ . 
Pour  éliminer  u,  il  suflit  d'élever  au  carré  et  d'ajouter  membre  à  membre.  Il  vient  ainsi,  après 
réduction,  [x"-  -hy-)  sin-8 -i-a(2r— a)  cos^ei^  =  4„2  cos- 6(t  —  p)-;  l'équation 

se  décompose  donc  en  deux  autres,  qui  sont  celles  de  deux  cercles   respectivement   concentriques  à  S, 
et  '^i.  On  reconnaît  de  plus  que  ces  deux  cercles  se  coupent  sur  la  droite     .r  =  p. 
On  pouvait  d'ailleurs  arriver  à  ce  résultat  par  une  autre  voie  : 

Soit  p;  le  rayon  d'un  cercle  bitangent  à  une  byperbole  et  dont  le  centre  est  sur  l'axe  non    focal,   o, 
la  distance  de  ce  centre  à  l'un  des  foyers,  0  l'angle  des  asymptotes.  On  vérifie  aisément  la  relation 

(1)  -  =  ^r-' 

0,  9 

cos-— 

2 

Soit  p,  le  rayon  d'un  cercle  bitangent  dont  le  centre  est  sur  l'axe  focal,  o,  la  distance  de  ce  centre 

à  l'un  des  foyers  imaginaires.  On  vérilie  de  même  que 

0  1 


(2) 


Il  résulte  immédiatement  de  ces  relations  que  le  lieu  des  foyers  des  byperboles  bitangentes  à  deux 
cercles  se  compose  de  deux  circonférences  concentriques  aux  deux  cercles  donnés. 

La  relation  (1)  peut  d'ailleurs  sedémontrergéoinétriquement.  Je  l'ai  déjà  fait  dans  cette  Revue  même. 
3.  Soit  (.)  le  centre  de  la  conique  S,  w'  celui  de  la  conique   S'  infiniment  voisine,  tous  deux  sur  la 
circonférence  (I)   de  diamètre  AiA?.  Aiw  est  un  axe  delà  conique  S. 

Soit  F  un  des  foyers  situés  sur  cet  axe.  Soit  F'  le  foyer  homologue  de  S'.  F  et  F'  sont  deux  points 
d'une  circonférence  ûxe  de  centre  A2. 

Le  centre  de  similitude  1  est  en  même  temps  le  centre  de  similitude  des  deux  segments    uF,  (o'F'  : 

il  est  à  l'intersection  des  circonférences  ,\,wu)'  et  A, FF'. 
Mais  la  circonférence  A,iow'  est  fixe,  c'est  (I).  Donc  r; 
est  sur  la  circonférence  (I). 

On  peut  démontrer  que  la  droite  -jt  passe  par  un 
|)oint  fixe. 

E'n  effet,  les  axes  radicaux  des  trois  cercles  A, FF',  (I) 
et  (A.>)  concourent  en  un  même  point.  Soit  a  l'axe  radi- 
cal des  cercles  (1)  el(A2).  Remarquons  que  a  n'est  autre 
que  la  polaire  du  point  (A,)  par  rapport  au  cercle  (Aj). 

L'axe  radical  des  cercles  AiFF'  et  (A.)  est  la  tan- 
gente en  F  au  cercle  (Ai).  Elle  coupe  a  en  un  point 
T.  La  droite  AiT  sera  l'axe  radical  dos  cercles  AiFF'et(I). 
Mais  le  point  T,  d'après  la  remarque  précédente,  est  le 
pôle  de  AiF  par  rapport  à  (A.,).  Donc  les  droites  A,T,  A, F 
ou  Alto,  A,j  sont  conjuguées  par  rapport  à  (Ki).  Elles 
forment  donc  un  faisceau  involutif,  et  la  droite  <ot  passe  par  un  point  fixe.  Il  est  aisé  de  reconnaître 
que  ce  point  n'est  autre  que  le  pôle  de  a  par  rapport  au  cercle  (1). 

,.«„.„„  L.  BIGKART. 

Bonnes  solutions:  MM.  J.  Haag  ;  Parrod. 
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1352.  —  On  fait  bouillir  de  l'eau  dans  un  récipient  autoclave  d'une  contenance  totale  dr  11  litres; 
à  l'intérieur  se  trouve  un  tube  fermé  par  un  bout  et  contenant  une  masse  d'air  isolée  par  un  index  de  mer- 
cure; cet  air  est  donc  toujours  en  équilibre  de  température  et  de  pression  avec  le  liquide  ou  la  vapeur  am- 
biante; le  tube  est  gradué  en  parties  d'égal  volume.  Au  début,  à  0°,  sous  la  pression  atmosphérique,  l'air 
occupe  42  divisions  ;  à  la  fin  de  l'opération,  il  n'en  occupe  plus  que  4,3.  On  demande  quelle  est  à  ce  moment 
la  pression  et  qiielle  aura  été  ta  chaleur  absorbée  par  là  masse  d'eau  en  supposant  qu'au  début  l'appareil 
contient  10  litres  d'eau  à  0°. 

Etudier  d'une  manière  générale  la  variation  du  ndume  de  l'air  pendant  le  chauffage. 

1 

Coefficient  de  dilatation  de  l'air     a  =  — —  . 

Densité  de  la  vapeur  d'eau  0,o  ; 

Chaleur  totale  de  vaporisation     Q  =  600  +  0,30  t  ; 

Relation  entre  la  température d'ébulliiinn  et  la  pression:     p  =  D^Oétani  égal  à  -j^- 

On  néqligera  la  dilatation  du  liquide  et  des  enveloppes  ainsi  que  le  volume  spécifique  de  l'eau  pan-ap- 
port à  celui  de  la  vapeur.  ■  , 

{Ecole  nationale  supérieure  des  Mines,  concours  de  1904.) 

Appliquons  à  l'air  du  tube  manomélrique  la  loi  de  Maiiotte  : 

uv 

/)„  désignant  la  pression  atmosphérique. 

La  pression  p  est  la  même  que  celle  du  milieu  ambiant  qui  se  compose: 

1»  de  la  pression  du  litre  d"air  resté  dans  le  récipient,  (pii  est  devenue    Po{^-^-  «')  ; 

2»  de  la  pression  de  la  vapeur,  qui  est  égale  à    ;;„(  — —  j  • 

Donc 

[p„(i  +  ='0+;^ï^)]t^  =  Po.,         ou         -^  =  TTTjVilZ"' 

VIOO   /     I  H-a< 

expression  qui  fait  connaître  v  en  fonction  de  /  et  qui  diminue  d'une  façon  continue  quand  /  augmente. 
En  y  introduisant  les  données  numériques,  on  a  l'éciuation 

r      /j_y    280    -1 

L        UOO  /    280+ <  J  ' 
dont  la  solution,  calculée  par  approximations  successives,  est  presque  exactement     t  =  194°. 

Mais  il  semble  que  l'intention  de  la  personne  qui  a  proposé  le  problème  ait  été  de  négliger  l'air 
contenu  dans  le  récipient  bien  que  ce  soit  en   contradiction  avec   l'énoncé  puisi|ue  la  pression  d'une 

/    /    \»     280        „       ,^ 
atmosphère  y  est  donnée  comme  correspondant  a  0°;  alors  l'équation,  roduito  à  (-Tqq-)   l^gô+T '*'^  ~ 

eslsalisfaile  exactement  par    /  =  200". 

La  pression  correspondante,    p  =  p,,   --(1  +  »0.     est  lu»'"", 8  pour  194",  1(1"'"  pour  200°. 

Pour  déterminer  la  chaleur  absorbée,  calculons  d'abord  le  poids  d'eau  vaporisée  dans  un  volume 
d'un  litre  à  200»  et  sous  la  pression  de  10»''".  En  ap]ili(iuant  la  formule  connue 
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p„     1  —  a< 


280 
m  =  1000  xO,5x 0,00  1293  X  I6x-— -  =  6f",034. 

4oU 

Avec    t=  194»    et    p  =  lb,8,    on  a  sensiblement  le  même  résultat. 

Admettons  que  celte  eau  ne  se  soit  vaporisée  qu'à  200"  ;  elle  aura  absorbé,  depuis  0\  la  quantité  de 

chaleur 

6,034(600  -r-  0,30 X  200)  =  398icai. 
Quant  à  leau  restée  liquide,  et  qui  pèse  environ  lOi*?',  elle  aura  absorbé  à  peu  près  10000x200  =  2 
millions  de  calories. 

♦ 

CONCOURS  DE  1905 


ÉCOLE   POLYTECHNIQUE 

Algèbre  et  Trigonométrie. 
I.  —  1402.  Démontrer  que  l'égalité    sin  B  =  —  sin  (2A  ^B)    entraine  la  suivante  :     Ig  (A -t- B)  =  y  tg  A. 

II       1403.  Calculer  la  valeur  de  e-'  à  un  dix-millième  près  (on  ne  supposera  pas  connue  la  valeur  du 
nombre  e). 

IIL—  1404.   1°  Trouver  une  série  S  ordonnée  suivant  les  puissances  entières  et  positives  d'une  variable  x 
et  telle  qu'on  ait  identiquement  la  relation  : 

xll-hx)2-h{2—p)xji"+[[p'-  —  p^2)x'-  —ix  —  2  S'  —  2p  i  -\-{%  —  p)x]S  =0, 
S'  désignant  la  série  des  dérivées  premières  et  S"  la  série  des  dérivées  secondes  des  termes  de  la  série  S. 

2"  Étudier  les  conditions  de  convergence  des  séries  S  ainsi  obtenues. 

3°  Examiner  en  particulier  les  solutions  qui  s'annulent  pour    a;  =0. 

4°  Qu'arrive-t-il  si  p  est  un  nombre  entier  et  positif? 

N.  B.  —  Les  candidats  pourront  commencer  par  Iraiter  les  cas  les  plu?  simples  où  p   a  l'une  des  valeurs  1, 

2,  ou    —  1. 

(■J'J  mai,  de  7  h.  à  11  h.) 

Géométrie  analytique. 
1405.  —  Étant  donnés  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires  Ox.  Oy,  Oz,  on  considère  deux  cônes  (S) 
et  (T),  se  coupant  k  angle  droit  suivant  0--  et  dont  les  sommets  S  et  T  sont  situes 
sur  la  partie  positive  de  0--,  de  façon  que  OS  =  y,  01=  7(7'  >  Y»  :  •e>"'s  bases 
dans  le  plan  Oxy  soni  des  circonférences  dont  les  centres  et  les  rayons  sont  A  et  a 
pour  (S)  et  B  et  6  pour  (T). 

Les  deux  cônes  ont  ainsi  en  commun,  outre  l'axe  Oz,  une  courbe  (Tj. 

Jl 1»  Former  l'équation  delà  cubique   (C),    projection   de    (r)    sur  le  plan    xOy.   et 

construire  cette  cubique. 

2°  Soit  PQ  une  corde  quelconque  de  (r),  obtenue,  par  exemple,  en  la  considérant 
comme  située  sur  une  génératrice    (G!    d'un  hyperboloïde  passant  par  l'intersection 
complète  des  cônes  (S)  et  (T)  ;  soit  pq   la  projection  de  PO  sur  le  plan   xOy  ;   cette 
projection  rencontre  la  cubique  (C),  outre  les  points  p  et  q,  en  un  troisième  point  m. 

On  demande  le  lieu  de  la  droite  PQ  dans  les  cas  suivants  :  -  ,  j  , 

1"   Le  point  m  est  tixe.  —  2"   Les  droites  Op  et  Gj  font  des  angles  égaux  avec  Ox.  —  3°  La  corde  pq  esi 
vue  de  l'origine  suivant  un  angle  droit. 

Généraliser.  ^^^  „,^.  ^,,  ;  ,,   ^  ^  /,.) 

Physique  et  Chimie. 
Physique.  -  I.  —  Mesure  de  la  vitesse  de  la  lumière  par  la  méthode  du  miroir  tournant. 
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ir.  —  Un  pendule  est  formé  par  u:ie  sphère  de  rayon  r,  (ixée  à  un  fil  métHllique  de  longueur  À  et  dont  la 
masse  est  négligeable  par  rapport  k  celle  de  la  sphère. 

Indiquer  comment  on  peut  déterminer  la  durée  d'oscillation  1°  par  le  calcul  ;  2°  par  l'expérience. 

III-  —  1406.  —  L"n  fragment  de  métal  dont  le  coenicicnt  de  dilatation  linéaire  est  a,  plongé  dans  le  mer- 
cure, éprouve  une  poussée  p  à  0»,  et  ;/  à  60°. 

Exprimer  le  coefficient  de  dilatation  absolue  du  mercure  en  fonction  de  a,  p  et  //.  —  Calculer  ce  coefficient 
quand    p  =  oOsr,    p'  =  49»'',3415,     s  =  857  X  10"*.     On  admettra  pour  la  densité  du  mercure  k  0°,  13,6. 

{2'J  mat,  de  2  h.  à  5  h.) 
Chimie.  —  I.  —  L'acide  hypochloreux  et  les  chlorures  décolorants. 
II.  —  Les  acides  ortho,  mêla  et  pyrophosphoriques  :  préparations  et  caractères  distinctifs. 

{30  mai,  de  2  h.  à  4  h.) 

Calcul  trii]oiiométriquc. 

H 

1407.    —   Dans    un    triangle   on    donne     {en  divisions  centésimales)  :    l'angle     A  =  98*^3528  ,      l'angle 
B  =  42'^39'17  ,     2p  =  1234", 3,     périmètre  du  triangle. 

Calculerles  trois  côtés  a,  b,  c,  le  rayon  r  du  cercle  inscrit  et  la  surface  S. 

On  emploiera  les  formules    r  =  p(g  -i  tg  ^  tg  -^,   S  =  pr,    p  -  a  =  p  tg  |-  tg  -^     et  les  formules  ana- 
logues pour   p  —  b,    p  —  c. 

{31  mai,  de  5  II.  à  6  h.) 
E pitre. 

1408.— Dans  un  plan  de  front,  on  donne  un  axe  vertical  (o'i',  et  une  circonfé- 
rence A  de  centre  K'  etdont  le  rayon  est  égal  à  35  millimètres.  On  fait  tourner 
l'ensemble  de  l'axe  et  de  la  circonférence  autour  d'un  point  w'  de  l'axe  d'un 
angle  »  tel  que,  dans  sa  nouvelle  position,  la  circonférence,  désignée  main- 
tenant parB,   soit  tangente  k   A.    L'axe  prend  une  nouvelle  position    tu'i/'. 

Cela  posé,  on  considère  deux  tores  :  le  premier  a  pour  axe  tu'.:'  et  pour 
méridienne  la  circonférence  A;  le  second  a  pour  axe  i,/;/'  et  pour  méridienne 
la  circonférence  B. 

On  demande  de  représenter  par  ses  deux  projections  le  solide  commun  aux 
deux  tores,  les  parties  vues  en  traits  pleins,  tes  parties  cachées  en  points  ronds. 

Le  croquis  ci-conire,  coté  en  millimètres,  définit  les  données  de  l'épure. — 
(u  est  la  projection  horizontale  de  l'axe  vertical. 

On  représentera  les  lignes  de  construction  en  traits  rouges  pleins. 

{30  mai,  de  7  h.  à  n  h.) 
♦ 
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1409.  —  lin  point  mobile  parcourt  l;i  parabole  u'  ~2px  =  0  de  façon  que  son  accélération  projetée  sur 
O.v  soit  proportionnelle  k  la  composante  de  la  vitesse  suivant  Oa-,  y,,  =  kH's  ;  k  l'époque  0  le  mobile  est  au 
sommet  de  la  parabole  et  possède  une  vitesse  po  dirigée  dans  le  sens  Ù.i/. 

1°  Déterminer  les  composantes  de  la  vitesse  et  de  l'accélération  en  fonction  de  l'ordonnée  du  mobile. 
2')  Trouver  l'hodographe  du  mouvement  et  trouver  la  forme  de  la  courbe  décrite  par  l'extriMiiilédu  vecteur 
vitesse. 

3»  Trouver  les  équations  du  mouvement.  Ln  déduire  les  limites  d'excursion  du  mobile  quand  t  varie  ;  en 
déduire  aussi  les  arcs  des  courbes  du  2"  qui  correspondent  k  des  positions  etfcctives  du  mobile. 

J.  Demeimv,\ck. 

1410.  —  On  suppose  que  deux  points  matériel  .M  ol  jjt  de  m;isse  2A  soient  astreints  k  se  moinoir  res- 
pectivement sur  deux  droites  rectangulaires  D  et  A.  Chacun  d'eux  est  attiré  par  l'autre  et  par  le  pied,  sur  la 
droite  qu'il  décrit,  de  la  perpendiculaire  commune  i  1)  e(  A.  Les  forces  d'attraction  sont  proportionnelles  k  la 
distance  et  égales  k  h   pour  l'unité  de  dislaiicc. 
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1°  Montrer  que  la  droite  Mij^  engemlrc  une  surface  du  4''  degré,  S  ;  évaluer  le-solide  limité  par  la  surface 
S  entre  deux  plans  parallèles  à  la  fois  à  D  et  à  a. 

2°  Un  plan  quelconque  parallèle  à  D  et  à  a  donne  dans  la  surface  S,  à  distance  finie,  une  ellipse.  Lieu 
des  foyers  de  cette  ellipse. 

3°  Dans  un  cas  particulier,  la  surface  S  se  réduit  à  un  paraboloïcle  hyperbolique.  Les  conditions  initiales 
devenant  alors  arbitraires,  trouver  le  lieu  des  axes  de  ce  paraboloide. 

4°  Si  les  droites  D  et  A  sont  dans  un  même  plan,  la  droite  M(jl  reste  tangente  k  une  courbe  du  6c  degré  et 
de  4o  classe  qu'on  peut  considérer  comme  le  lieu  des  centres  des  hyperboles  éqnilatères  tangentes  à  une  ellipse, 
passant  par  le  centre  de  celte  ellipse  et  de  directions  asymplotiques  données. 

Th.  L. 


DEUXIEME   PARTIE 


ÉCOLE   NATIONALE   DES    PONTS   ET    CHAUSSÉES    (Cours  préparatoires). 


Concours  de  1904. 

Algèbre. 

1356.  —  Etant  donnés  deux  cercles  de  même  rayon  R,  on  mène,  d'un  point  M  de  la  ligne  des 
centres  C'C,  la  tangente  MT  au  cercle  C  et  la  tangente  MT'  au  cercle  C 

1°  Déterminer  le  point  M  de  manière  que  la  somme  MT -h  MT'  de  ces  deux  tangentes  ait  une  lon- 
gueur cornue  L 

2°  Discuter  et  déduire  du  résultat  de  la  discussio/i  la  manière  dont  varie  la  longueur  l  quand  le  point 
M  se  déplace  le  long  de  la  ligne  des  centres. 

NoT.\.  —  On  désignera  par  d  la  distance  des  centres  et  on  prendra  pour  inconnue  la  distance 
CM  =  X     du  milieu  0  de  la  ligne  des  centres  au  point  M 

l/es  cercles  C  et  C  étant  égaux,  nous  pouvons  supposer  le  point   M  à  droite  du  milieu  0  de  la 

ligne  des  centres.  Dans  ces  conditions,    x  =  CM     aura  une 
valeur  essentiellennent  positive. 

Si     fl!  >  2R    (cercles  extérieurs),  x  peut  varier  de  0  à 

_ .R      et    de     — +R      à      -hx  ;      si    au    contraire 

0  <  ci  <  2R    (cercles  confondus,  sécants  ou  tangents  ex- 

d 
térieurement),  x  ne  peut  varier  que  de     — +R    a    h- x  . 


On  a  aisément      MT  =  y/^_  _.ry—  R^       MT'  =  \/(^-i-  t)  —  ^-'     d'oi^i  l'équation  du  pro- 


blème 


„)  ^/(i_,y_R.^v/(4+-y-i''  =  '^ 


Pour  les  valeurs  de  x  indiquées  plus  iiaut,  les  radicaux  qui  figurent  dans  cette  équation  portent 
sur  des  quantités  positives  et  on  a  visiblement     MT  <  MT'. 

Pour  résoudre  l'équation  (1),  il  faut  d'abord  la  mettre  sous  forme  rationnelle.  Isolant  le  second 
radical  el  élevant  au  carré,  il  vient 
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.  ^y  _  R-^  = /^ _ 2;y/'(^|.  _  a-)' -  R^  +  (i- -  xj- U^. 


L'équation  ainsi  obtenue  équivaudrait  à  la  double  hypothèse 

MT  ±  MT'  =  /. 
mais   à  cause   de   l'hypothèse      x  >  0,     MT    est  nécessairement  plus   petit  que   MX';   la  différence 
MT  —  MT'    ne  peut  donc  être  égale  à  une  quantité  positive  l.  En  sorte  que,  sous  la  restriction    x  >  0, 
l'équation 

R2    =   /2  _  2rfx 


(2) 


V(4-^ 


équivaudra  à  l'équation  (1). 

Élevons  les  deux  membres  de  cette  équation  au  carré  ;  pour  qu'une  racine  de  l'équation  (3)  ainsi 

obtenue  convienne  à  (i)  et  par  suite  à  (1),  il  faut  et  il  suffit  qu'elle  vérifie  l'inégalité 

/- 
i-  —  2rfx  >  0  ou  X  <  —  • 

Cette  équation  est 

(3)  ^'{(f"  ■'■)'"  ^']  ~  ^''  -^^•^J'  =  ^' 


d'où 


;2rp_(o!-^_4R-)] 


i{r-  —  d') 

[l^  —  d')[l'  —  {d'-iR')]  >0. 
II.  —  Condition  de  grandeur    l  x  <  •— 7  I: 


I.  —  Condition  de  réalité. 
(I) 


2rf 

i^r- —  {d- -  m')\       i' 

À{l'  —  d^)  ^  id-' 


AR'd' —  {i' —  d'Y 


<o 


d\i-—d') 

ou  enfin 

(II)  (  /^  —  d')[l-  -  [d-  —  2rfR)][/-  -  I  rf-  +  2rfK)   >  0. 

Pour  discuter  ces  deux  inégalités  simultanées,   il  faut  classer  les    valeurs      0,   d-,      d-  —  iR-, 
rf^^2dR.     Or,  on  a 

rf-  -2rfR  4  d'—AK\ 

suivant  que    4R''  >  MR     ou  encore    d  <■  2R.     Nous  avons  donc  deux  cas  à  distinguer  : 
1"    rf  >  2R     (cercles  extérieurs).  On  a  le  tableau  suivant  : 

Les  inégalités  (I)    et  (II) 
exijïent  que  l'on  ait  soit 

v/rf-  —  2d!R  <  /  =$  v/d-— 4RS  (a) 

soit 

^/rfîqiTrfR  ^  /  <  -H  QC  .         (6) 
Sous  ces  conditions,  on  est 

sûr  que  la  valeur  fournie  jiour  x  par  ré(iuation  (3;  est  réelle  et  vérifie  l'équation  (1).   11  reste  à  com- 
parer cette  valeur  de  x  aux    valeurs  limites     -   q:R.     Or,  on  a 

AO)  = -4  [/'-(«/■- 4R-')J     \>l    Çiansi'hypothéseH. 


Intgahlt  (  I  ) 


Inrgslilc  (II) 


rf--Z,/R         ,/=-4R' 


d' 


(/'  +  2./R 


i 


('); 


/■(!-'')  =  -['= --«^(7-«)]'<»^ 
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/(4-r)  =  -['^-m|+mJ  <o. 


Par  suite, 


ce       /■/      „  \        1      ■         1       I,      jo     (  <  *^     dans  l'hypothèse  (a), 
Entin     f{—x)     a  le  signe  de     /-'  — rf-  -^  ^  " 

(>0 (b). 


a)     v^rf-  — ^rfR<  /<v/rf2  — 'iK-,     la  valeur  de  a-  est  comprise  entre  0  et    ^r— R:     elle 

z 
pond  à  un  point  M  entre  les  deux  cercles  C  et  C 


b)  >/d-^ -i- tdn  <  I  :  la  valeur  de  .r  est  supérieure  à  ^ -1- R  et  fournit  un  point  M  à  droite 
du  cercle  C. 

On  peut  déduire  de  là  que  lorsque  M  se  déplace  sur  la  ligne  des  centres  en  allant  du  point  0  au 
point  A,  la  longueur  /  =  MT  +  MT'  varie  de  ^d^  —  4R-'  à  y/^i  _  grfR  ;  on  peut  montrer  qu'elle  va 
en  décroissant:  en  efTet,  la  dérivée 

_rf  d 

2  "^''"  '¥~^ 


/;  = 


est  une  diflerence  de  deux  quantités  positives     (  0  <  x  <  — )  ;     elle  a  le  signe  de 


d 


/d 


—  arfR^a,- 


(ï-')'--  (I-')'-"[(t«)'-J[(I-')'-«-]' 

elle  est  donc  négative  pour    0  <  a;  <  —  —  R. 

M  se  déplaçant  à  droite  du  point  B,  /  va  visiblement  en  croissant  (d'ailleurs     /;  >  0)  ;    /    croîtra 
de     v^rf-  +  2rfR     à    -h  *  . 

2°    0  <  rf  =^  2R    (cercles  confondus,  sécants  ou  tangents  extérieurement),  on  a  la  disposition 


rf^— 4R-, 
et  le  tableau  se  réduit  à 


d^  —  MK, 


a" 


d'*2d^ 


Inégabté  (I) 


1 


0,  d\  rf»-f-2rfR,  -+-  ao. 

On  voit  que  les  inégalités  (I)  et  (II)  exigent 

/  >•  v/rf2-)-2rfR.     —  Cette  condition  remplie,  on  a 

~       /  >  rf  ;  par  suite,   la  valeur  de  x  est  plus  grande 

d 
_       que     —  H-R;     on  constate  comme  tout  à  1  heure 

que  MT  -+-  MT  =  /    va  constamment  en  croissant 
à  partir  de     /rf^  -i-2(/K,  quand  le  point  M  se  dé- 
place sur  la  ligne  des  centres  depuis  B  jusqu'à  l'infini. 

P.   L. 
Solutions  exactes  de  M.  Bros,  à  Albi  ;  G.  FoocRy,  h  Roanne. 


Inégalité  ( 


l 


Gèoméiric  analytique. 

1357.  —   Étant  donnée  une  ellipse  de  grand  axe    AA',    on  lui  mène  urie  tangente  mobile   TT'  qui 
rencontre  aux  points  a  et    a'  les  tangentes  aux  extrémités  du  grand  axe  ;  on  joint  \'a  et  \a'. 
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Ces  deux  droites  se  coupent  en  un  point  M  et  on  demande  : 

l»  Le  lieu  du  point  M  ; 

2°  Le  lieu  du  point  de  rencontre  P  des  hauteurs  du  triangle  AMA'. 

Première  solution,  par  M.  Michel  Gonstandaki. 

1"  Prenons  pour  axes  les  axes  de  l'ellipse  donnée  et  soit  o  l'ano- 
malie excentrique  du  point  de  contact  de  la  tangente  TT'  avec  l'ellipse. 
On  aura  pour  équation  de  cette  tangente 

.r  cos  !?        j/  sin  & 
^-t-        .    • 1=0; 


on  en  déduit  les  coordonnées  du  point  a,  savoir    ,r  =  «,     y  =  btg-^^     d'où  l'équation  de  la  droite  A'a 


y 

1 

0 

1 

1 

ou  bien 


=  i  tg  -3-(a;H-  a). 


(2) 


On  aurait  de  même  pour  les  coordonnées  du  point  a',     x  =  — a,     y  =  b  cotg  -^^     et  pour  équation 
de  Aa' 


2ay  =  —  b  cotg  -~{x  —  a). 

Multipliant  membre  à  membre  pour  éliminer  l'angle  o,  il  vient 

Aa-y-  -+-  é'^(ar'-  —  a-)  =  0 


(3) 


b  \- 


:-) 


1  =0; 


c'est  l'équation  d'une  ellipse  ayant  pour  demi-axes  "  et  —  • 

2°  Pour  avoir  le  lieu  du  point  P,  nous  éliminerons  le  paramètre  <?  entre  l'équation    de  la  hauteur 

issue  du  point  A' 

2«       o 

et  l'pquation  de  la  hauteur  issue  du  point  A 

2a  o ,  ,„. 

î/  = ^cotg  -^af— a).  (5) 

Multipliant  membre  à  membre,  il  vient 


4a2 


ou  mieux 


a-         /  2o'  \- 

2(1^ 
équation  d  une  ellipse  dont  les  demi-axes  sont  a  et  — r— 


-—1=0, 


Miguel  CONSTANDAKL 
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Deuxième  solution,  par  M.  Gabriel  Pélissier,  à  Toulouse. 


/l 

/l 

il 

\ 

\ 

\ 
\ 

\ 

\ 

u 

=i^_w 

/1 

_\ 

\ 

0 

j 

i     Soit 

a^uî-H  é2y3_i  —0  (1) 

l'équation  tangenlielle  de  l'ellipse  rapportéeàsesaxes  et    ux-^vy-h  l  —  O 

l'équation  de  TT . 

t         •    .                           j        ■                                      au  -^l 
Le  point  a  a  pour  coordonnées     x  =  a,     y  = 


Le  point  ci',     x  =  —  a,     y  = 

La  droite  \a'  a  pour  équation 
1  —  ua 

y 


au  —  1 


2nu 


(x  —  a)     ou     2ayi/ =  (l  —  ua)(x  —  a 

pt  la  droite  \'a  2avy  =  — (i  +  ua)(.r  -t-a). 

ir 
Onal.'lieude  M  enéliminant  m  et  u  entre  les  équations  (1), (2), (3).  On  tire  de  (2)  et  (3 


(2) 
(3) 


en  portant  dans  fl),  on  obtient,  réductions  faites, 

X-        Ay- 

—r-^-T. 1  =  0. 

a-  0- 

Le  lieu  est  donc  une  ellipse  dont  le  grand  axe  est  AA'  et  le  petit  axe  est  la  moitié  du  petit  axe   BB' 

de  l'ellipse  donnée. 

2o  Les  droites  AP,  AP  ont  respectivement  pour  équations 


y 


•(x  —  fl), 


2/  = 


■(x+n) 


tm  +  i  ^^  '  ■'         ua  —  1 

Le  lieu  de  P  s'obtient  en  tirant  u  et  v  de  ces  équations  et  en  portant  les  valeurs  obtenues  u  = -, 

a* 
1/ 
V  = —  dans  (1)  ;  on  obtient  amsi 

X-        b-v- 

— -H— i-  —1=0. 

fl-         4a' 

Le  lieu  est  donc  une  ellipse  ayant  pour  axe  A.V,  et  facile  à  construire. 

Solution  géométrique.  —  1-'  Les  droites  AM,  AM  .se  corre.spondent  homographiquenient,  le  lien  de  M 
est  donc  une  conique  passant  par  AA'.  Cette  conique,  qui  est  coaxiale  à  la  proposée,  a  évidemment  ses  som- 
mets situés  sur  BB'  réels  ;  ce  sont  les  milieux  de  OB  et  OB':  c'est  donc  une  ellipse  définie  par  ses  sommets. 

2°  On  voit  de  même  que  le  lieu  de  P  est  une  ellipse  d'axe  AA'  et  qu'on  construirai!  sans  difficulté. 

Gabriel  PELISSIER,  à  Toulouse. 

Autres  solutions  :  M.  Bros,  à  AIbi  ;  G.  Cotty,  lycée  de  Dijon  :  G.  Foucry,  il  Roanne  ;  H.  Janois,  à  Nantes. 
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1338.  —  On  considère  la  slmphoide  oblique  dont  l'équation  cartésienne  en  axes  rectangulaires  est 

(S)  (x^  H-  y^){y  —  mx)  =  a{x^-  -  y% 

Si  m  varie,  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  la  courbe  avec  son  asymptote  est  une  slrophoide  droite. 
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J'rouver  en  outre  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  la  pe7-pendiculaire  abaissée  du  point  double  de  S  sur 
l'asymptote:  1°  avec  la  courbe  S;  1°  avec  l'asymptote.  Calculer  l'aire  de  ces  deux  derniers  lieux  géomé- 
triques. 

L'asymptote  de  cette  courbe  s'obtient  en  remplaçant  dans  le  second  membre  de  l'égalité 


y  —  vix  =  a- 


X-  -+-  y- 


y 

le  rapport  -^  par  m  ;  cette  équation  est  donc 


1  —  m- 
y  —  mx  =  a- 


1  -i-  m^ 

En  portant  cette  valeur  de    y  —  mx    dans  l'équation  de  la  strophoïde.  nous  avons  l'égalité 

X-  —  y-         1  —  m- 
x^-i-y-  ~   1  -h  m- 
ou  y^  — 7/1 -X-  =  0. 

Cette  équation  se  décompose  en  deux  :  l'une  ;/  — mx  —  0,  qui  donne  encore  une  fois  le  point  à 
l'infini;  l'autre  y  +  mx  =  0,  qui  donne  le  point  de  rencontre  à  distance  Unie  de  la  courbe  avec  son 
asymptote. 

Le  lieu  de  ce  point  s'obtient  en  remplaçant  mx  par  —  y  dans  l'équation  de  la  strophoïde  ;  il  a 
pour  équation 

(1)  2y(x^  -H  y-)  —  a{x-^  —  y-)  =  0. 

C'est  donc  une  strophoïde  droite  ayant  Torigine  pour  point  double  et  la  droite  y  =  —  pour 
asymptote. 

Le  point  double  de  S  est  l'origine  ;  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  l'asymptote  est 
my-\-x  z=  0.     Le  lieu  du  point  de  rencontre  de  cette  droite  avec  l'asymptote  s'obtient  en  remplaçant  m 

par dans  l'équation  de  celle-ci.  Nous  trouvons  ainsi 

y 

(2)  (x^  -h  y-^Y  —  ay(y-  —  x-)  =  0. 

Si  nous  portons  cette  valeur  de  m  dans  l'équation  de  la  strophoïde,  nous  avons  de  même  l'équa- 
tion du  lieu  du  point  de  rencontre  de  cette  courbe  avec  la  perpendiculaire  à  l'asymptote  abaissée  du 
point  double.  Cette  nouvelle  équation  est 

(3)  (^■2^tfy--ay{x^--y')  =  0; 

elle  se  déduit  de  la  précédente  en  y  changeant  ;/  en  — y.   Ces  deu\  lieux  sont  donc  symétriques  l'un 
de  l'autre  par  rapport  à  Ox  et  il  suffit  de  construire  l'un  d'eux. 

Occupons-nous  du  second;  son  équation  en  coordonnées  polaires  est 

p  =  «  sin  (0  cos  2o). 

La  fonction  s  est  périodique  et  admet  pour  période  2ti. 

Si  on  change  w  en  —  w,  p  ne  fait  que  changer  de  signe;  donc  la  courbe  est  symétrique  par  rapport 
à  Oy,  et,  en  tenant  compte  de  cette  symétrie,  il  suffit  de  faire  varier  w  de  0  ;i  -.  Si  on  change  w  en 
7!  —  <i),     p  ne  change  pas.  On  retrouve  la  symétrie  déjà  signali'c,  et  il  suffit  linaloniont  de  faire  varier  w 

de  0  à  -  • 

2 

Pour     <u  =  0,     p  est  nul  ;  de  0  à  -7- 1    p  est  positif  ;  pour     („  =  — ,     il  redevient  nul  ;  puis,  de  — 

444 

a   —  >     il  est  négatif;  tnlin,  pnur    tu  =  —,     p=  —  a.     On  reconnaît  facilement  que    p  passe    par  un 
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7T  11 

maximum  entre  0  et  —  >     et  par  un  mmmium  pour     w  =  — - .    Le  maxi- 
4  z 

2(1 
muni  a  pour  valeur— -p;    il  est  plus  petit  en  valeur  absolue  que  le  mini- 

muni  qui  a  pour  valeur  —  a. 

Il  est  dès  lors  facile  de  tracer  la  courbe  complète. 

L'aire  totale  de  celte  courbe  est  balayée  par  le  rayon  vecteur  OM,  quand 
w  varie  de  0  à  -.  Elle  a  donc  pour  expression 

2  J„    ' 

a-    r' 
ou  A  =  — —   /    sin-tocos-2uj(ii.). 

L'intégrale  indéfinie 

/  sin- ioCOs-2w  d<M 

fein^  (u(l  —  2  sin-  ^fàuj 

ou  à 

/(4sin''(o  —  4sin*("-|- sin^  iu)(/aj. 

Posons  I„  =    /  sin"  w  rfuj  ; 

nous  aurons,  en  intégrant  par  parties,  d'abord 

In  =  —  sin""'  <-•>  cos  (■)  -(-  ()i  —  I)  /  sin""-,,, cos-(u  rfio, 

puis,  en  remplaçant  cos^  <u  par     1  —  sin^  <", 

ril„  =  (n  —  1)I„  2  —  sin"~'  w  cos  oj. 
Pour  les  limites  0  et  t.,  le  terme  sin""'  w  cos  w  est  nul  ;  donc,  en  désignant  maintenant  par  J„  l'in- 
tégrale définie     /     sin"  «xito,  nous  avons 


se  ramené  a 


et,  en  particulier, 


ni,,  =  (n  —  1)J„_.,  ; 
6J,  =  SJ,,  4J,=3J5, 

Jo  =     /      dm  =  " 


2J,  =  Jo  ; 


Je  = 


15r 


""^t;-  8 


par  suite,  nous  avons  finalement    J^  =  —  ,  .U  = 

L'aire  A  est  donc  égale  à 

a-  /15tt 

Bonnes  solutions:  MM.  i.  IIaai;,  i^lè\e  à  l'Kcole  normnle  supérieure;  C.  Péussieh,  lycée  de  Toulouse  ;  Cli.   Lattes. 
Assez  bonnes  solutions  :  MM.  Bros,  ;i  Albi:  F.  Géraru,  lycée  Janson  :  B.  J.avklot;  G.  Corrv,  à  Dijon. 

Remarques  géométriques.  —  Soient  I  le  centre  du  cercle  générateur  de  la  stroplioïde  (S)  et  DEB 
l'asymptote.  Si  l'on  porte  k  partir  de  0  im  segment  équipollent  à  ÂB,  l'extrémité  de  ce  segment  appartiendra 
à  (S).   Or  en  se  reportant  à  l'équation  de   (S)    on  voit  que  ce  segment  doit  être  égal  a    —a.     Par  suite,  si  l'on 
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Des  deux  égalités  précédentes,  on  déduit  immédiatement 


mène  IC  perpendiculaire  à  01  et  si  l'on  remarque  que     AID  =  2A0D  =  I  dr.,     on  a     OC  =  —  AB  =  a;  donc 

C  est  fixe  et  le  point  I  est  sur  le  cercle  de  diamètre  OC.  Ceci  étant, 
la  tangente  en  0  au  cercle  de  centre  I  rencontre  DE  en  M,  point 
d'intersection  de  (S)  avec  son  asymptote.  Les  triangles  P^'I.u  et  OFI 
sont  semblables,   car     ujPN  =  wO.N   =  FOI  et    PM(u  =   OFI-     Donc 

NP         OF 

— fj-  =  -p^^.    D'autre  part,  les  deux  triangles  isocèles  Oui  et  OMF  ont 

toP  01 

même   angle  au  sommet  et  sont  par  suite  semblables,  ce  qui  donne 

OF  _  OM 

01    ~    toO 

OM  =  PN.  Le  lieu  de  M  est  donc  une  strophoïde  droite  ayant  pour 
point  double  le  point  0  et  pour  asymptote  la  droite  wN.  Abaissons 
maintenant  OK  perpendiculaire  sur  DE  ;  elle  rencontre  le  cercle  I 
en  L  et  (Si  en  K'  tel  que  OK'  =  LK  =  —  OK.  Donc  les  lieux  de  K 
et  K'  sont  symétriques  l'un  de  l'autre  par  rapport  à  0.  Cherchons, 
par  exemple,  l'équation  polaire  du  lieu  de  K.  OK  étantparallèle  à  k\ 
estsymétrique  de  01  par  rapport  à  OF.  Donc  lOK  =  —  2(o  et  par  suite 
OK  =:  01  cos  2(0.  Or,  dans  le  triangle  rectangle  OIC,  on  a 
01  =  a  sin  OCI  =  —  a  sin  (o .  Donc  OK  =  —  a  sin  co  cos  2u)  et 
l'équation  polaire  du  lieu  de  K  est  p  =  —  n  sin  tu  cos  2w  ;  celle  du 
lieu  de  C  est  par  suite    ?  =  asin  u)C0s2w. 

J.  H.\Atî,  élève  à  l'École  normale  supérieure. 


1347.  —  Soient  deux  axes  rectangulaires  Ox,  0//  ;  on  donne  un  point  A  de  coordonnées  p,  q  situé  à 
l  intérieur  de  l'angle  xOy,  ainsi  que  le  sijmétrique  B  de  ce  point  par  rapport  à  l'origine  0. 

1°  Trouver  l'équation  du  lieu  des  foyers  des  h/perboles  équilalères  passant  par  les  deux  points  donnés 
A,B  et  dont  l'axe  réel  est  parallèle  à  Ox;  on  partira  de  l'équation  focale  : 

(1  —  >i2)y2  _  <imnxij  +  (1  —  nf-)x^  —  2(?  h-  nt)y  —  2(a  -+-  mt)x  -t-  a-  +  p^  —  /-  =  0. 

2°  On  demande  une  discussion  algébrique  de  l'équation  trouvée,  afin  de  reconnaître  la  nature  du  lieu 
suivant  les  positions  du  point  A. 

3°  Dans  le  cas  où  le  lieu  est  une  ellipse,  ramener  l'équation  à  sa  forme  la  plus  simple  et  déterminer  les 
longueurs  des  axes  de  symétrie  ainsi  que  la  position  des  foyers. 

[Concours  fjénéral  de  Belgique,  liliétorique.) 

1.  Si  l'axe  réel  d'une  hyperbole  est  parallèle  à  Ox,  les  directrices  sont  parallèles  à  Oi/;  d'autre 
part,  l'excentricité  de  l'iiyperbole  équilatère  étant  égale  à  j/2,  on  voit  que  l'éciualion  générale  des  hyper- 
boles équilatèrcs  dont  l'axe  réel  est  parallèle  à  Oa;  est 

(x— a)«  H- (y  —  3)2- 2(x -t- ).)^  =  0, 
a,  p  désignant  les  coordonnées  d'un  foyer  et    or  h- X  =  0,     l'équation  de  la  directrice  correspondante. 
Écrivons  que  celte  courbe  passe  par  les  points  A  et  B,  nous  avons 
'P  —  «)'+(?-!;)'-  ^p  -h  ly  =  0, 

(p  +  Ot)2 -H  (ç  +  S^2  _  2(p  _  ^)2  ^  0, 

et,  pour  avoir  le  lieu  du  point  (a,  ^),  il  suffit  d'éliminer  >  enire  ces  deux  équations.  Auparavant,  nous 
remplacerons  le  système  (1)  par  un  système  équivalent  plus  simple  obtenu  en  ajoutant  et  en  relran- 
cliant  les  équations  (1), 

a-  -f-  p^  —  p-  +  g-  —  2).^  =  0, 

pï  +  7?  -+-  2p>.  —  0. 


(») 


(2) 


Alors,  l'élimination  est  immédiate.   Do  la  seconde  nous  lirons      X  = 


2p 


et  en  portant 
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dans  la  première,  nous  avons 


.p^.^ri.-^-El±Sll=0, 


0. 


ou,  en  remplaçaot  a  et  S  par  x  et  ?/, 

(C)  p"-x'  —  ^pqxij  -H  (2/)-'  _  q^-)i/-  —  2p^(}}^  -  q--) 

Le  lieu  est  une  conique  (C)  ayant  pour  centre  l'origine. 

2.  Pour  discuter  la  nature  de  cette  conique,  on  pourrait  appliquer  la  méthode  générale,  mais  il 
sera  plus  simple  de  montrer  ici  que  les  points  A  et  B  sont  les  foyers  de  cette  conique  et  de  calculer  son 
excentricité. 

Pour  cela,  nous  dirigerons  autrement  l'élimination  du  paramètre  À.  Au  lieu  de  porter  la  valeur 
;ja  +  q'îi 


de  À, 


tp 


dans  l'équation  (2),  nous  la  porterons  dans  chacune  des  équations  (1),  ce  qui   nous 


donne  («  et  Jj  étant  remplacés  par  x  et  y) 


(.c-}3y  +  {y  —  qY-  = 
[x  +  p)-  -h(ij-+-  q)-  = 


{p. 


(/Jjr  H- (/!/ +  2p2)- 


2p' 


Ce  sont  là  deux  autres  formes  de  l'équation  de  la  conique  (C).  Elles  nous  montrent  que  les  points 
A  et  B  sont  les  foyers  de  cette  conique  et  que  les  directrices  correspondantes  sont  respectivement 
px  +  qy  —  2p'  =  0     et     px  -\-qy  -\-  2/)-  =  0. 

Pour  avoir  l'excentricité  c,  mettons  en  évidence  la  distance  d'un  point  {x,y)  à  la  directrice;  l'é- 
quation de  la  conique  s'écrit 

p^  +  q"-     (px  +  qy —  ^p'-Y 


(x  —  pr^iy—qY- 


d'où  nous  tirons 
et 


p'-'i-q- 


-2p' 


p'-hq'- 


On  en  conclut  que  si    p-^q'\>0,    laconique  (G)  est  une  ellipse, et  si    p-  — ç=<0,     cette  conique 
est  une  hyperbole. 

Dans  le  cas  particulier    où    p- —  (f- =  0,     le  foyer  (p,  7)  est  sur  la  directrice    px^  qij —  Ip'  —  0; 
par  suite,  la  conique  se  réduit  à  deux  droites.  D'ailleurs,  si  nous  nous  reportons  à  l'équation 

p\r-  -  2pqxy  +  (2;r  —  q'-)y-  —  2p=(/j=  -  9^)  =  0, 
et  si  nous  y  remplaçons  q  par  àzp,  cette  équation  devient 

elle  représente  une  droite  double. 

Observons  enfin    que   dans    tout  ce   qui   précède,  nous   avons   supposé    p==0.     Si     p  —  0,     la 
conique  se  réduit  à     y-  =  0. 

De  cette  discussion,  on  déduit  les  résultats  suivants. 
Traçons  les  bissectrices  des  axes,  DD'etDiD,,  qui  sont  représentées 
par  l'équation    x-  —  y^  =  0. 

Si  le  point  A  est  situé  dans  les  régions  recouvertes  de  hachures,  la 
conique  (C)  est  une  ellipse. 

Si  le  point  A  se  trouve  dans  les  deux  autres  régions,  la  conique  (C) 
est  une  hyperbole. 

Enlin,  si  le  point  A  est  situé  sur  l'une  des  droites  DD,  0,0,  ou  Oy, 
la  conique  (C)  se  réduit  à  une  droite  double. 
3.   L'équation  aux  coeflicients  angulaires  des  axes  de  la  conique 
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est 
ou 


p'x''-2pqxy-{-x'^p- 


'D'J- 


■2p=(p^-7-)  =  0 


elle  admet  comme  racines  —  et 


pqm^  -+-  {p^  —  q-)m  —  pq  =  0 
[pm—  c/)i'jm-i-p)  —  0  ; 

P  "'         ? 


Comme  le  centre  de  la  conique  est  l'origine  et  que  —  est  le  coeflicient  angulaire  de  la  droite  AB, 

P 
nous  voyons  que  AB  est  1  un  des  axes  de  la  conique. 

Rapportons  la  conique  à  ses  axes  en  prenant  pour  axe  desx'  la  droite  OA 

et  pour  axe  des  y'  la  perpendiculaire  passant  par  le  point  0.  Les  formules  de 

transformation  de  coordonnée»  sont 

1/  =:  a:'  sin  «-+-!/'  cos  a, 


J  =  X'  COSa— J/  sma, 

l'angle  a  étant  défini  pur  la  relation      tga=: 


Nous  en  tirons 


le  radical  ayant  un  signe  quelconque,   mais  le  même  dans  les  deux  formules  ; 
les  valeurs  de  x  et  de  y  deviennent  alors 


px  —  qxj- 


>lp'+q' 

et  en  portant  dans  l'équation  de  la  conique,  nous  avons 


qx  +py' 
\if^q- 


p-  -+-  q 

ou,  en  simplifiant, 
ou  enfin 


pHpx' —  qu'Y        ^       (px'  ~  qy')(qx'  -+-py')        ,„   ,         .,,   (qx' -h  py'f        „   „,   _ 

I    i"  t.i  I      -'ipq-1 j[.f        ..       ^-^  ^  +  (2p-  —  q-)  ^^^^   ^  '  ,  ' •2;r(/y-— 7")  =0 


p'-hq-'  •  •  ■  p-  +  7- 

(p2  _  rf.)x'2  4-  -ipY'  -  ^fif-  -  q')  =  0, 

x'^  y'-' 

2/j- 


—  1=0. 


P'  —  q- 

Si  p-  —  7">0,  laconique  est  une  ellipse,  et  les  carrés  des  demi-longueurs  de  ses  axes  sont 
a-  =  2/3'',  b- =  p-  —  q-.  Nous  en  tirons  a- — h- z^  p- +  q- =  0 .\' ■>  et  nous  retrouvons  ainsi  que  les 
points  A  et  B  sont  les  foyers. 

Solution  géométrique.  —  Considérons  une  hyperbole  équilatérc  (H)  passant  par  les  points  A  et  R  et 
ayant  son  axe  réel  parallèle  à  Ox.  Soit  F  un  de  ses  foyers,  A  la  directrice  correspondante.  Abaissons  AD  el 
l!E  perpendiculaire  sur  A,  nous  avons       FA  =  AD/â,        FB  =  UE,J2. 

1°  Supposons  que  les  points  A  et  B  soient  sur  des  branches  différentes  de  l'hyperbole  ;  ilssontalorsde  part 
et  d'autre  de  la  directrice,  et,  en  ajoutant  les  relations  précédentes,  nous  obtenons 

FA-hFB  =  (AD-t-BE)v/I. 

Or    AD  +  BE    a  une  valeur  constante;  c'est  la  distance  du  point  A  à  la  parallèle  à  Oi/  menée  par  le  point 
B.  Soit  2p  cette  distance.  Nous  avons  donc      FA-+-FB  =  "îp^/i, 
ce  qui  montre  que  le  lieu  du  point  F  est  une  ellipse  ayant  pour  loyers  A  et  B  et  pour  grand  axe    ip\/î. 

Lorsque  les  deux  points  A  et  B  appartiennent  k  des  branches  différentes  de  l'hyperbole,  la  parallèle  à  la 
droite  AB  menée  par  le  centre  de  cette  courbe  est  située  dans  l'angle  des  asymptotes  qui  contient  l'axe  réel. 
Il  en  résulte  que  si  l'on  considère  les  bissectrices  des  axes  Ox  et  Oy,  la  droite  AB  est  dans  l'angle  de  ces 
droites  qui  contient  l'axe  Ox. 

2°  Si  au  contraire  AB  est  dans  l'angle  de  ces  droites  qui  contient  l'axe  Oy,  les  points  A  et  B  sont  situés 
sur  la  même  branche  de  l'hyperliole,  et  par  suite  d'un  même  côté  de  la  directrice.  Nous  avons  alors 

I  FA  —  FB  I  =  I  AD  —  BE  I  y/j  =  2/V2. 
2p  désignant  toujours  la  distance  du  point  A  à  la  parallèle  à  Oy  menée  par  le  point  B. 

Nous  voyons  ainsi  que  le  lieu  du  point  F  est  une  hypiM-bole  ayant  pour  foyers  les  points  A  et  B  et  dont 
la  longueur  de  l'axe  réel  est  2p^2. 

Solutions  (i.ii'  MM.  Br.us,  à  Alhi  :  FoiiiRV,  à  Itoaniic. 
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CONCOURS  DE  19(Ji 


ÉCOLE  MILITAIRE  DE  BELGIQUE 

Section  de  l'artillerie  et  du  génie. 

Algèbre 

L  Discutez  le  svstètne  suivant  de  deux  équations  linéaires  à  deux  inconnues  : 

ax  +  by  =:  c, 
dx  +  Vy  =  c' . 
II.  Etant  données  les  équations 

xu 
—, =  "î. 

(x-\-y]: 

X-  -+-  y-  —  3-, 
dans  lesquelles  p  et  m  sont  des  quantités  données  réelles  et  positives,  on  demande  : 
1°  de  résoudre  le  système  ; 
2"  de  déterminer  pour  quelles  valeurs  de  m,  il  admet  un  système  de  solutions  réelles  et  positives. 

Trico.nométrie  théorique. 


I.  Démontrez  la  relation 


.     /  A  -t-  I?  \  fa 

sin  (  — - — 1         ces  I — 


A,  li,  C  et  a,  b,  c  étant  respectivement  les  angles  et  les  arcs  opposés  d'un  triangle  sphérique  quelconque. 
II.  Résoudre  et  discuter  l'équation 

sin  3.C  +  sin  2.r  =  m  sin  x. 

AniTiiMÉTigUE. 

I.  Dans  quel  cas  une  fraction  ordinaire  irréductible,  convertie  en  fraction  décimale,  donne  t-elle  naissance  : 
1»  à  une  fraction  décimale  d'un  nombre  limité  de  chiffres  ; 

2°  à  une  fraction  décimale  périodique  simple  ; 
3°  à  une  fraction  décimale  périodique  mixte? 

II.  Etant  donné  le  nombre  p  =  a*6i''c'^,  où  n,  b,  c  désignent  des  nombres  premiers,  déterminer  tous  les 
nombres  q  tels  que  les  carrés  p-  et  q-  soient  respectivement  divisibles  par  j  et  par  p. 

Combien  y  a-t-il  de  nombres  q  répondant  à  cette  question  ? 

(iKO.MÉTRlE. 

I.  A.  —  (Ju'est-ce  qu'un  polyèdre  régulier? 
U.  —  Démontrez  : 

1°  Qu'il  ne  peut  y  avoir  que  cinq  polyèdres  réguliers  ; 

2°  Que  tout  polyèdre  régulier  peut  être  inscrit  dans  une  sphère  et  peut  être  circonscrit  à  une  autre. 
C.  —  Connaissant  le  côté  d'un  polyèdre  régulier  et  l'inclinaison  de  deux  faces  adjacentes,   trouver   les 
rayons  des  sphères  inscrite  et  circonscrite. 

II.  On  marque  sur  une  circonférence  (0)  de  rayon  U  un  point  A  et,  dans  le  plan  de  celle  circonférence,  un 
point  P.  Inscrire  dans  la  circonférence  un  triangle  ABC  tel  que  le  côté  BC  passe  par  le  point  P  et  que  le  pro- 
duit des  côtés  AB  et  AG  soit  égal  à  un  carré  donné  k-. 

La  circonférence  (0)  et  le  point  A  étant  fixes,  on  fait  varier  k  de  0  ;i  l'infini  et  l'on  demande  quelles  sont 
pour  chaque  valeur  de  h,  les  positions  que  le  point  P  doit  occuper  pour  que  le  problème  comporte  soit  denx 
solutions,  soit  une  solution,  soit  zéro  solution. 

Gkométrib  analytiode. 

I.  Chercher  l'équation  de  l'ellipse  rapportée  à  ses  diamètres  conjugués  égaux  connaissant  l'équation 

a-y-  -\-b-x''  =  a''b- 
de  celte  courbe,  rapportée  k  ses  axes  de  symétrie. 


256 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


II.  —  1411.  —  Etant  donnés  deux  axes  Ox,  Oy  faisant  entre  eux  l'angle  0,  on  marque  sur  0.r  un  point 
fixe  A,    d'abscisse  a. 

Il  y  a  une  infinité  d'hyperboles  équilatères  tangentes  à  l'axe  O.c  en  ce  point  et  rencontrant  l'axe  Oy  en 
deux  points,  dont  le  produit  des  ordonnées  est  constant  et  égal  à  6^^. 

1°  Démontrez  que  l'équation  générale  de  ces  hyperboles  est 


■  '2mxy  ■ 


m  étant  égal  à 


!/■-  —  2ax  4-  2/,y  +  a-  —  0, 
a'-t-  b-- 


2b'  cos  0 

2°  Montrez  que  ces  hyperlioles  ont  mômes  directions  asymptotiques. 
3°  Déterminer  le  lieu  de  leurs  centres. 

4°  Ce  lieu  est  une  droite  :  déterminei'  l'angle  0  de  manière  que  cette  droite  soit  perpendiculaire  à  l'axe  Ox. 
Ce  problème  est-il  toujours  possible  ? 

C.iLCUL    DE    LUGARITHIIES. 

Calculer  le  plus  petit  arc  positif  .c  satisfaisant  à  l'équation 

,  ,  sin((p-f-30») 

tg-"  X  =;    —T— — — , 

COS'^  oo 

1 
sachant  que  o  est  un  arc  compris  entre  0°  et  90°  et  que  son  sinus  égale  -r- 

On  exprimera  le  résultat  en  degrés,  minutes  cl  secondes. 

Géométrie  descriptive. 
On  donne  : 
1"  Une  droite  d  et  un  point  0  sur  cette  droite  ; 

2"  La  projection  verticale  d'un  point  A. 
On  demande  : 

1°  De  mener  par  le  point  0  un  plan  a  perpendiculaire  k  la  droite  d; 
2°  De  déterminer  la  projection  horizontale  du  point  A,  considéré  comme  appar- 
tenant a  ce  plan  ; 

3°  De  construire  dans  le  plan  a  un  carré   ABCD   dont  le  point    0   serait  le  centre 
et  le  point  A  un  des  sommets; 

4°  De  construire  un  cube  situé  au-dessus  du  plan  a  et  dont  l'une  des  faces  serait 
le  carré   ABCD  ; 

5°  De  représenter  ce  cube  en  le  considérant  comme  un  corps  plein  et  opaque. 
(Les  dimensions  de  ce  croquis  sont  données  en  millimètres.) 


QUESTIONS  PROPOSEES 


1412.  —  l'nc  tangente  variable  à  une  hypcrbulç  équilatère  rencontre  les  asymptotes  en  A  et  B.  On  cons- 
truit sur  AB  comme  cote  un  |)olygone  régulier  de  n  côtés.  Trouver  les  lieux  décrits  par  les  sommets  de  ce 
polygone. 

E.->.    B.ARISIK^. 

1413.  —  On  considère  deux  axes  rectangulaires  0.'-,  O.v  et  un  point  M  sollicite  par  une  accélération  paral- 
lèle il  Oy  et  ayant  pour  valeur  —g  {g  >  0).  On  lance  ce  point  dans  le  plan  des  xy,  en  O  avec  une  vitesse  v„ 
constante  en  grandeur  et  variable  en  direction.  Trouver  le  lieu  géométrique  des  points  du  plan  que  l'on  peut 

atteindre   avec  une  vitesse  parallèle  à    y  =  mx. 

J.  Demkumvnck. 
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(I) 


Hexagone. 

Soit  une  conique  'C')  d'équation 

a3  —  -f-  =  0  ; 
soit  une  autre  conique  (C)  passant  par  les  points  A  et  D  où  les  droites  BA, 
CD  touchent  la  conique   (C)  et  par  les    points  B  et  C  où   ces  deux  droites 
sont  rencontrées  par  une  tangente  à  cette  conique  ;  la  conique  (C)  aura  pour 
équation 

B.a  +  A-;^  +  A     •;  +  4^  h  =  0. 

11  existera  des  hexagones  inscrits  dans  la  conique  (C)  et  circonscrits  à  la 
conique  (C). 

L'équation  en  X  est 

4(B  +  /.)^(A  —  À)  -  A^(B  -f-  ).)  =  0, 
4/.-(2B  —  A)  -I-  /.(A-  —  8AB  +  4B^)  +  B(A^  —  4AB)  =  0, 

(    0,  r=2B  — A, 

A2  —  8AB  +  4B^  Hi 


1'.= 


A",  =    4^(A-4B). 


AB, 


0      0'      y 
L'élimination  de  A  et  B  est  très  simple,  et  donne,  en  remplaçant  0,,  OJ,  a|  par   — -^    — ,    — ,     la  relation 

12)  ('I-  —  4a6')3  —  2.  l6.-.i'-A'  —  46-(6-  —  4A0')-  —  66(0^  —  4Ae')l6A'A-  =  0. 

Telle  est  la  condition  pour  que  deux  coniques  soient  telles  qu'il  existe  des  hexagones   inscrits    à  l'une  et 
circonscrits  à  l'autre. 

Considérons  les  deux  cercles 

{X  —  o)-  4-  y-  —  ?-  —0. 
a;-  +  y-  —  H-  =  0, 
et  l'équation  en  X  correspondante  qui  est 

(l  +  Df/îp-:!  +  M?-  +  R^  —  ô'^)  +  R-]  =  0, 
ou  bien 

lY  +  X2(2p2  +  R2  —  S"-)  -+-  X(p2  +  2R^  —  Ô-)  H-  R^  =  0. 

S'il  existe  un  hexagone  circonscrit  au  premier  cercle  et  inscrit  dans  le  second,  l'équation  en  À  devra  pouvoir 
s'identifier  avec  l'équation  (I),  et,  en  conservant  les  notations  précédentes,  on  aura 

2p2  _,_  R2  _  32  p2  _)_  2R3  _  g-2 


0,  = 


fi",  = 


a;  =  -^ 


Posons,  pour  simplifier, 


R^ 


A  —  [Ji  :=  3, 


C)  Voir  le  numéro  de  juillet  1903  de  la  Revue. 
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l'équation  (2)  devient 

{s'-  —  Ay—2[l6^l^-i-2(2  +  z}%-J  —  ilr-+W.{2  +  :)(s^  —  a)]  =  0, 
ou  bien 

(3)  3-«  +  16^°  +  2'H6  -  20).)  —  32>.;3  +  zHW?  +  64),)  —  128).-z  +  &i:V>  —  0. 

Nous  allons  décomposer  le  premier  membre  de  cette  équation  en  deux  facteurs. 

Considérons  le  cercle  de  rayon  p  et  les  tangentes  AB,  BC,  CD  ;  si  le  cercle  de  rayon  R  passe  par  les 
points  A,  B,  G,  D,  c'est  qu'il  existe  un  hexagone  inscrit  dans  ce  cercle  et  circonscrit 
au  premier.  Or,  si  les  points  A  et  D  sont  les  deux  points  cycliques,  ou  bien  les  deux 
points,  réels  ou  imaginaires,  autres  que  les  points  cycliques,  communs  aux  deux 
cercles,  on  aura  les  hexagones  de  première  espèce  ;  mais  si  le  point  A  est  un  point 
cyclique  et  le  point  D  un  point  commun  aux  deux  cercles  et  non  cyclique,  on  aura 
les  hexagones  de  seconde  espèce.  Le  calcul  relatif  aux  hexagones  de  première  espèce 
est  très  simple,  il  suffit  d'exprimer  que  le  cercle  de  rayon  R  est  circonscrit  au  trapèze 
A  B  C  D,  A  et  D  étant  les  points  cycliques  et  BC  la  tangente  perpendiculaire  à  la  ligne 
des  centres,  et  Ion  trouve  la  condition 

(p.  _  R2)!  _  4p232  _  0, 

OU  ;2^  4;  — 4).  =  0. 

Dès  lors,  le  premier  membre  de  la  relation  '3)  est  divisible  par  le  polynôme  z-  +  iz—kl,  et  l'on  trouve 
pour  quotient 

3;*  +  433  _  8À;2  _(_  i6),î  —  16).-. 
Donc,  la  condition  relative  aux  hexagones  de  seconde  espèce  est 

OU  bien 

1  6P*  .  R2?2  _^  4p2(32  _^  U2)(R2  _  52)2  _  3(R2  _  S^)*  =  0. 

On  peut  donc  se  donner  R  et  S,  et  en  déduire  0  à  l'aide  de  radicaux  carrés;  la  construction  du  système  des 
deux  cercles  peut  donc  se  faire  par  la  règle  et  le  compas. 

Le  raisonnement  précédent  est  général,  c'est-à-dire  que  la  condition  pour  qu'il  existe  un  polygone  de  2»» 
côtés  inscrit  à  un  cercle  et  circonscrit  à  un  autre  cercle  se  décompose  en  deux  conditions  distinctes;  à  chacune 
correspondent  les  polygones  de  l'une  ou  de  l'autre  espèce  ;  nous  avons  vu  qu'il  en  est  de  même  pour  les  poly- 
gones d'un  nombre  impair  de  côtés.  La  condition  relative  aux  polygones  de  2»;  côtés  et  de  la  première  espèce 
est  particulièrement  simple,  comme  nous  venons  de  le  voir  pour  l'hexagone;  le  développement  do  la  question 
se  trouve  dans  notre  Mémoire  inséré  au  Bulletin  de  la  Société  Mathématique  (tome  29.  1901);  nous  y  donnons 
explicitement  la  condition  relative  aux  polygones  de  4,  6,  8,  ...,  14  côtés.  Le  problème  est  bien  plus  difficile 
pour  les  polygones  de  seconde  espèce. 

Bornons-nous,  pour  le  moment,  à  l'hexagone. 

Première  solution  :  0-  —  R-  ^  ±  2oo. 

i"  o2-<-2os=R-.  —Onvoit  fafilempntquel'on  doit  avoir  ^  >  7-  et  les  cercles  sont  sécants.  En  particu- 
lier, si    0=-^,     R=p-^,    la  corde  commune  est  un  diamètre  du  cercle  de  rayon  p;  si    S  = -^,     R  =  -i.. 

2»  0^  — 2ô.o=::R-.  —  Il  faut  5  >  2p,  et  les  cercles  sont  extérieurs  l'un  à  l'autre.  En  particulier,  ils  sont 
égaux  pour    0  =  R(v/2-f- 1). 

Dans  cette  première  solution,  si  l'on  numérote,  dans  l'ordre  où  ils  se  présentent,  les  six  sommets,  on  voit 
que  les  sommets  (1.  i)^{2jj>)^3,  6)  sont  deux  k  deux  symétriques  par  rapport  à  la  ligne  des  centres;  les 
droites  13,  35,  li\,  et  24,  36,  62  sont  les  côtés  de  deux  triangles  qui  se  déplacent  en  étant  inscrits  à  un  cercle  fixe 
et  circonscrits  à  un  autre  cercle  fixe;  les  droites  parallèles  Ï4,  25,  iîô  déterminent  sur  une  droite  fixe  une 
involulion  du  troisième  ordre,  c'est-à-dire  que  les  distances,  à  un  point  fixe  de  cette  droite,  des  points  où  ces 
parallèles  coupent  cette  droite  fixe,  satisfont  à  une  équation  de  la  forme 

x^  +  'ijo-  ■+■  (a),  -t-  b)x  -(-  c),  -H  d  =  0, 
dans  laquelle  ).  varie  par  le  déplacement  de  l'hexagone,  a,  b,  c,  d  étant  des  constantes. 
Deuxième  solution.  —  Pour  étudier  la  seconde  solution,  reprenons  les  deux  coniques  : 

»?  —  y'  =  0, 
B,?-HAY»-t--^aY4-4^,SY  =  0. 
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L'équation  en  X  est 

(B  +  X)[4X2  —  4X(A  —  B)  +  A^  —  4AB]  =  0. 

Pour  les  deux  cercles,  l'équation  en  X  est 

(X  +  \)[IY  -h  X(p2  -(-  R2 -  Z'-)  -H  R2j  =  0 . 
On  a  donc 

'  X'  =  -  B, 

X"  +  X'"  =  A  —  B, 

X"X'"  =;  Al  _  AB. 
4 

X,  =  —  1, 

;j  —  R2  _  0^ 


L'ensemble  des  valeurs    X',  X",  X'"    est  égal  à  l'ensemble  des   \alenrs    Xi,  Xi,  Xj.    Si  l'on  prend    X,  =  X' 
c'est-à-dire    B  =  1,    il  vient 


—  —  —  —  A 


(52  _  R2)2  _  4p2S2  _  0  ; 


/l 

= 

X"  =  —  1, 

J--> 

= 

—  B  =  X', 

h 

= 

X'", 

X3 

i-X, 

— 

A+1, 

■+-  Xo 

= 

0-  —  R2  —  9- 

0- 

l- 

— 

4^+AX.. 

et,  en  éliminant  A,  on  aura 

on  retrouve  la  première  solution. 
Prenons  maintenant 


d'où 


X.X.  =  J^. 
p- 
En  posant    2A  —  (J-,     un  calcul  facile  donne 

)     ?-  (2(1  +  1)- 

I   J^  _    -|x(hl  +  1)^(3:jl+2) 

(     ?-  (2[i+l)- 

En  éliminant  [i,  on  obtiendra,  entre  0,  p,  R,  la  relation  que  nous  avons  trouvée  comme  seconde  solution. 
Pour  la  discuter,  il  vaut  mieux  conserver  les  deux  t'orniules  et  faire  varier  ;i. 
Remplaçons  u  par    ( — X),    il  vient 

(   il  —  >-'-(i— 3>^)fi  — ') 
\    r  ~        (i-2X)^       ' 

I    R^.  _   ^■(>-  — 1)^(2  — 3X) 
'     p-   "  (1  —  2X)-^ 

1  2 

On  voit  que  X  doit  être  compris  entre  -^  e'  v- 

Pour  que  les  circonférences  soient  intérieures  l'une  à  l'autre,  il  faut  que  l'on  ait 

ô-  <  R--4-p2_  2R. 
ou 

X2(l  -3X)(X-1)  <  X(X  —  I  )H->  —  3))  -I-  (1  -  2X)2  -  2(1  —  2X)(X  -  iW'i\i  -  3X), 
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(1_2X)(2);^  — l)  +  2(f  —  2>.)(X  — iyÀ(2  — 3/,)  <0. 


i 
Ce.ci  a  lieu  si  X  est  plus  petit  que  —  ;  donc  si  l'on  a 

les  circonférences  sont  intérieures  l'une  à  l'autre  ;  si  l'on  a 

1        ,         2 

¥<''<3-' 


les  circonférences  ne  sont  pas  intérieures. 
Je  dis  qu'elles  sont  extérieures  l'une  à  l'autre,  c'est-à-dire  que  l'on  a 


X2(l  —  3X)a  —  1)  >  X(X  -  1)2(2  —  3X)  +  (1  —  2X)2-H  2(X— 1)(1  -  2X)v'X(2  -  3X) 

2X(X  —  1)(I  -  2X)  —  (1  —  2X)2-|-2(X  —  1)(2X-  l)v'X'(2^'3X)  >  0, 
2(1  —  X)v/);(2^^  >  1—2X2, 

i  6X''  —  32X»  -+-  24X2  _  8X  -(-  1  >  0 
(2X-1).  >  0. 
3' 


1  1  R2 

Remarque  I. —  (Jiiand  X  est  entre    -^    et  — .    on  vérifie  que   —5-   est  supérieur  à  1,  ce  qui  doitèti'e  puisque 


fi- 
le cercle  de  ravon  ç.  est  intérieur  au  cercle  de  ravon  H  ;  l'inégalité     — 7-  >  1     revient  à 

P" 


-X(X-l)2(2-3X)-|-(2X-l)i  <0. 
"3 


1  1 

Le  premier  membre  a  deux  racines  réelles,  l'une  entre  0  et  —  et  l'autre  entre  —  et  —  ;  donc,   entre 

1  1 

-T-  et   — .  la  fonction  est  négative. 


Hemarcjuk  II.  —  l'aiir  les  hexagones  de  seconde  espèce,  les  droites  (14),  (25),  (36)  passent  par  un  point  fixe, 
qui  est  un  des  points-limites  du  système  des  deux  cercles,  et  forment,  en  se  déplaçant,  une  involution  du  troi- 
sième ordre  ;  la  droite  de  Pascal  de  tous  ces  hexagones  est  fixe,  c'est  la  polaire,  par  rapport  aux  deux  cercles, 
du  point-limite. 

Déplacement  de  Vhcxagonc.  ■--  On  peut  se  proposer  d'étudier  le  déplacement  des  sommets  d'un  hexagone 
qui  reste  inscrit  à  une  conique  fixe  et  circonscrit  à  une  autre  conique  fixe. 

Soit  aji  —  ■{-  =  0  l'équation  de  la  première  conique  et  soient  a  =  0,  fl  =  0  les  coordonnées  du  point 
fixe  par  lequel  passent  les  diagonales  de  l'hexagone  mobile  ;  le  paramètre  (  définissant  un  point  de  la  conique 
au  moyen  des  équations 

a  =  V',  |i  =  ^' 

'^        t 

les  sommets  1,  3,  S  de  l'hexagone,  qui  appartiennent  à  un  triangle  mobile  inscrit  dans  la  conique  et  circonscrit, 

comme  on  sait,  à  une  seconde  conique  fixe,  ont  des  paramètres  qui  satisfont  à  l'équation 

<3-f-X(2-f-(oX H- J)(-j-cX-(-rf  =  0,     (X,  variable;    a,  b,  c,  rf,  constantes.) 

Les  paramètres  des  sommets  2,  4,  6,  satisferont  donc  à  l'équation 

in.iis  li's  trois  valeurs  i\v  I  de  la  première  équation  sont  égales  et  de  signes  contraires  à  celles  de  la  secunde,  donc 

X'  =  — X,  ti  =  n,  (/=  0. 

liiiiic  ré(|ualion 

ou 

tUfi  +  A)2  _  |i((-'  -I-  f)!  =^0  [11  =  X^) 

donne  les  six  sommets  de  l'hexagone,  par  la  variation  du  paramètre  [i,  quand  l'hexagone  se  déplace. 

On  aura  l'enveloppe  des  droites  (pii  joignent  de  deux  en  deux  les  sommets  de  l'hexagone  en  considéranl 
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l'équation 

j3  +  /,i-  +  6«  +  c>.  =  0 

qui  donne,  entre  deux  quelconques  de  ses  racines,  la  relation 

,  t'H"-  -(-  c(i'^  +  t"2  +  l'i")  —  bt't"  -f-  6c  =  0. 

Si  !«  -+-  v'I-h  iri  =  0  est  réquation  de  la  droite  qui  joint  les  deux  points  qui  correspondent  à  ces  valeurs, 
on  aura 

—  '"  . ,,        " 

!'+('=  ,  tt    =   —t 

u  u 

d'où  l'équation  tangentielle 

V-  -i-bcu-  +  CW-  — (6  +  c]uv  z=  0 
et  l'équation  ponctuelle 

ca^  +  bc^i^  +  y' ( 6c  —  '    "^  '^*"  W  it.S( 6  +  f  )  =  0. 

Pour  avoir  l'enveloppe  des  côtés  de  l'hexagone,  il  faut  joindre  deux  points  qui  correspondent  à  des  valeurs 
(',    —  t"  ;     on  obtient  ainsi  l'f'quation  tangentielle 

v^  -h  bcu-  +  (6  —  Zc)uv  -i-cic-  =  0, 
puis  l'équation  ponctuelle 

ca^  -I-  fcc^il^  +  f(bc  —  ^''—^^"^  \  _  ai{6  -  3c;  =  0. 

Cas  de  deux  cercles.  —  En  particulier,  considérons  les  deux  cercles 

(x  —  if  +  y'  —  ?■  =  0, 
x^-h  y^  —  R2  =  0. 
Ln  point  du  second  sera  défini  par 

1 — (-  2f 

Hexagone  de  première  espèce. —  Considérons  un  triangle  circonscrit  au  premier  et  inscrit  au  second;  numé- 
rotons 1,  3,  5  ses  sommets  et  prenons  les  symétriques  4,  6,  2  de  ces  points  par  rapport  à  la  ligne  des  centres; 
les  points  i,  2,  3,  4,  o,  6,  parcourus  dans  cet  ordre,  seront  les  sommets  d'un  hexagone  dont  les  côtés  seront 
tangents  à  un  cercle  fixe,  quand  le  triangle  considéré  variera  dans  les  conditions  indiquées.  L'équation  qui 
définit  les  sommets  du  triangle  mobile  est 

('  -h'/.t^-  -+-  bt+c/.  —  0, 
qui  donne  entre  deux  quelconques  de  ses  racines  la  relation 

(1)  t'^t"^ -{- c{i"- -^- 1"-  +  t"i')  —  6r!-i-  &c  =  0. 

Or,  un  côté  du  triangle  a  pour  équation 

ux  -\-vy-hR~0, 
avec  la  condition 
;  1     (2)  {ui  +  R)-  -  (M^-h  r2)p2  =  0. 

D'autre  part,  les  t  des  points  de  rencontre  de  la  droite  et  du  cercle  satisfont  à  l'équation 

(-(1  —  u)  4-  2rt  -f-  I  -!-  i«  =  0, 


d'où 

1  -I-  " 


1  —   u  1  —  li 

d'où 

(3|  !/2(l  +  è  -f-  c  +  6c)  -4-  2u(l  —  6c)  +  4i-c  +  1  —  c  —  6  -I-  6c  ==  0, 

relation  obtenue  en  remplaçant  t'i"  et  [f  +  i")  par  leurs  valeurs  dans  la  relation  (1)  entre  ('  et  (".  Cette  relation 
(3)  entre  u  et  t-  doit  être  identique  à  la  relation  (2),  on  trouve  ainsi  pour  6  et  c  les  valeurs 

On  peut  prendre 


R^  +  f 

i  —ii±: 

2Up 

.=-- 

-  (S  -h  W 

c  = 

Ô  +  P  — 

R 

ÔH-  P-f- 

n  ' 

6  — 

0  —  p  — 

R 

ô  —  p  +  R 

qui  ne  dilTèrenl  l'une  de  l'autre  que-  par  le  changement  de  .^  en     —  f  ;    on  peut  aussi  prendre  pour  6  la  pre- 
mière et  pour  c  la  seconde  de  ces  valeurs. 


262  HEXAGONES  INSCRITS  A  UNE  CONIQUE  ET  CIRCONSCRITS  A  UNE  AUTRE 

Cherchons  maintenant  les  éléments  du  cercle  tangent  aux  côtés  de  l'hexagone  ;  pour  cela,  remarquons  que 
l'un  des  côtés  de  l'hexagone  s'obtient  en  joignant  un  point  ('  au  point    —  i",    ce  qui  donne,  par  la  relation  (1), 

+  f    71 ^  —  3  -j )  +  b- 'rbc  —  0, 

\   1  U   I  \   (1   «I-  1  —  u    j  i  —  u 

ou  1*2(1  -t-  3c  _  6  -(-  6c)  +  kcv-  +  2«(l  —  6e)  +  1  —  3c  +  6  +  &c  =  0, 

relation  qui  doit  s'identifier  avec 

—  (m5'  -h  F!)'  +  (k2  h-  t)2)  p'2  =  0, 
en  appelant  5'  et  p'  les  éléments  du  cercle  cherché  auxquels  sont  tangents  les  côtés  de  l'hexagone.  On  en  tire 

SR 


?- 


R  — 2p 

(R  -  p)^ 


R  —  2? 

Si  le  cercle  est  inscrit  an  triangle  dont  il  est  question  plus  haut,  on  sait  que  l'on  a 

Si  =  R^-_  2R?, 

d'  il  -  -  £1  3'  -  5^  ■ 

ces  formules  vérifient  la  relation 

5'2  —  2ey  =  R-, 

qui  correspond  à  un  hexagone  de  première  espèce  pour  lequel  les  cercles  inscrit  et  circonscrit  à  l'hexagone  sont 
extérieurs  l'un  à  l'autre;  on  a     S' >  2p',     ou     R  >  2p. 
Si  le  cercle  est  exinscrit  au  triangle,  on  a 

52  =  R2  +  2Rp; 

il  faut  alors  permuter  les  valeurs  6  etc,  c'est-à-dire  changer  p  en  —  ?  dans  les  formules  précédentes,  ce  qui 
ne  change  ni  5'  ni  p'  (car  on  avait  !-'-),  et  on  vérifie  la  relation 

â-2  4-  2S'p'  =:  R2, 
les  cercles  inscrit  et  circonscrit  à  l'hexagone,  qui  est  encore  de  première  espèce,  sont  sécants,  et  il  faut     5'  >  -^, 

ou    R>-f. 

Les  formules  qui  donnent  ?'  et  5'  sont  d'une  simplicité  remarquable. 

Hexagone  de  seconde  espèce.  —  Pour  étudier  l'hexagone  de  seconde  espèce,  considérons  encore  les   deux 

cercles 

(a,_S)2-|-i/2_p2=  0, 

«"-t-y^  — R*  =  0 
el  un  Iriangle  circonscrit  au  premier  et  inscrit  dans  le  second  ;  les  t  des  sommets  satisfont  k  l'équation 

(1  )  t'-h  It-  -\-bt-\-cl  —  0, 

envisagée  plus  haut.  Numérotons  I,  3,  5  les  sommets,  et  considérons  un  des  points-limites  du  système  des 
deux  cercles;  soit  P  ce  point;  les  droites  IP,  3P,  3P  coupent  le  cercle  circonscrit  au  triangle  en  trois  points 
4,  6,  2,  qui  sont  les  sommets  d'un  triangle  circonscrit  au  premier  cercle  et  inscrit  dans  le  second  ;  les  t  des 
sommets  satisfont  donc  à  l'équation 

(2)  t^  +  >.'<-  -hbt-\-  cl'  =  0 . 

Les  t  des  points  (,  4  satisfont  à  la  relation 

«  —  R 

('("  = —  =  k , 

a-f-R 

(a  étant  l'abscisse  de  P).  On  en  déduit  facilement,  en  écrivant  que  l'équation  (2)  se  déduit  de  l'équation  (l)par 
le  changement  de  t  en    ,-.   les  relations 


Dès  lors,  l'équation 


h'  =  bc, 
bh 


bh 

(<3  _,_  6,)2  ^  (jJ  4.  c)!  +  p(tS  4_  bt){ti  -I-  c)  =  0. 
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bh 
en  posant  ij.  =  à  H r- 

définit,  par  la  variation  de  i-t,  les  six  sommets  de  l'hexagone  1  2  3  4  b  ti,  qui  est  inscrit  dans  le  cercle  de  rayon 
R  et  circonscrit  à  un  autre  cercle  dont  nous  aurons  facilement  les  éléments. 

En  eft'et,  les  t  des  sommets  1,  3  satisfont  à  l'équation  étudiée  plus  haut,  savoir 

t'-t"-  -\-  C{t'-  -^  ("2  -(-  ('(")  _  fe('(''-J-  /JC  =   0. 

k 

Les  (  des  points  1,  6  sont    t',  0  =  — ^7-  ;    on  aura  donc,  entre  ('  et  0,  la  relation 


ou  bien 

bc{t'-  -+-  62)  +  c«'262  +  k{c  —  b)t'()  -hck-  =  0. 

Si  la  droite  16  a  pour  équation 
on  aura 


<x-+-vy-h  R 

=  0 

!■     l     n  — 

2b 

(  +  «  _    j  _ 

—  » 

t'e-  !-^ 

M 

1  —  u 
d'où  l'équation  tangentielle  de  l'enveloppe  de  cette  droite 

u-'Jlb  -+-C—  h{c  —  b)  +  cft2]  -(-  irjibc  +  2u(c  —  ck-)  —  2bc  +  c-h  h{c  —  6)  -t-  ck-  =  0. 
Nous  savons  que  cette  droite  a  pour  enveloppe  un  cercle 

(x  —  S')2  +  !/2  —  p'-  =  0  ; 
donc  l'équation  tangentielle  est  aussi 

„2(r:'2_  p'!)_p'2„2  _^  2m5'R  +  R^  =  0. 

Identifiant  les  deux  équations  tangentielles,  nous  aurons  les  quantités  o',  p'  qui  définissent  le  cercle  au- 
quel sont  tangents  les  côtés  de  l'hexagone  ;  ces  quantités  vérifieront  la  condition  relative  aux  hexagones  de 
seconde  espèce,  condition  résultant  de  ce  qu'il  y  a  trois  équations  d'identification. 

On  trouve 

2b  +  c  —  k{c  —  b)  -h  ck^  —  46c 


C  —  ch- 

p'2-    i^-^^'R 

ô-f-^  — R 

c   ^    ^; —' 

5  — p  — R 

R  ~    ô  — P-+-R 

Ces  valeurs  c  et  b  devront  être  permutées,  si  l'on  remplace  le  cercle  inscrit  au  triangle  par  un  cercle  ex- 
inscrit; mais  les  points  limites  ne  sont  réels  que  si  les  cercles  sont  extérieurs  ou  intérieurs  l'un  k  l'autre,  et 
nous  avons  vu  que  l'hexagone  de  seconde  espèce  n'existe  que  dans  ces  cas. 
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1344.  —  Étudier  la  série     u„ 


nx"  +  Lh 

Supposons  d'abord  que  |  x  \  soit  plus  grand  que  1  et  divisons  alors  le  numérateur  et  le  dénomina- 
teur par  X"-'  ;  nous  aurons 

1 


Ln 
nx  -i 

.r"  '  ' 


...  .        L»  .     ,.     .  Ln  n  n  —  1  Ln  n  —  1 

a  autre  part, peut  s  écrire     — -• .     et    —    ainsi  que     tendent  vers  0 

X"  '  n       n  —  1        x"-'  ti  .r"~' 
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auand  v  grandit  indéfiniment.  Le  terme  général    u„   peut  donc  se  mettre  sous  la  forme     , 

z  désignant  un  infiniment  petit  en  même  temps  que   —  •    11  est  visible  alors  que  la  série  est  divergente. 

Si  nitus  supposons  ensuite  que  \x\  soit  plus  petit  que  l,  nous  voj'ons  que  x"^'  et  x"  tendent 
vers  0;  de  même  ?;.?•";  par  conséquent,  quand  n  est  assez  grand,  le  terme  ;/„  est  moindre  que  x"~', 
c'est-à-dire  moindre  que  le  terme  général  d'une  progression  géométrique  convergente.  Donc  la  série 
proposée  est  absolument  convergente. 

1 

Pour    X  =  1.     lin  devient —     et  si  nous  comparons  cette  série  à  celle  dont  le  terme  géné- 

n  -4-  Lh 

rai  est    v„  =  — ,    nous  voyons  que    — ^    tend  vers  1 .  Les  deux  séries  sont  donc  de  môme  espèce  ;  la 
n  v„ 

série  proposée  est  divergente. 

Pour     X  ==  —  1,     "„  devient 

^        ■' ou  -— — — —  =  • 

( _  f  )>.„  -^  Lm  n  -(-  (—  1  )''Lh  n  -h  (—  1  )"Ln 

La  série  proposée  a  tous  ses  termes  négatifs  et  est  encore  divergente,  pour  une  raison  semblable 

à  la  précédente. 

M.  LAURENCE. 
Ronnes  solutions:  MM.  Qismeneuu,  à  Rouen  :  H.  Bolvaist. 


1345.  —  On  considcrc  ridotlité 

{a^x'"  -+-  a, a;'"-'  -h  ■  ■  H-  am)(Ao->--''  H-  biXi'-'  -t-     •  +  b,.)  =  c,,r"'+''  -H  CiX'"+i-^  -+-■■+  c„^,,. 
On  se  donne  li's  coefficients  c,„  c,,  Cj   .  .  . ,  c,„^,.  ;  calculer  h-s  produits   aj).. 
\"  exemple.  m  =  K  /'  =  1  ; 

(a„x  -+-  ai){boX-+-  Oi)  ^  CoX-H-  c,a;  -t-  Ci. 
oobo  et  a,bi   sont  connus  immédiatement  {a„bo  =  to,  a,bi  =  e.,\     Quant  à    o„/>,  et  «,éo,  leur  somme  est 
c,  et  leur  produit  c„c.2;  on  les  obtient  donc  facilement. 

2«  exemple.  m  —  i,  p  — 'i  ; 

(a^x  -+-  ai)(6„a--  -+-  hiX  -+-  b„)  =  c„a"  '  -t-  c^x-  -+-  c,x  -+-  Cj. 
D'abord  aju,  =  c,„  a, 6.  =  d. 

Ensuite 

«0*1-1-  «1*0  =  fi» 

a,iè,   .   a, 6(1  =  c,|.ai6i, 
a„b<,   .    ii,ba  T=  c„.C;t. 

Ce  sont  quatre  équations  entre  les  ijuatre  inconnues 

«11*1,     "l*0.     «(1*2»     «1*1- 

l.e  calcul  est  facile  ;  on  trouve  que  l'inconnue   ajj,  est  déterminée  par  l'équation 

X-'  —  2cia--  -4-  (c'î  -h  '-\,r..)x  —  cCiCi  -f-  est-;,  =  0, 

et  que  l'on  a 

Utbo  =  l'i  —  flo*i, 

'o'-'s 


«0*2    = 


;;,  —  a„b, 

C„C3 


n,h,   =  Co  —  '  , 

C,  —  «0*1 
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3°  Dans  le  cas  général,  le  problème  est  déterminé.  En  effet,  connaissant  le  polynôme  c^x""-^'' -\-  ■■■, 
on  connaît  ses  m-i-p  racines. 

Partageons-les  en  deux  groupes,  l'im  de  m  racines,  l'autre  de  p  ;  prenons  les  m  premières 
comme  racines  du  polynôme  a„x"'+  •■•,  et  les  p  autres  comme  racines  du  polynôme   é^x^n . 


^(.  =  1,2,. 

.  .  m), 

^(^=^'^'- 

■  •  P)- 

On  connaît  alors  tous  les  rapports 


Comme  d'ailleurs  on  connaît  a^b,^  =  c„^  il  s'ensuit  qu'on  connaît  tous  les  produits  ajjf,. 
Il  y  a,  en  général,  autant  de  systèmes  de  solutions  que  de  façons  de  décomposer  les   m-\-p  racines 
en  deux  groupes  respectivement  de  m   et  p  racines  ;  c'est-à-dire 

Pour  former  l'équation  dont  dépend  a^é,,  on  formera  toutes  les  expressions  possibles  de  cette 
quantité  en  fonction  des  racines  du  polynôme  c,iX"'-^p  -+-•••,  et  l'on  formera  l'équation  dont  ces  expres- 
sions sont  racines.  Les  coefficients  de  cette  équation  sont  des  fondions  symétriques  des  racines  du 
polynôme  Coa;'""'"'H ;  on  peut  donc  les  calculer. 
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1341.  —  Lieu  des  sommets  des  angles  de  grandeur  constante  dont  les  côtés  sont  normaux  à  une  para- 
bole. 

Si  l'on  prend  pour  axes  de  coordonnées  l'axe  de  la  parabole  donnée  (de  paramètre  p  =  Sç),  et 
la  perpendiculaire  menée  par  le  symétrique  du  sommet  par  rapport  au  foyer,  l'équation  de  la  normale, 
de  coefTicient  angulaire  7n,  s'écrit  y  f=  nix  —  qm^  de  sorte  que  les  coordonnées  du  point  de  rencontre 
de  deux  normales,  de  coefficients  angulaires  m,  m',  ont  pour  expressions 

(1)  ■!■'  =  q{m'--[-7nm'-h7n-),  y  =  qinm'(m-\- 7n'). 
On  doit  avoir  entre  m  et  m'  la  relation 

(2)  -r- r  =  A-  =  tg  0, 

1  ■+-  mm  ° 

0  étant  l'angle  donné.  Il  suffit  de  porter  dans  (1)  la  valeur  de    m'   tirée  de  (2)  pour  avoir,  sous  forme 
rationnelle,   les   coordonnées  d'un  point    du  lieu.   On    simplifie   beaucoup  les  formules   en  posant 

4  — km  =  — t,     1-f-A-  =  h-.     Il  vient  alors     m  =  — - —      m'  = ,     et  successivement: 

k  kl 

_    q       i^ -^  t^ -^  a  —  h-)t- -^  h-t -h  h' 


^  k'     ■  i^ 

dx   _    q^      (<-  —  A-)(2/-  4-  t  +  2/i^) 
dl    ~   k'   '  p  ' 

dy   _  --£      2<*  +  (1  -f-  h'Y^ -^  h\i  -^ h^)t -+-2/t* 
dt    ~     k^    '  e 

Le  lieu  est  donc  une  quartique  unicursale  qui  admet  Qx  pour  axe  de  symétrie.  Si  l'on  change  en 
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effet  i  en-—'    x  ne  change  pas,  et  y  est  changé  en  —y.    Cette  remarque  nous  permet  en  outre  de 

tracer  la  courbe  en  faisant  varier  t  de.   —  h  à  -h  /(. 

L'expression  de  x  en  fonction  de  m,  m'  montre  que  x  ne  s'annule  pas  pour  des  valeurs  réelles  de 

/.  D'autre  part,  les  racines  du  polynôme    W-ht-h  2k"-    sont  imaginaires,  puisque    h  =  -^^^  • 

On  obtient  facilement  les  racines  du  numérateur  de—  en  posant     t^—-=u.     11  vient  alors 

«■--t-2/u  — 2/i- =  0,     avec    1  =  — ; — •    La  condition    u- — i/i*>0    fait  voir  que  la  racine  négative 

h' 
de  l'équation  en  u  est  seule  acceptable,  l  étant  essentiellement  positif,  car  elle  donne     «  < -■    La 

racine  négative  satisfait  d'ailleurs  toujours  à  cette  condition,  puisque  l'inégalité 

, ir- 


nent  à  la  condition    /-  >  —  '    qui  est  toujours  réalisée.  Nous  désignerons  [)ar  —  /'  la  valeur  corres- 


1 


pondante  de  «,  qui  est  comprise  entre  — /;   et  0,     —  l'  = -^[u-^s/u- —  W). 

On  vérifie  aisément  que  les  valeurs  remarquables  de  t  sont  ainsi  rangées  par  ordre  de  grandeur 
-h.  -/',  —1.  0,  /', 

et  on  peut  alors  dresser  le  tableau  suivant  : 

— /'  _i     .  0  h 


dt 

y 

d]i 
~di 


dx 


-h 


croit 


décroit 


croit       .(■ 


croit 


(min.) 
0 


croît 


0        croit 


décroit 


décroit        0 


0 


oii  l'on  a  posé 


x'  =  7  tg-=  -■ 

0 
-/cotg-  -, 


x"  =  q  tg'  0. 


ts'o 


3-1-2  tg'O 

La  courbe  a  un  point  double  réel  sur  O.r,  et  un  point 

double  à  l'inlini  dans  la  direction  y  =ïcolg  0  (branches 

paraboliques). 

VASNIER. 

Solutions  satisfaisantes  :  MM    J.  Haai:  ;  M.  I.adiies<:k:  Cii.  I-attès. 
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ÉCOLE  NOIiMAI.E  SUPÉRIEURE  ET  BOURSES  DE  LICENCE 
Groupe  I. 

Malhéviatiqiies. 

1414.  —  On  considère  les  trois  surfaces  dn  second  degré  définies  par  les  équations 
y  =  X-,  3  =  xy,  zx  =  y-. 

1»  Soit  M  le  point  d'intersection  des  plans  polaires  dun  point  M„  par  rapport  à  ces  trois  surfaces  :  on 
demande  d'exprimer  les  coordonnées  x,  y,  :  du  point  M  au  moyen  des  coordonnées  a-,,,  i/o.  ï"  du  point  M.,  et, 
inversement,  xi,,  y„.  z»  au  moyen  de  x,  y,  z. 

2o  Vérifier,  sur  les  fornuiîes,  que  le  point  M  n'est  pas  déterminé  quand  le  point  M,,  se  trouve  sur  la 
courbe  (C)  définie  par  les  équations 

Où  se  trouve  alors  le  point  M  '! 

30  Pour  que  le  point  M,j  soit  dans  le  plan  des  xy,  il  faut  que  le  point  M  soit  sur  une  surface  (S)  du  troi- 
sième degré.  Vérilier  que  cette  surface  contient  la  courbe  (C)  et  qu'elle  est  réglée.  Ouel  est  le  lieu  du  point  M,, 
quand  le  point  M  décrit  une  génératrice  rectiligne  de  la  surface? 

4o  Quel  est,  sur  la  surface  (S),  le  lieu  des  points  M  tels  que  le  point  M„  soit  rejeté  à  l'infini  dans  le  plan 
des  xy  ".' 

50  Le  point  M  est  supposé  se  mouvoir  sur  la  surface  (Si,  de  telle  façon  quil  soit,  à  chaque  instant  t,  sur  la 
génératrice  définie  parles  équations 

y  =  lz,  x=|-t-+^ 

et  que  son  accélération  soit  située  dans  le  plan  tangent  en  .M  à  la  surface.  Montrer  que  la  coordonnée  ;  vérifie 
l'équation 

t  — ; 2t'  =  0. 

dt  z 

Intégrer  cette  équation  et  exprimer  les  trois  coordonnées  en  fonction  du  temps.  Vérifier  que  la  courbe  (C) 

est  l'une  des  trajectoires  possibles.  ,       ,     .  ,  ,  , 

^  {t3juin,  de  8  h.  a  2  li.\ 

Physique. 

I.  —  Définition  du  point  de  fusion  (ou  de  solidification)  et  du  point  d'éhuUition  d'un  corps.  Quelles  sont 
les  principales  circonstances  qui  peuvent  faire  varier  les  températures  de  ces  changements  d'état?  Indiquer 
l'ordre  de  grandeur  de  ces  variations.  La  connaissance  exacte  des  points  de  fusion  et  d'ébuUition  est-elle  impor- . 
tante,  et  pourquoi  '? 

II.-  1415.  In  tube  barométrique  vertical,  à  fond  plat,  d'une  longueur  totale  L  =  iW",  émerge  de 
l  =.  100cm  au-dessus  du  niveau  du  mercure  dans  une  très  large  cuvette.  Le  mercure  sy  élève  d'abord  a  la 
hauteur    H  =  80cni    qui  mesure  la  pression  extérieure.  La  température  est  de  0°. 

1»  On  introduit  alors  dans  la  chambre  barométrique  une  masse  d'air  de  102mgrs.6.  On  demande  la  nouvelle 

hauteur  x  à  laquelle  se  fixe  le  niveau  du  mercure.  (On  ne  cherchera  pas  à  calculer  x  à  plus  de  j^  près.) 

2»  Laissant  cet  air  dans  la  chambre  barométrique,  on  y  introduit  une  masse  m  d'éther.  On  demande  la 
nouvelle  hauteur  y  a  laquelle  se  fixe  le  niveau.  Donner  la  valeur  numérique  de  ;/  pour    m  =  200mg™. 

3°  Jusqu'ici  le  tube  a  été  maintenu  fixe  par  rapport  au  niveau  du  mercure  dans  le  vase;  on  le  rend  alors 
libre  de  se  mouvoir  verticalement  (après  l'introduction  des  102mgrs,6  d'air  et  des  200mgrs  d'étherl.  Chercher  la 
longueur  l'  dont  il  émerge  quand  il  a  atteint  sa  position  d'équilibre. 

40  On  soulève  le  tube  à  partir  de  cette  position  jusqu'à  sa  position  primitive  ;  donner  l'expression  du  tra- 
vail eff'ectué  dans  cette  opération  en  supposant  que  la  température  reste  constante  (sans  eft'ecluer  les  calculs). 

Données  :  Aire  de  la  section  intérieure  du  tube    S  =  4i:"i(i  ; 

Aire  de  la  section  droite  du  tube  lui-même    ^  =  v  '^™''  ; 
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Densité  du  verre  qui  constitue  le  tube    d  =  2,5  ; 

Masse  de  1  litre  d'air  k  0°  et  à  la  pression  de  76cnis  de  mercure  :  i?'',3; 
Tension  maxima  do  la  vapeur  d'élher  à  0°  :    F  =  18<;nis,4    (centimètres  de  mercurel  ; 
Densité  du  mercure    D  =  13,6. 

On  admettra  que  la  densité  de  la  vapeur  d'éther  à  0"  par  rapport  à  l'air  est  constante  et  égale  à  2,5. 
On  négligera  la  masse  du  fond  plat  du  tube;  on  négligera  aussi  la  pression  due  à  la  petite  couche  d'éther 
liquide  qui  peut  se  former. 

[14  juin,  de  8  li.  d  2  h.) 
Epure. 

1416.  —  In  paraboloide  équilatère  a  une  parabole  principale  de  front.  Cette  parabole  a  pour  sommet 
X  —  —i,  y  =  iO,  z  r=  12 

et  pour  foyer 

a-=  —  4,  y  =  iO,    ,       c  =  11. 

Représenter  la  surface  opaque  de  ce  paraboloide  comprise  entre  les  deux  plans  de  front  y  =  6,  y  =  ii 
et  au-dessus  du  plan  horizontal    ;  =  3. 

Déterminer  les  ombres  produites  en  supposant  les  plans  de  projection  opaques,  les  rayons  lumineux  étant 
à  45°  sur  la  ligne  de  terre  dans  les  deux  projections. 

On  calculera  les  abscisses  des  points  de  rencontre  de  la  ligne  de  terre  avec  le  contour  de  l'ombre  portée 
par  l'objet  ainsi  détini. 

\Si  juMel.  de  8  h.  à  midi.) 
Groupe  II. 

Ph>/sique. 

I.  —  Lois  qualitatives  et  quantitatives  de  l'électrolyse ;  phénomènes  secondaires  qui  se  produisent  aux 
électrodes. 

II.  —  1417.  1  L'ne  membrane  élastique  infiniment  mince,  non  pesante,  est  tendue  dans  l'intérieur  d'une 
ouverture  circulaire,  horizontale,  de  i-ayon  r,  pratiquée  dans  la  paroi  d'un  réservoir.  La  tension  superficielle  de 
la  membrane  est  uniforme,  en  tout  semblable  à  la  tension  superficielle  d'un  liquide.  Elle  vaut  T  dynes  par 
centimètre. 

On  exerce  à  l'intérieur  du  réservoir  une  pression  P-\-p,  supérieure  de  P  dynes  par  centimètre  carré  à 
la  pression  extérieure  P.  La  membrane  prend  alors  la  forme  d'une  calotte  sphérique  de  rayon  R,  cl  le  milieu 
de  celte  membrane  se  soulève  d'une  hauteur  h. 

On  dcn)ande  d'écrire  la  condition  d'équilibre  de  la  membrane.  Elle  donnera  une  relation  entre  les 
quantités  T,  p  et  H.  On  calculera  ensuite  quelle  est  la  hauteur  d'eau  équivalente  à  l'excès  de  pression  p  quand 
on  a 

)•  =  O'",0l  ;  T  =  loO  dynes  par  centimètre  ;  /*  =  6/10  de  micron. 

2»  La  membrane  ('tant  ainsi  gonflée  de  la  quantité  qui  vient  d'être  dite  en  dernier  lieu,  on  place  au-dessus 
et  horizontalement  une  lame  de  verre  à  faces  parallèles,  dont  la  face  inférieure  est  à  un  niveau  plus  élevé  de 
huit  microns  que  le  sommet  de  la  calotte  sphérique. 

On  examine  par  réflexion  la  lame  mince  d'air  limilee  par  la  face  infi'rieure  de  la  plaque  de  verre  et  par  la 
membrane  (que  l'on  suppose  réfléchir  la  lumière  comme  le  ferait  du  verre). 

On  demande  de  décrire,  avec  croquis  à  l'appui,  l'aspect  que  présente  la  l.ime  mime,  eu  supposant  que  la 
lumière  soit  monochromatique  et  que  sa  longueur  d'onde  soit  de  8/10  de  micron. 

Comment  cet  aspect  se  modilie-1-il  progressivement  quand  on  laisse  la  membrane  se  dégonflei-  et  redevenir 
plane  ? 

Qu'aurail-on  vu,  enfin,  si  l'on  s'était  servi  d'une  lumière  formée  de  deux  radiations  ayant  respectivement 
pour  longueurs  d'onde  8/10  et  4/10  de  micron'? 

(i.?  juin,  8  II.  ir  2  h.) 
Chimie. 

L  —  Comparer,  au  point  de  vue  de  leurs  modes  de  formation  et  de  leurs  propriétés  fondamentales,  les 
sels  métalliques  (Ex.  :  le  chlorure  de  sodium,  l'acétate  de  sodium)  et  les  éthers  sels  alcooliques  (Ex.  :  le  chlo- 
rure d'élhyle,  l'acétate  d'éthjle). 

IL        1418.  In  mi'Iange  M  d'air  et  de  vapeur  d'eau  passe  sur  du  charbon  chauffé  au  rouge  :  il  en  résulte 
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un  mélange  gazeux  G  que  l'on  recueille  sur  la  cuve  à  eau.  25'm':  de  ce  mélange  G,  mis  au  contact  d'une 
solution  de  potasse,  sont  réduits  à  21"'"^,!,  qu'une  agitation  avec  une  solution  alcaline  de  pyrogallol  ramène  à 
2U"ic,l.  Ce  dernier  résidu  est  additionné  de  12'™<:  d'oxygène  et  brûlé  dans  un  eudiomètre  ;  après  la  détonation, 
le  gaz  restant  occupe  IS'""',!  ;  agité  avec  une  solution  alcaline  de  pyrogallol,  il  est  réduit  à  7cin<;,9.  On  demande  : 

1<J  De  déduire  de  ces  données  la  composition  en  volume  du  mélange  G  ; 

2°  De  vérifier  que  les  résultats  obtenus  satisfont  l'équation  de  condition  qui  résulte  de  la  composition 
qualitative  du  mélange  M. 

{14  juin,  8  h.  a  12  h.) 

Sciences  naturelles. 

Structure  générale  de  la  cellule.  Division  cellulaire  (directe  et  indirecte).  Théorie  cellulaire. 

N.  li.  L'ordre  indiqué  par  ce  texte  n'est  pas  impose;  :  chaque  candidat  dispose  les  matériaux  de  sa  composition  comme 
il  l'entend. 

(19  juin,  8  h.  à  12  h.) 

Groupes  I  et  II. 

Mathématicjues. 
1419.  —  1°  Étudier  la  fonction 

V  =  a  Lcos  — ; 
a 

a  désigne  une  constante  positive,  L  le  logaritlime  népérien.  Soit  (G)   la  courbe  représentative,  les  axes  étant 

rectangulaires. 

2»  Calculer  le  rayon  de  courbure  l\  de  (G)  en  l'un  quelconque  M  de  ses  points.  Déterminer  la  déve- 
loppée de  (C). 

3o  On  suppose  que  M  appartienne  à  la  même  branche  de  (C)  que  l'origine  0.  Calculer  l'arc  s  de  (G)  limité 
par  0  et  M.  Exprimer  R  en  fonction  de  s. 

i"  Par  les  translations  parallèles  à  Oy,  on  déduit  de  (G)  une  famille  de  courbes  (T).  Déterminer  une  famille 
de  courbes  (r')  telle  que  chaque  courbe  (r')  coupe  à  angle  droit  toutes  les  courbes  (r).  (On  pourra  former  d'abord 
une  relation  entre  l'abscisse  d'un  point  quelconque  d'une  courbe  (r')  et  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente 
en  ce  point.) 

o"  Soit  de  même  (Ti)  la  famille  de  courbes  déduites  de  (C)  par  les  translations  parallèles  à  Ox.  Trouver  les 
courbes  (rj)  coupant  à  angle  droit  les  courbes  (Fi).  (Former  d'abord  une  relation  entre  l'ordonnée  d'un  point 
quelconque  d'une  courbe  (Ti)  et  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  ce  point.) 

6°  Calcul  numérique.  Soient  xi,  y,  les  coordonnées  du  point  P  delacourbe  (G)  tel  que  son  abscisse  a-i  soit 
positive,  et  que  l'arc  OP  de  (G)  ait  pour  longueur  —  .   Déterminer,  avec  trois  chifires  exacts,  les  rapports —!-,  — . 

(16  juin,  de  8  /t.  à  13  h.) 
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1420. —  Par  les  points  de  rencontre  d'une  hyperbole  équilatère  H  et  d'un  cercle  C  passant  par  son  centre, 
on  mène  les  parallèles  à  une  direction  A  et  les  symétriques  par  rapport  à  ces  droites  des  tangentes  à  l'hyper- 
bole. Montrer  que  les  quatre  droites  ainsi  obtenues  concourent  en  un  point  P  du  cercle  C. 

VASNIEK. 

1421.  —  Une  bille  est  posée  sans  vitesse  initiale  sur  une  surface  ayant  la  forme  d'un  cylindre  circulaire 
droit  dont  l'axe  est  horizontal  ;  calculer  la  longueur  du  pendule  simple  .synchrone  en  fonction  de  la  distance  a 
du  centre  de  la  bille  à  l'axe  du  cylindre. 

Même  question,  la  bille  étant  remplacée  par  un  cylindre  plein  ou  creux  dont  l'axe  est  parallèle  à  celui  qui 
sert  de  support. 
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1363.  —  On  prend  un  lube  ayant  la  fotmr  d'un  verre  de  lampe.  Ce  lube  se  compose  de  deux  parties 
cylindriques  ayant  respectivement  des  sections  :  S  =  IG"^™!,  s  =  8<='"1  et  raccordées  par  une  partie 
plane. 

La  partie  inférieure,  de  section  S,  a  une  hauteur     h  =  o"^"'. 

On  ferme  l'orifice  inférieur  à  l'aide  d'un  disque  et  on  enfonce  le  tube  verticalement  dans  l'eau. 

On  place  alors  sur  le  disque  un  morceau  de  plomb  de  poids  p  =  304"'".  Puis  on  soulève  lentement  le 
lube  en  le  maintenant  dans  la  position  verticale. 

1°  On  demande  de  déterminer  la  profondeur  x,  mesurée  à  partir  du  niveau  de  l'eau,  n  laquelle  se  trou- 
vera le  fond  du  tube  au  ynoment  où  le  disque  se  détachera. 

2°  On  traitera  le  même  problème  en  supposant  que  l'on  a  introduit  dans  l'appareil  non  plus  un  poids  p 
de  plomb,  mais  un  poids  égal  d'eau.  On  expliquera  le  résultat  obtenu. 

3°  Enfin,  on  discutera  la  question  en  supposant  que  le  poids  p  d'eau  introduit,  ainsi  que  les  diverses 
dimensions  de  l'appareil,  varient. 

Remarque.  —  On  négligera  l'épaisseur  du  tube  ainsi  que  l'épaisseur  et  la  masse  du  disque. 

l"  Le  disque  se  détachera  au  moment  où  la  force  due  à  la  pression  du  liquide  sur  sa  face  inférieure 
sera  égale  à  p.  On  aura  alors,  le  poids  spécifique  de  l'eau  étant  ^, 

c  A^   ■  P         304 

S  16 

-2"  Cherchons  la  hauteur  à  laquelle  s'élèvera  dans  le  tube  le  niveau  d'un  poids    p    d'eau.  La  partie 

inférieure   a    pour    volume      SA  =  16  X  o  =  80'^"^  ;      la    partie    supérieure     devra    donc    contenir 

224 
304  —  80  =  224"  d'eau  ;     celle-ci  s'y  élèvera  à  une  hauteur  de     — — -  =  28<""i     et  elle  occupera  dans  tout 

8 

le  tube  une  hauteur    28-1-  b  =  33<="  ;     la  pression  sur  la  face  supérieure  du  disque  sera  alors  de  33?"' 

par  cniq.  Pour  avoir  la  même  pression  sur  la  face  inférieure,  il  faudra  que  le  tube  soit  enfoncé  de  telle 

sorte  que  les  niveaux  intérieur  et  extérieur  soient  dans  le  même  plan,  c'est-à-dire  à  une  profondeur 

1/  =  33<=n'. 

On  obtient  ainsi  un  résultat  plus  fort  que  dans  le  premier  cas,  ce  qui  s'explique  comme  le  paradoxe 
hydrostatique  :  le  poids  du  plomb  produirait  le  même  effet  que  304?'"  d'eau  dans  un  tube  de  section 
constante;  le  tube  étant  rétréci,  le  liquide  s'élève  plus  haut  et  produit  une  pression  plus  forte. 

3°  Quelle  que  soit  la  forme  du  tube,  le  disque  se  détachera  lorsque  le  niveau  sera  le  même  à  l'intérieur 
et  à  l'extérieur.  Or,  la  partie  inférieure  a  pour  volume  Sh.  Si  tout  le  liquide  s'y  trouve  contenu,  c'est-à- 
dire  si    p  <  Sh,    on  aura  évidemment     g  =  —  —  x. 

p  —  SA 
Si    p>Sh,    le  volume  d'eau  de  la  partie  supérieure  sera    p  —  Sh,    sa  hauteur  .   et  on 

3yp.j    „  _  /,  ^iiZUli,    valeur  supérieure   uu  inférieure  à    ~>    c'est-à-dire  à  .r,  suivant  que  S  est 

su|)éiieur  ou  inférieur  à  s. 

'  M.  LAU1{E^CE. 

lionne  snlution  .le  M.  II.  Jannis,  .le  Nanlcs. 
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1364.  —  Première  partie.  —  On  fnil  passer  au  travers  d'une  colonne  de  charbon  chauffé  au  rouge  un 
courant  d'air  sec. 

On  demande  : 

1°  La  composition  en  volume  du  gaz  ainsi  obtenu,  sachant  que  ce  gaz,  agité  avec  une  solution  de  potasse, 
subit  une  diminution  de  volume  de  3  %  ^'  lue  le  résidu,  agité  ensuite  avec  une  solution  d'acide  pyrogallique 
dans  la  potasse,  garde  un  volume  invariable . 

2°  Le  volume  de  gaz,  mesuré  à  la  température  de  0"  et  sous  la  pression  de  760""",  correspondant  à  une 
diminution  de  l^R  dans  le  poids  de  ta  colonne  de  charbon. 

Deuxième  partie.  —  On  fait  maintenant  brûler  te  gaz  avrc  de  l'air  et  on  demande  la  composition  en 
volume  des  gaz  brûlés  en  se  plaçant  successivement  dans  les  deux  hypothèses  suivantes  : 

i°  Il  n'y  a  pas  d'oxygène  dans  les  gaz  brûlés  ; 

2°  Il  y  a  5  "/\  d'oxygène  dans  les  gaz  brûlés. 

On  admettra  d'ailleurs  que  la  combustion  est  complète. 

1 

On  admettra  également  que  l'air  contient,  en  volume,  —  d'oxygène. 

Première  partie.  —  i"  Le  gaz  obtenu  ne  contient  plus  d'oxygène,  puisque  le  pyrogallate  de 
potasse  ne  produit  pas  d'absorption;  il  se  compose  d'azote,  de  gaz  carbonique  et  d'oxyde  de  carbone. 
Sur  100  volumes  de  ce  mélange,  il  y  en  a  3  de  gaz  carbonique  absorbable  par  la  potasse  ;  si  x  désigne  le 
volume  de  l'oxyde  de  carbone,  celui  de  l'azote  sera  dOO  — 3— x.  Or,  le  gaz  carbonique  renferme  son 
volume  d'oxygène  et  l'oxyde  de  carbone  la  moitié  de  son  volume.  Le  volume  de  l'oxygène  total  primitif 
était  donc    3  -h  —x.     Exprimons  (jue  le  volume  de  l'azote  était  quadruple  : 

100— 5  — a;  =  4(5-H— j;),  d'où  .r  =  23. 


La  composition  cherchée  est  donc  : 

oxyde  de  carbone 23   j 

gaz  carbonique 5   [  pour  100. 

azote 70    | 

2°  Les  réactions  produisant  le  gaz  carbonique  et  l'oxyde  de  carbone  sont  respectivement 

l/(G  +  0-^  =  cV-), 

2 
Le  poids  de  charbon  brûlé  étant  de  1000  grammes,  on  a    (;/  -+-  :)12  =  1000. 

1  V         1 

Le  rapport  des  volumes  des  deux  gaz  produits  étant  — ,  on  a  -^  =  — . 

o  z         3 

Ces  deux  équations  donnent    y  =  13,89.     Le  volume  moléculaire  étant  22'", 4,  le  volume  du  gaz 

carbonique  sera     13,89x22,4     et  le  volume  du  gaz  total,  qui  est  20  fois  plus  urand,     13,89x22,4x20 

—  6222'''  7. 

Deuxième  partie.  —  1"  La  combustion  de  l'oxyde  de  carbone  ne  change  pas  son  volume,  mais 
pour  brûler  23  de  ce  gaz,  il  faut  12,5  d'oxygène  qui  apporte  avec  lui  4  X  12,50  =  50  d'azote.  Les  gaz 
brûlés  comprennent  donc  70  +  30  =  120  d'azote  et  5-+-25  =  30  de  gaz  carbonique,  soit  80  °/„  du 
premier  et  20  "/«  du  second.  C'est  un  résultat  qu'on  auraitpu  écrire  a  priori  en  remarquant  (jue  l'oxygène 
de  l'air  se  trouve  remplacé,  en  définitive,  par  un  volume  égal  de  gaz  carbonique. 

2°  Une  remarque  analogue  fournit  immédiatement  la  solution  de  la  dernière  (|uestion.  L'oxygène  se 
transformant  en  gaz  carbonique  sans  variation  de  volume  cl  sa  proportion  dans  l'air  étant  de  20  %,  s'il 
en  reste  S  "/„  à  l'état  libre,  c'est  qu'il  y  en  a  eu  15  /„  de  transformé  en  gaz  carbonique,  la  proportion  de 
l'azote  étant  toujours  80  °,\. 

Solution  à  peu  près  exacte,  miiis  compliquée,  de  M.  H.  .lanois,  de  Nantes. 
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1340.  —  Un  rectangle  ABCD  a   une   diagonale   fixe  AC,  tandis   que  l'antre   tourne   autour  de  son 
milieu  0.   Trouver  les  lieux  décrits  par  les  orthocentres  des  triangles  AOB,  ROC,  COD,  DOA. 

Prenons  pour  axes  AC   et  la  perpendiculaire  au  milieu  de   AC  ;    désignons  par  2a   la  longueur 

commune  des  deux  diagonales  et  par  o  l'angle  de   OB   avec  OC. 

Les  coordonnées  du  point  H,  orlhocentre  du  triangle  OBC,  sont 

données  par 

et 


X  =  a  cos  li 


-'."t' 


et.  comme 


1 


1  +  tg^  -| 

le  lieu  s'obtient  immédiatement  et  est 

x{x-  +  y'-)  —  a{x'-  -  y\ 


0. 


C'est  une  strophoïde  droite  ayant  pourpoint  double  l'origine, 
pour  asymptote,  la  droite  a;-f-n  =  0  et  pour  sommet  le  point  de  Ox  dont  l'abscisse  est  a.  Le  lieu 
de  l'orthocentre  du  triangle  OGD  est  évidemment  le  même. 

Quant  au  lieu  des  orthocentres  des  deux  triangles  OAD  et  0.\B,  c'est  une   strophoïde  symétrique 
de  la  précédente  par  rapport  au  point  0. 

J.  HAAG  et  BUI-QUANG-NGAI. 
Bonnes  solutions  :  MM.  E.-N.  Barisien  ;  Cli.  Bbignon  (Harcliolet)  :  Dnallor  Lecram. 

Solution   géométrique.  —    I.e  point   I   (sur  Oi/)    est  visiblement  le  milieu  île     HH';      d'autre   part, 
l'angle  HOU'  est  droit  ;  donc 

IH  =  IH'  =  10, 
et  le  lieu  des  points   11    et  H'  est  une  strophoïde  ayant  pour  sommet  le    point    C,    pour    point   double    le 
point  0,  etc. 

.1.  HAAti,  élève  à  l'école  normale  supérieure  et  BUI-QLWNG-Mi.M,  lycée  d'Alger. 

Bonnes  solutions  :  MM.  Bnos,  à  Albi  ;  G.  Pélissier,  à  Toulouse;  Dnallor  Lecram:  K.  Bouvaist  ;  Cli.  Lattes. 


1343.  —  On  donne  un  cercle  0  et  une  droite  A.  Par  un  point  K  quelconque  pris  sur  A  on  mène 
une  corde  PQ  du  cercle  0,  perpendiculairement  à  la  droite  KO.  Lieu  du  point  M  tel  que  le  centre  0  du 
cercle  soit  le  point  de  Lemoine  [point  de  concours  des  sijmédianes)  du  triangle  MPQ. 

Prenons  pour  axes  Ox  et  Og  deux  diamètres  rectangulaires  du  cercle,  l'axe  ();/  étant  parallèle  à  la 
droite  A. 

La  droite  A  et  le  cercle  ont  respectivement  pour  équations 

x  —  n  =  0,  X*  +  ?/2  _  R2  =z  0. 

Soit   M(a,  p)  un  point  du  lieu;  la  droite  KOM  a  pour  équation       pj-  —  aj/  =  0. 
Une   droite  quelconque    passant  par  K  a  une   équation  de  la  forme     X(x  —  a)  h-  S.i-  —  ai/  =  0  : 


celte  droite  sera  perpendiculaire  à  la  droite  KM,  si  l'on  a    X  =  — 
La  droite  PQ  a  donc  pour  é(iualion 


P 
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ix  —  aj/  — 

OU  bien 


(x— a)  =  0, 


xc  +  'pij  —  —{%■  4-  ^-)  =  0. 


Désignons  par  (a;,,  yC)  et  (ar.,,  j/.)  les  coordonnées  des 
points  P  et  Q  ;  l'équation  donnant  ar,  et  Xj  s'obtient  en  élimi- 
nant )/  entre  l'équation  de  la  droite  PQ  et  l'équation  du  cercle  ; 
on  trouve  successivement 


M(oi,p.) 


ou  bien 
ou  encore 
(1) 


R232 


c^  —  iiax  -\ ;■  (a-  +  ^-)  - 


(,_a,._i!I5!tz!!!(i±Ë)I  =  o. 


aV'H-^-^) 


On  reconnaît  que  l'on  a 


x,  -(-X2  =  2a. 

En  désignant  par  ;  l'abscisse  du  centre  de  gravité  du  triangle  MPQ,  il  vient 
(2)  3;  =  2a -h  a. 

Le  centre  de  gravité  G  est  en  outre  situé  sur  la  droite  KOM,  car  le  triangle  MPQ  est  isocèle. 

Nous  allons  écrire  maintenant  que  le  point  G  est  le  point  de  Lemoine  du  triangle  isocèle  MPQ  ; 
pour  cela,  il  suflil  d'écrire  que  la  polaire  du  point  0  par  rapport  aux  bissectrices  intérieure  et  exté- 
rieure de  l'angle  P  passe  par  le  point  G. 

La  droite  MP  a  pour  équation 

4\ii  —  W  —  y(a,-,  —  a)-+-  pi-,  -  ïi/i  =  0. 

L'équation  de  l'ensemble  des  bissectrices  de  l'angle  P  est 


f  ax  -(-  ^)/ (a-  H-  'p-y- 


KVi  —  P)  —  y(a^i  —  a)  H-  ^Xi  —  ^y .] ' 


La  polaire  de  l'origine  par  rapport  aux  deux  bissectrices  est 

-\.x+  py  -  -(a^+  p»)]^- ^^LlI^L^r^j/,-  3)  _,/(x, -.)-+- ?X.-ay.]  =  0. 

»L  "^  A       '-i-t  — «)-  +  (!/[  — p)" 

L'abscisse  du  point  d'intersection  de  cette  droite  et  de  la  droite  OM  est  donnée  par 
a  (3xi — iiuX-lm  —  x) 

Il  faut  écrire  que  la  valeur  de  x  tirée  de  celte  équation  est  précisément  égale  à  la  valeur  de  ;  tirée  de 
l'équation  (2);  on  trouve  ainsi  : 

^  (a=  +  a^)4- ^}fiZl3i^ =  0. 

2.^     ^'^^  ix-.r--^{y,-^Y 
Mais  le  point    x,,  j/,    est  situé  sur  le  cercle  donné  et  sur  la  droite  PQ,  c'est-à-dire  que  l'on  a  les 
relations 


R-  =  0, 


?-^i  —  ^y^  = 


-(x,-rt),  «r,-^?y.  =  -(:.'  +  ?=). 
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On  peut,  par  suite,  écrire  l'équalion  précédente  sous  la  forme 

En  outre,  j,  est  une  racine  de  l'équation  (1)  ;  on  peut  donc  écrire 

Le  lieu  du  point  M  a  pour  équation 

a[(a^  H-  P;(2rt  -  a)  —  R'-a]  —  2[R='a2  -  a2(a^  -h  P'^)]  =  0 
ou,  avec  les  notations  usuelles, 

a[yx'^  -+-  y^)[ta  —  x)-  K^x]—'i\Wx-'  —  a}[x^  +  y^)]  =  0. 
C'est  une  cubique  circulaire  symétrique  par  rapport  à  Cr. 

Nous  allons  construire  et  discuter  les  différentes  formes  qu'elle  affecte  suivant  les  diverses  valeurs 
relatives  de  a  et  R. 

Jx'--2x/'2a--^WR^] 


Construction  de  la  courbe     y 
R 


4a —  X 


-•     —  Étudions  d'abord   le   trinôme 


en  x,     X-  —  2a'(  2a 

\  " 

On  a  successivement 


R^  =  f{x). 


-^(.  +  a)(.+  |)(.-|.)(»-R); 


Fig.  1. 


FiR.  î. 


cR  trinôme  est  positif  quel  que  soit  x  pour  les  valeurs  de  a  comprises  entre     — R    et     —  —     et  entre 


H-  —     et    +  R. 
2 
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L'équation  fix)  =  0  a  ses  racines  toujours  de  même  signe,  et  comme  le  produit  est  égal  à  R-, 
on  en  conclut  que,  lorsque  ces  racines  sont  réelles,  l'une  de  ces  racines  est  inférieure  à  R,  l'autre  supé- 
rieure à  R. 

La  courbe  passe  toujours  par  l'origine  et  admet  comme  asymptote  réelle  la  droite  x — 4a  =  0. 
Elle  est  située  tout  entière  d'un  seul  côté  de  l'asymptote. 

1°  rt  +  R<0.  — L'équation  /"(x)  =  0  a  deux  racines  réelles  négatives,  a:,  et  a,-,,  séparées 
par  — R;  la  courbe  se  compose  d'un  ovale  compris  entre  l'axe  Oy  et  la  parallèle  à  Oy,  x  —  x,  =  0 
(xi  >  Xj)     et  d'une  branche  inlinie. 

Les  triangles  PQEl  correspondant  à  la  courbe  que  nous  venons  de  tracer  sont  tous  imaginaires (^'j.  1). 


Kig.  4. 


Cas  particulier    a  -f-  R  =  0.     —  La  courbe  a  pour  équation 


y- 


x[x  -H  R)' 


—  (X-H4R) 

Elle  présente  un  point  double  au  point  de   rencon- 
tre de  Ox  îpartie  négative)  et  du  cercle   donné  [pg.  2.) 


2» 


R<a< 


Les  racines  de  l'équation 


/■(x)  =  0    sont  imaginaires  ;  la  courbe  affecte  la  forme 
ci-dessus  (/?;/.  3). 

Cas  où     a  H =0.     —  La  courbe   a  pour  équa- 


tion 


r  = 


x(x  —  R)' 


Fig.   5. 

pose  d'un  ovale  et  d'une  branche  infinie  {fig.  5). 


-(X-I-2R) 
Le  point  (R,  0)  est  un  point  double  isolé  (fig.  4). 

S'Casoù  a-{-—-  >0.    —  L'équation    f(x)  =  0    ad- 
met deux  racines  réelles  et  positives  ;  la  courbe  se  com- 
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En  considérant  les  valeurs  de  a  comprises  entre  0  et  4-  »   on  obtiendrait  des  courbes  symétriques 

des  précédentes  par  rapport  à  Ou. 

BROS,  àAlbi. 

Autre   solution.  —  Proposons-nous  d'abord  le  problème  suivant  : 

«  Construire  un  triangle  connaissant  deux  sommets  F  et  Q  et  le  point  de  Lemoine  0.  » 

Supposons  le  problème  résolu.  Menons  MQ'  parallèle  à  PG. 
On  a  évidemment    PQ'  =  QP 
d'autre  part,  ^T^  _  ^^  _  Qp^ 

et  PmQ  =  MQG  =  OQP. 

Le  point  M   se  trouve  donc  à  l'intersection  des  segments 
décrits  sur   PQ'  et  QP'  et  capables  respectivement  des   angles 

OPQ  et  OQP-  On  pourrait  discuter  les  conditions  de  possibilité 
du  problème;  mais  cela  ne  nous  servirait  pas  dans  la  suite  et 
nous  entraînerait  trop  loin.  Dans  le  cas  particulier  oii  0  est  équidistant  de  P  et  de  Q,  la  droite  KO  est  évidem- 
ment l'axe  radical  des  deux  cercles  qui,  par  leur  intersection,  déterminent  les  deux  points  Mi  et  Jh,  solutions 
du  problème.  Ceux-ci  se  trouvent  donc  sur  la  demi-droite  KO  et  l'on  a  les  deux  relations  évidentes: 

KM,.  KM,  =  KP.KQ'  =  3KP', 
KO  " 


_i^ 


K 


KM,  -+-  KM, 


KMi  et  KMj  sont  donc  les  racines  de  l'équation  du  second  degré 

X^-2flx-H3KP^  =  0. 

Revenons  maintenant  iui  problème  proposé. -Nous  allons  chercber  l'équation  du  lieu  en  coordonnées  po- 
laires en  prenant  pour  pôle  le  point  0  et  pour  axe  polaire  la  perpendiculaire 
à  .i,  dans  le  sens  indiqué  par  la  figure. 

Soient  a  la  valeur  de  OC  et  R  le  ravon  du  cercle. 


On  a 


KP-  =  R^  — KO', 
K0=^^  = 


D'autre  part,  nous  avons 

KM  =  KO  -H  G  =  —^ h  0  =  X. 

COS  to 

Il  n'y  a  plus  qu'à  se  reporter  à  l'équation  du  second  degré  en  X  pour 
avoir  l'équation  du  lieu  en  coordonnées  polaires.  Nous  trouvons  ainsi 


\  COS  w  ■^7  \  C0S( 


R-  cos'-<o —  a- 
a  COS  0) 


-1-3 


R'  COS-  u)  —  a" 


=  0, 


ou  Onalemonl 


2a' —  R'  cos'io 
a  COS  (o 


p  -+-  R3  =  0. 


Nous  déduisons  immédiatement  de  là  l'équation  trouvée  dans  la  solution  précédente,  à  condition  toutefois 
de  changer  a  en    —a,    pour  mettre  d'accord  les  notations  choisies  dans  les  deux  cas. 

.1.  H.AAG,  élève  à  l'École  normale  supérieure. 


1349.  —  On  donne  deux  coxlfs  0  et  0'.  .Sur  les  divers  rayons  de  0  eomme  diamètres  on  décrit  des 
rerctes.  Le  lieu  des  centres  de  similitude  de  chacun  de  ces  cercles  et  du  cercle  0'  se  compose  de  deux  cercles. 

Nous  prendrons  pour  origine  le  point  0',  pour  axe  des  .c  la  droite  00  et  pour  a.ve  des  i/  une  per- 
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pendiciilaire  à  O'O  ;  nous  désignerons  par  R  et  R'  les  rayons  des  cercles  0  et  0'  et  par  a  l'abscisse  du 
point  0. 

Dans  ces  conditions,  le  cercle    0'  a  pour  équation 
a;2 -1- jy2  _  R'i  =  0    et  le  cercle  0    {x—af  +  y^  —  K^—Q. 
Soit  M(a,  p)  un  point  quelconque  du  cercle  0  ;  nous 
avons  la  relation 

Le  cercle  décrit  sur  OM  comme  diamètre  a  pour 
centre  le  point  tu,  milieu  de  OM,  et  ce  point  a  pour 


coordonnées 


et    ^• 


Le  centre  d'homothétio  externe  des  cercles  0'  et  w  est  un  point  S  situé  sur  O'oj  et  défini  par  la 
relation 

SÔ'  _  "2R'  _ 
Sl3    ~    K,    ' 

par  suite,  les  coordonnées  x  et  y  du  point  S  sont  données  par  les  formules 


2R'  («-+-a) 
^~       2 
2R' 


2R'  ^ 
R  "ï 
2R' 


Nous  en  tirons 


(2R'  — Rjx  — aR' 


^-R 

(2R'-R)y 


R'  ^  R' 

et,  en  remplaçant  a  et 'i  par  ces  valeurs  dans  la  relation  (1),  nous  obtiendrons  l'équation  du  lieu  du 
point  S. 

On  trouve  ainsi 

r  (211'  —  R)a;  -  aR'  y       (2R'  —  R)^;/^ 


R' 


-'T 


R'2 

R-R'2 


—  R-'  =  0 


r  2aR'     Y  R^R-^ 

L         2R'-rJ  ^^        (2ir-R)= 


2aR' 


Cette  équation  représente  un  cercle  ayant  son  centre  sur  l'axe  des  x  au  point  d'abscisse     -j— —•■ 

RR' 

et  ayant  pour  rayon   — — — -■ 

(2H.  —  K) 

Dans  ce  calcul,  nous  avons   supposé    2R'—R  17^:0.     Si     2R'  — R=:0,     les  cercles  0'  et  w  sont 
égaux,  leur  centre  de  similitude  externe  est  rejeté  à  l'infini. 

Considérons  maintenant  le  centre  de  similitude  interne  Si  ;   nous  avons 


S.O' 


2R' 
R 


et  pour  avoir  le  lieu  géométrique  de  ce  point,  il  suffit  de  faire  le  même  calcul  que  plus  haut  en  rem- 
plaçant R'  par     —  R'.     Le  lieu  est  encore  un  cercle  ayant  pour  équation 


L"^       2R'  +  R  J 


R-R'- 

(2R'-hR)-' 
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Le  centre  est  sur  Ox  et  a  pour  abscisse  —^, et  le  rayon  est  égal  à 


2R  ^  R  -  "  2R  -H  R 

Marie-Victor  CASTANÛ,  étudiante  à  lassv. 


Solution  géométrique.  —  La  relation 


peut  s'écrire 


SU' 

2R' 
"    R 

SÔ' 

2R' 

sô'  +  â 

O) 

R 

SÔ' 

2R' 

ô^L 

R  — 2R' 

ô^ 

2R' 

ou  encore 

wz  ~  '-^ 

Or  le  lieu  du  point  w  est  un  cercle  (C)  avant  pour  centre  le  point  Û  et  pour  rayon  —  :  par  suite,  cette 

dernière  égalité  prouve  que  le  lieu  du  point  S  est  un  cercle  liomothétique   de  (C)  par  rapport  au  point  0', 

2R' 
le  rapport  d'homothétie  étant  égal  à       ,  _     • 

On  a  de  même 

Ô^i  2R' 


&Z      ^R'  +  R 

ce  qui  montre  que  le  lieu  du  point  Si  est  un  cercle  homothétique  de  (C),  le  centre  d'homothétie  étant  encore 

2R' 
0'  et  le  rapport  d'homothétie  étant  égal  à  „  ■ 

Gabriel  PELISSIER,  à  Toulouse. 

Bonnes  solutions  analytiques  et  géométriques  par  MM.  René  Brin;  Bros,  à  Albi  ;  G.  Foccrt,  à  Roanne  ;  G.  Cottï,  lycée 
de  Dijon;  H.  Helher,  à  Champagne-sur-Seine  ;  Al.  Ivancund,  élève  au  lycée  de  Ploesti  (Roumanie)  ;  Dnallor  Lecrau. 


CONCOURS  DE  1905 

ÉCOLE    CENTRALE 
Afathématiques. 

Statiole. 

I.  —  Énoncer  sans  démonstration  les  conditions  d'éiiiiilibre  de  la  poulie  (lue  et  celles  de  la  poulie  mobile 
(sans  frottement). 

H.  —  1422.  Les  axes  de  trois  poulies  d'égal  ra\on  cl  en  équilibre  se  projettent  aux  points  A,  B,  C  d'un 
plan  de  symétrie  commun  vertical. 

Les  deux  premières  ont  leurs  axes  lixes  ;  AB  =  c  l'ait  un  angle  a  avec  la  partie  ascendante  de  la  verticale 
de  A.  La  troisième  est  mobile,  porte  un  poids  P,  et  AC  +  CB  =  i>c.  l'n  même  fil  fermé  passe  dans  les 
gorges  des  poulies,  extérieurement  au  triangle  ABC. 
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Ciicaler,  en  fonction  des  données,  Và^gle   C  et  les  réactions  sur  les  axes   A  et  B. 

Application  numérique  :  c  =  2"',  i=2/3°',  a  =  60",  P  =  oO^s.  On  néglige  les  frottements,  le  poids  du 
système  des  poulies  et  du  Ql  ainsi  que  les  déformations. 

GÉiiMÉTRlE    ANALYTIQUE    ET   tl.NÉMATIQLE. 

1423.  —  1»  Quelle  est,  en  coordonnées  polaires  ?  et  w,  l'équation  de  la  courbe  (.M)  dont  la  tangente  fait 
avec  le  rayon  vecteur  un  angle   V   tel  que  Ig  V  =  —  sin  <o  et  qui  passe  par  le  point  w  =  -^,  a  =  a  'f 

2»  Pour  chaque  point  M  de  cette  courbe,  on  considère  un  point  N  de  l'axe  polaire  à  la  même  dislance  de 
l'origine  que  le  point  .M;  sur  .MN  on  projette  l'origine  et  on  demande  le  lieu  (P)  de  cette  projection  P  quand 
le  point   M   se   déplace. 

3°  Tracer  les  courbes  (M)  et  (P)  ;  puis  considérer  les  déplacements  correspondants  des  points  M,  N,  P  et 
démontrer  que  l'excès  géométrique  de  la  vitesse  de  M  sur  celle  de  >'  est  double  de  l'excès  géométrique  de  la 
vitesse  de   P  sur  celle  de    X. 

En  déduire  une  construction  de  la  tangente  en    P  à  la  courbe    (P)   connaissant  la  tangente  en   M    à   la 

courbe  (M). 

(2i  juin,  de  7  h.  à  11  h.) 

Physique  et  Chimie. 

I.  —  Sphéromètre. 

II.  —  1424.  Ln  appareil  est  formé,  comme  le  montre  la  figure,  de  deux  boules  conductrices  égales, 
l'une  tixe  A.  l'autre  mobile  B  de  masse    m  =  2gi-,.j,    attachée  au  bout  d'un  fil  de  longueur    l  —  12"". 

Ces  boules,  qui  au  début  se  touchent,  reçoivent  chacune   une  charge  g  qui  pro- 
duit une  déviation     H  —  60°. 
Calculer  cette  charge. 
Établir  la  formule  algébrique  définitive  avant  tout  calcul  numérique. 

II.  —  .\cide  fluorhydrique. 

IV.  —  On  demande  cou)nient  on  pourra  obtenir  les  corps  suivants  en  partant  cha- 
que fois  de  l'acide  azotique  réel  (AzO^H)  et  en  prenant  pour  chaque  expérience  lÛs""  de 
cet  acide  : 

1°  L'azote  ; 
2"  L'oxyde  azoteux  ; 
3°  L'oxyde  azotique  ; 
4"  Le  peroxyde  d'azote  ; 
0°  L'anhydride  azotique  ; 
6°  L'ammoniac. 

Écrire  les  réactions  et  calculer  les  quantités  obtenues  dans  chacune  des  préparations.  Exprimer,  pour 
chaque  corps,  les  résultats  en  grammes  pour  ceux  qui  sont  solides  ou  liquides  dans  les  conditions  normales 
(0°  et  76"°),  en  litres  pour  ceux  qui  sont  gazeux. 

On  ne  fera  pas  de  corrections  et  on  négligera  les  pertes. 

Chaque  candidat  reçoit  un  tableau  des  poids  atomiques. 

^  -  (SI  juin,  de  Sh.  l/S  à5  h.  1/S.\ 

Géométrie  descriptive. 

InTKBSECTIO.N    de    DELX    cônes   CIHCULAIRES. 

1425.—  Un  donne  dans  le  plan  horizontal  de  projection  le  carré  ABCD  qui  est  la  base  d'un  cube  dont  les  autres 
sommets  sont  respectivement  A,,  Bi.C.Di.  On  demande  de  représenter  la  projection  horizontale  (aicdaiéicrfi)  de 
ce  cube,  après  une  rotation  de  40»  autour  dune  droite  PR  donnée  du  plan  horizontal.  {La  rotation  s'effectue 
au-dessus  du  plan  horizontal.) 

Cela  étant,  on  considère  dans  cette  seconde  position  du  cube  : 

10  Le  cône  ayant  Di  comme  sommet  et  le  cercle  inscrit  dans  la  face  ABCD  comme  base; 

2°  Le  cône  ayant  D  comme  sommet  et  le  cercle  inscrit  dans  la  face  AiBjCiDi  comme  base. 

On  demande  de  déterminer  l'intersection  des  deux  cônes. 
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^;^ 

1 

ï>< 

\ 

v^ 

Va 

.^B 

^ 

=^°/'\v 

eoK^P  m  0 

Dans  le  tracé  à  l'encre,  on  figurera  le  cube  en  traits  bleus  et  on  représentera  le  cône  de  sommet  Di  avec 
l'entaille  produite  par  le  passage  du  cône  de  sommet  D. 
Données  numériques  :      OP  =  100™"°,      PA  =  H0°"»,      côlé  du  cube  =  130""", 

angle  V  =  30°,     angle  W  =  60°.    —  Cadre  de  270""'  sur  450""". 
Titre  extérieur  :  Géométrie  descriptive.  —  Titre  intérieur  :  Intersection  de 
deux  cônes  circulaires. 

(22  juin,  de  7  II.  a  11  h.) 

Tiif/onométrie 

Problème, 

1426.  —  Soit  un  triangle  ABC;   la  hauteur  relative  à  BC  rencontre  ce  côté  en   D,  et  la  bissectrice  de 
l'angle  intérieur   BAC  coupe    BC  en  E. 

1°  On  donne  les  mesures  p  et  q  des  longueurs   AE,  BC,  l'unité  étant  AD;    trouver  des  formules  logarith- 
miques conduisant  au  calcul  des  angles   B  et  C.    Discuter  ces  formules. 

2°  Étant  données  les  longueurs    AE,  AD,  BC,  construire  le  triangle  ABC. 

Calcul    logahitumioi^'e. 

1427.  —  Calculer  les  arcs  positifs  inférieurs  à  360°,  qui  vérifient  la  formule  : 

-<„.    y^ . 

a""  = rr 

COS  C 

b  =  0,1364-8,         C  =  340°27'38",;i. 


Données  numériques 


a  =  72,531, 


Nota.  —  Les  candidats  peuvent,   à  leur  gré,  se  servir  de  la  division  centésimale   du   quadrant;  mais   ils  sont  tenus  de 
faire  usage  de  tables  de  logarithmes  ayant  au  moins  S  décimales. 

(S2juin,  de  2  li.  '.  à  5  h.  K.) 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


1428.    —Montrer   (|uo,   pour  toutes  les  valeurs  de  .«qui   n'appartiennent  pas  à  l'intervalle    (—2,    H-2| 
la  quantité 

log  {:c  +  2)  —  2  log  (a;  4-  1  )  +  2  log  (a;  —  1  )  —  log  (a;  —  2) 
est  égale  à  la  somme  de  la  série 

1 


ù  M  désigne  le  module  des  logarithnu's  vulgaires  cl  y  l'expi'ession      .,  ^    ,^ 


\\  .  Mêrigot. 
1429.  —  Prouver  de  même  que  l'expression 

log  (rc-hS)  — log  (.1-+ 4)  — log  (a;  4- 3) +  2  log  a;  —  log  (.<•  —  3)  —  log  (.^  —  4)+  log  (.c  —  5) 
est,  pour  certaines  valeurs  de  :c,  égale  à  la  somme  de  la  série 


—  2MU+YI/'  -h  —  y'-+-\ 


où  M  désigne  le  module  des  logarithmes  vulgaires  et  i/  la  iiiiantité  — ;r — ..  ,  -, 

Trouverles  intervalles  acceptables  pour»;. 
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REVUE   DE    MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES 


PREMIERE   PARTIE 


SUR    LA    TRA-\SFUR.MATlaN    DES   COORDONNÉES 

par  M.  A.  Aubry,  professeur  de  mathématiques  spéciales  au  lycée  d'Alger. 


I.   Si  les  formules 

il  =  ox'-i-a'y'-l-a'':',  la  a'  a 

y  =  bx'-h  b'y'  +  //■;.',  D  =      «  //  b" 

z  =  ex'  -\-  c'y'  -h(^z'  \  c  c  c" 

définissent   une  transformation  de  coordonnées  rectiiignes  relative  à  deux  systèmes    oxyz,  ox'y'z   qui 
ont  la  même  origine,  les  coefficients    a,  b,  c,  . . .,  c"   vérifient  les  relations 

!a- +  b-  -h  c-  -)-2éccosX    +2eocosfJt    -i-2aècosv     =1, 
a-  -\-b'^  -\-  c-  +  2b'c'  cos X  -+- Ic'a'  cos  n  -i- 2a'b'  cos •>  =  i, 
a"2  -^  6  "2  _j_  c"-  +  26"c"  cos  X  -+-  2c'a"  cos  [i  +  Sa'f  cos  v  =  1 , 
I    cos  À'  =  a'a"  ■+-  b'b"  -+-  c'c"  -i-  {b'c"  -\-  db")  cosX  -i-  [c'a"  -+-  a'd")  cos  ;a  -t-  [a'b"  +  ha")  cos  v, 
(3)     }   cos  a'  =   a"a  -+■  b"b  -^  c'c  -+-  (ô"c  -i-  c"6)  cos X  +  {c''a  -i-  a"c)  cos  \l  +  (a"6  +  6"a)  cos  •/, 
/   cos  ■/ =    ad -\-  bb'-i-   ce' -i-{bc' -hcb')   cosX-i-  (ca'-i-ac')  cosjji4-  (a6'-i-6a')  cosv, 
et  l'inégalité    D  =t  0  ;  X,  |ji,  v,  X',  [i',  •/    désignent  les  angles  que  forment  entre  eux  les  axes  des  deux  sys- 
tèmes. Les  égalités  (2)  et  (3),  que  l'onoblientparexemple  en  considérant  les  points  L(a'=  l,i/'  =;  0,:'  =0), 
M(a;'  —  0,    y'  =1,    z'  =  0),    N(x-'  =  0,    y'  =  0,  s'  =  1)    et  en  exprimant  que   prod.  géom.  OL.OL  =  1, 
prod.  géom.   OL.OM  =  cosv',     peuvent  être  condensées  dans  l'identité 

x^ -h  y^--\-z--\-2yz  cos l -h 2zx  cos[i-t-2xi/  cosv  =  x'^ -(-?/^+:'2-j-2)/'z' cosX'h-2;V  cos  ii'  -h'ix'y'  cos  ■/ 
considérée  comme  conséquence  des  égalités  (Ij. 

n.  Inversement  donnons-nous    a,  b,  c,  ...,  c  "  ;    les  formules  (1)  représentent  une  transformation 
de  coordonnées  sous  bénéfice  de  certaines  inégalités  à  vérifier. 

Ces  inégalités  sont  compatibles,  car  elles  sont  réalisées  pour  une  transformation  de  coordonnées  arbi- 
trairement donnée. 


Nous  supposerons  expressément    D  =:  0. 

Les    relations   (2)    permettent  de    calculer    cosX,    cos  u,    cos- 


le  déterminant   -^ 


bc  ca  ab 
b'c'  c'a'  a'b' 
b"c"  c"a''  a"b" 


1        cos  -I 
COSv        1 

cos.u    cosX 


C0S(1 

cosX 
I 


est  différent  de  zéro  ;  les  expressions  de    cos  X,  cosfji,  cos  •'    doivent  être  comprises  entre    — 1  et^  1 
et  la  valeur  de  w  doit  être  différente  de  zéro. 

Si     A  =  0,     il  faudra  annuler  un,  deux  ou  trois  déterminants  caractéristiques;  on  pourra,  selon  le 
cas,  choisir  arbitrairement  un,  deux  ou  trois  des  nombres   cos  À,  cos  ji,  cosv. 


Exemples  :  i°     abcabc  ~  0,  a"  =  0,  b' 
arbitrairement. 


1  ;  D  =  rb  [au  —  Aa)  — 0  ;  cosv  peut  être  pris 
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2°    abc  =  0,    a'  =  0,  6'  =  ±  1 ,    c-'  =  0,    a"  =  0,    é'  =  0,    c"  =  zh  1  ;    D  =  ±;  a  =  0  ;    deux  des 
cosinus  restent  arbitraires. 

3»     a  =  0,    a'  =  d=  1,    a"  =  0,    A  =  0,    6'  =  Û,    6'  ^  ±  1,    c  =  ±  i,   c'  =  0,  c'  =  0  ;    D  ^  zt  1  ; 
les  trois  cosinus  peuvent  prendre  des  valeurs  quelconques. 

Le  trièdre    oxyz    une  fois  déterminé,  prenons  pour  ox',  otj',  oz'    les  axes    oL,  oM,  o\ 
L     X  —  a.  y  =  é,         ;  =  c, 

M    X  —  a',        y  =  6  ,        ;  =  c', 


N    .ï-  =  a" 


-  Ir 


qui  forment  un  trièdre  en  vertu  de  l'hypothèse     D  ==  0.     Les  formules  de  passage  du  système     oxyz 
au  système     ox'y'z'    seront  précisément  les  formules  (1). 

Les  égalités  (3)  donnent  les  valeurs  de    cos). ,  cos  /,  cos-/  ;    il  est  manifeste  que  Ton  a 


cos  •/ 
1 

cos  ).' 


^(a,  4,  c) 


1  1 

-  (a'.iL-(---)      -(a'i;, 


1  1 

1  ,  ^ 

-^  (a"iia  -i-  b'%  -+-  c"oc)  —  (a"tl„,  H )         >!f{a"b"c'') 


b 

b' 

b" 


COSv        cosn 
1  cos  À 


cos). 


1 


'i(x,j/,:)     représentant     x^ -^j/--t- 3--h2i/:  cos  > -|-2s.r  cosjx -i-2j;f/  cos  v.     Cette    relation     a.' =  w.D^ 
montre  que  si     U  =  ±  1,     les  deux  trièdres   oxijz,  ox'y'z'    ont  le  même  sinus. 
.4  ucune  autre  conclusion  ne  peut  être  tirée  de  l'hypothèse     D  =  ±  1 . 

III.  Si  les  deux  systèmes  sont  rectangulaires,  les  relations  (2)  et  (3)  donnent 

!a-  -+- b-  -h  c-    =  l ,  r    a'a"  H-b'b" -hc'c"  =  0, 

a'^ -+-//- +c-  =  1,  (5)   )     a"n  -^ b'b -h  c"c  =0, 

fl"- -t- //'--+- c"'-  =  l  ;  {    aa'  -^bb'  -\-cc'   —  0, 

mais  la  réciproque  ne  peut  être  a/fîrmé'!.  Lorsque  les  relations  (4)  et  [6)  sont  vérifiées,  les  équations  (2) 
et  (3)  se  réduisent  en  effet  à 

!bc  cos)-  -hca  cos[x-i-  ah  cosv  —  0,           l  cos  a'  =  (/»'c"  +  c'A")  cos).+  ••■  -(- (a'é"  +  ô'a")  cosv, 
b'c'  cos  ).  -t-  c'a'  cos  jx  -i-  a'b'  cos  v  =  0 ,     (3)'  <  cos  fi-'  —  (6"c  +  c"b)  cos  )■  h +  {a"b  -+-  b'a)  cos  v, 
l/c"  cos  X  -+-  c'a"  cos  ji  -+-  a"b''  cos  v  =  0;            (  cos  ■/  =  (br  -t-  cb')  cos  X  -t-  ■  •  ■  h-  (né'  -f-  6a')  cos  v. 

En  tenant  compte  des  relations  classiques  qu'entraînent  les  formules  (4)  et  (5),  on  voit  que    ^  =  0 
et  que  les  relations  (2)'  et  (3)'  éiiuivalent  aux  suivantes  : 

cos  A     cos  jx     cos  V  _  cos  À'  _  COS  (i'  _  COS  /  

aa'a"  ~   bb'b"  cc'c"  abc  a'b'c'         a''b"c'' 

p  désignant  un  nombre  arbitraire.  Choisissons  pour  p  une  valeur  telle  que  les  six  cosinus  soient  compris 
entre  — lel-t-1  et  que  l'expression  lo  =  l -h 'i?'aa'a"bb'b''cc'c''  —  p'(a'n'-a'"+A'6'-6"' -+- c-c'^c"-)  soit 
différente  de  zéro;  les  formules  (1)  déflnissent  une  transformation  de  coordonnées  obliques;  si 
zaa'n'bb'b'cc'c"    n'est  pas  nul,  aucun  des  nnyles   À,  ;ji,     ..,'''   n'est  droit. 

Les  formules  (3)'  montrent  que  si  le  trièdre    oxyz    est  trireclangle,  il  en  est  de  mi^mo  du  trièdre 
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ox'y'z'  ;    si    a,  a',  a",  . .  . ,  c"    sont  difTérenls  de  zéro,  et  si  l'un  des  angles    X,  jj.,  v,  X',  p',  v'    est  droit,  tous 
les  autres  sont  droits. 

Applicalioii.    D-    élant  égal  à  1,  les  égalités  (6)  entruinent,  à  cause  de     tu'  =  tu  : 
1  -t-  2p'abca'b'c'a"b"c"—^'-(a-b-c^  -+-  a'^b'V^  +  u"'b"-c"-)  =  1  +  ifaa'a"bb'b"cc'c"  —  p-{a-a"-a"'-  -+-  h-b'-b"'  +  c-c'-c"-}, 
quelle  que  soit  la  valeur  attribuée  à    c;    donc 

a''b'-c-+  a'-b'-c'^  -+-  a"'-b"^c"^  =  a-a'-a"-  -\-  b-U'^b"^  -i-  z'c'-c'^ . 

Cette  identité  est  due  à  Jacobi. 

IV.  En  restant  toujours  dans  l'hypothèse  où  les  relations  (4)  et  (5)  sont  vériliées,  on  peut  donner 
de  la  transformation  une  image  assez  simple.  Les  formules  (1),  (4),  (o)  montrent  que 

X-  +  )/^  -)-  :-  4-  A  =  .-r'^  -I-  y'-  +  z'^-i-  k 
quelle  que  soit  la  constante    k.     Si  donc    ox,oy,oz  forment  un  système  de  trois  diamètres  conjugués, 
égaux  d'un  ellipsoïde,  ox',  oy',  oz'  possèdent  la  même  propriété,  et  réciproquement. 

En  résumé ,  /es /'onnu/ci  {i)  et  (o)  signifient  que  oxyz,  ox'y'z'  sont  deux  sijslcmes  de  trois  diamètres 
conjugués  égaux  d'un  ellipsoïde. 

Les  relations  (1),  (4),  (b),  (2)'  font  voir  que  les  deux  trièdres  sont  inscrits  à  un  même  cône 
(j/z  cosX-1-ïa;  cos  iJi-Harî/ cosv  =  0),  circonscrits  à  un  second  (rb /j  cos  X  ± /?/ cosp.  ±  v/i  cosv  =  0), 
aulopolaires  par  rapport  à  un  troisième    (x^  -hy^  -\-  z-  =  0). 

V.  En  géométrie  plane,  les  relations  analogues  à  (4)  et  (5)  se  dédoublent  en  deux  séries  :  les  deux 
systèmes  sont  rectangulaires  ou  bien  les  quatre  axes  sont  portés  par  deux  droiles  du  plan.  Supposons 
en  effet        z  —  z'  =  c  =  c'  —  c"  =  b"  =  a"  =  0  ;       les  relations  (2j,  (3),  (4),  (5)  se  réduisent  à 
ai-^b-—\,     a'-^b'^-  —  \,     na'  +  bb'=:0,      aô  cos  v  =  0,       a'4'cosv  =  U,      cos  v' =  (ai'H- 6a';  cosv. 

Soit  d'abord     aha'b' :^  0  ;  cosv  =  cosV  =0;     les  deux  systèmes  sont  rectangulaires. 

Si  b  =  Q,  a=±l,  a' =  0,  6' =  ±  I,  cos  •/ =  ±  cosv  ;  ox' et  oj/'  co'incident  respectivement 
avec  ox  et  oy   ou  avec  les  axes  qui  leur  sont  directement  opposés. 

Si  a  =  0,  A  =  ±  1,  é'  =  0,  a'  =  ±1,  cosv'  =  ±  cos  v  ;  ux'  et  oy'  coïncident,  au  sens  prés, 
avec     oy  et  ox.     Dans  les  deux  derniers  cas,    v    est  arbitraire. 

VI.  On  sait  comment  les  formules  d'Euler  permettenl  d'exprimer  en  fonction  de  trois  paramètres 
tout  système  de  nombres  a,  b,  c,  ..,,  c"  qui  vérilient  les  relations  (4)  et  (5).  Olinde  Rodrigues  a 
substitué  aux  angles  d'Euler  quatre  paramètres  à  l'aide  desciuels  a,  b,  c,  . . . ,  c"  se  laissent  exprimer  par 
des  fonctions  rationnelles,  homogènes  et  de  degré  zéro. 

Il  suffira  de  rappeler  les  solutions  de  MM.  Kœnigs  et  Darboux,  publiées  dans  les  Leçons  de  Cinéma- 
tique de  M.  Kœnigs;  je  me  permettrai  d'indiquer  celle  de  M.  F.  Klein. 

Il  s'agit  de  déterminer  les  substitutions  linéaires  qui  font  revenir  sur  elle-même  la  forme  quadrati- 
que x^ -4- j/2  _)_  32  ;  soit  X -+- t'j/ =  X,  X  —  ij/ =  Y,  z  =  Z  :  il  suftit  de  résoudre  la  question  pour  la 
forme  F  =  XY  4- Z^  Or  si  F=X'Y'+Z'^  X' =  0,  Y' =  0  représentent  deux  tangentes  de  la  conique 
F  =0,   Z'  =  0,    la    corde  des   contacts;    la  tangente  à    (F)    au  point    (X)    de   coordonnées    X,  Y,  Z 

(-^  —  — -=  -r-]     a    pour   équation     — X -1- X^Y -1- 2XZ  :^  0,     la   corde    (/.ij.)     est    représentée  par 

—  X -t-X|jtY4-(X-t- [ji)Z  =  0.     Il  faudra  donc  poser 

X'  =  a[— X-|-X-^Y-+-2XZ], 

Y' =  p[_XH-K^Y-H2.ntZ], 

Z'  =  y[— X-1-XhlY4-(X-+-,j,)Z], 

a,  p,  Y    désignant  des  constantes;  l'identité  X'V'-i-Z'- =  XY  +  Z-   exigera  a^ -t- -.•-=:  0, -fO'  —  i^)"  — 1=0. 

?           .          -  1                     ^ 
puis     a  = ,     p  — —-. r,     '!  = ,     ?    rcpresenlant  un  nouveau  paramètre   et    £    l'unité 

X—  n  ?('— 1^)  A  — [X         '  ^  ' 

positive  ou  négative. 
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Comme     2j;'=X'— Y',    2(i/=X'  — Y',    ;' =  Z,   2.r  =  X4-Y.    2(i/ =  X  -  Y,    :  =  Z,    on    trouve 

immédiatement 

X' =  ai- -h  liy  +  cz,    ;/'=«■(■ -f-6'(/ +  c':,      z'  =  a"x  +  h"y  -^- c"Z, 

),2;2  _   a2  —  02  _^  l  ,  —  i  A^pS  —  ;a2  +  o2  _    1  ]  /p2  _   ^ 

è  =  ^ — ^-T^ r^ -,       C  — 


2p(X— Hi)  '  2p(/-— 1^)  P/— !^) 

—  îTX^O^  +  IJlî  —  02    —  11  /.2p2-(-|Jt2-l-  p2_,_l  ^  ^      5.?-   +   (Jl 

a'  = "^   '  -    , ,     0  —  — ^  —     -  ,  


2p(X_u)  HpQ.  —  ix)  oi'-—^) 

__  _  6(XiJL  — i)  _   —  <;(X[^+1)         ^^^^  _    ^ft  +  !^) 

~      X  —  n     '  ''  —  P        '  '■  —  1^ 

Pour  faire  disparaître  la  forme  imaginaire  des  coefficients,  nous  observerons  que 

(•(1  —  Xp3)(l+>?e)  ,  _,Y(X—  pSlfiJLH-psI 

a  ^1)   =    ;r r >      rt  —  ^  — » 

p(X  —  il)  ?(>-  —  i-t) 

—  (1— Xp£)([X-^?£)  „  (l+XpE)(,a— pj) 

?(>■— ri)                                                     ?(^— P) 
—  ,:(l-HXpç)(,jL-hpe)         ,„        ,         i(l— Xp^Xti-ps) 
b   -{-  C    ^ -i r )       "   —  C 


p().-|^)  '  ?(>--!^i 

et  nous  substituerons  aux  paramètres     >.,  ;^,  p  de  nouveaux  paramètres      /,  m,  n,  r,     définis    par  les 
égalités 

_2£(7  2m  _  —  2n!  _   2£r 


qui  entraînent 

m-i-til  —  iJi-t-E)'                  — in — er 

s  =  m — Ùl,      Ipt  =    n-,       (^  =   rj—,     p  =  £ — — rr—i 

ni^til            ,  ,         ;;7--Hm--i-«'''-l-r-) 

—  ()!  — E7'       ^  [m  —  aiy 
puis,  en  posant     /-  +  vi-  -+-  n-  -h  r-  =:  H, 

Ulm                         — inf  -+- iln         „                Amr 

—  4m  lu  ,         4/;'£ 


11  vient  finalement 


.  „j2  _|_  ,i2  __  ,.2  2(/??i  +  nr)  _   2(/îi  — m;-) 

6  =:  '■ 


.H  '  "  H  '  H  ' 

2('/»i  -  nr)  ,         /-  —  m-  -1-  n^  —  r-  ,        —  2£(/r  -+-  mn) 

^'=      H     '  ^    ■ ^H •  "^ n ' 

2f//)  ^mr)  __  2;(;r  — mn)  ^„  _    /'  +  m-— n-  — r- 


Il  '  H  '  il! 

Un  calcul  facile  donne     D  =  —  î. 


NUTI^  Si; H  I.KS  TiU ANGLES  CIRCONSCRITS  A  UNE  PARABOLE 
par  M.  Camille  Massing. 


On  sait  que  le  cercle  circonscrit  à  un  triangle  circonscrit  à  une  parabole  passe  par  le  foyer  et  que 
le  point  de  concours  des  hauteurs  d'un  tel  triangle  est  situé  sur  la  directrice  (Slciuer). 
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Un  triangle  quelconque  circonscrit  à  une  parabole  e?t  parfaitement  déterminé  par  un  de  ses  som- 
mets, N,  et  par  l'ordonnée  du  point  de  contact  du  coté  opposé. 

Soient  alors   a  et  2  les  coordonnées  du  point  N  et    3'    l'ordonnée  du  point  de   contact   Q    du 

côté  opposé.  Les  deux  tangentes  à  la  parabole 
issues  du  point  N  touchent  la  parabole  en  A  et  B, 
et,  comme  le  diamètre  conjugué  de  AB  passe  au 
point  N,  la  somme  des  ordonnées  de  ces  deux 
points  est  égale  à  23  ;  il  en  résulte  donc  que  si  la 
normale  en  Q  passe  au  point  de  rencontre  des 
normales  en  A  et  B,  on  a  la  relation  2S  +  i'=  0  ; 
car  on  sait  que  le  triangle  foimé  par  les  pieds  des 
trois  normales  issues  d'un  point  a  son  centre  de 
gravité  sur  l'axe  de  la  parabole.  Un  triangle  cir- 
conscrit à  la  parabole  et  qui  touche  celle-ci  en 
trois  points  où  les  normales  sont  concourantes 
est  donc  caractérisé  par  la  relation    2p-t-â'  =  0. 

Appelons  alors  a;,,  j/,  les  coordonnées  du  point 
de  rencontre  des  deux  normales  en  A  et  B  ;  nous 
aurons  à  écrire  que  la  polaire  du  point  (i,  ^j  est  une  corde  commune  à  la  parabole  et  à  l'hyperbole 
d'Apollonius  du  point  (xi,  y,),  c'est-à-dire  que  nous  considérerons  l'identité 

K'f-  —  ^ipx)  -^  ■'^y  -t-  (P  —  x,)y  —  py,  =  {XX  —  vy  -+-  >r)(°^y  —px—  pa). 
De  là,  nous  déduisons  sans  peine 


Ces  expressions  sont  d'ailleurs  fournies  par  les  formules  classiques  de  Desboves. 

Cherchons  maintenant  l'ordonnée  du  point  de  concours  des  hauteurs.  Nous  n'avons  pour  cela  qu'à 
abaisser  du  point  (a,  p)  une  perpendiculaire  sur  la  tangente  au  point  Q  d'ordonnée  i'.  Or  cette  tangente 
a  pour  équation 

^'y— /w  — pa' =  0; 
donc  la  hauteur  issue  du  point  N(a,  â)  a  pour  équation 

X—  I    _    y  — ? 


Elle  rencontre  la  directrice 


Y  = 


7/J 


-P  ?' 

au  point  d'ordonnée 

2l  -r  p  ,.  li  ?'  ■ 


ip      •  p  2 

Cette  formule  nous  montre  que  l'on  n'a    Y  =  &    que  dans  les  deux  cas  évidents  où    i'  =  0    ou 

bien    a  =  — —  •     Dans  le  premier  cas,  le  coté  opposé  au  point  N  est  formé  par  la  tangente  au  sommet 

de  la  parabole  et  la  hauteur  issue  du  point  N  est  parallèle  à  l'axe  ;  dans  le  second  cas,  le  point  N  est 

situé  sur  la  directrice,  le  triangle  a  un  angle  droit  en  ce  point,  qui  est  lui-même  le  point  de  concours 

des  hauteurs. 

aS'  2a3 

Si     ^'  +  23  =  0,     alors    ^  =  -^—  — ;     Y  est  donc  égal  à  y,  et  1  on  a  ce  joli  théorème: 

V  V 

Lorsqu'un  triangle  circonscrit  à  une  parabole  est  formé  par  les  tangentes  aux  pieds  des  trois  normales 

issues  d'un  point,  le  point  de  rencontre  des  hauteurs  de  ce  triangle  et  le  point  de  concours  des  normales  sont 

sur  un  même  diamètre  de  la  parabole. 


^ 
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ÉCOLE  NATIONALE  SUPÉRIEURE  DES  MINES  (Concours  de    190i.) 


Géométrie  analytique. 

1350-  —  On  donne  un  triangle  rectangle  et  isocèle  OAB  dont  l'angle  droit  est  en  0.  On  considère 
iine  conique  variable  G  circonscrite  à  ce  triangle  et  telle  que  sa  normale  en  A,  que  sa  normale  en  B  et  sa 
tangente  en  0  soient  concourantes. 

{"  Trouver  et  construire  le  lieu  du  point  de  concours  des  normales  en  A  et  en  B.  —  2°  Vérifier  que  le 
lieu  du  pôle  de  la  droite  AB  par  rapport  à  laconique  C  est  le  même  que  le  précédent  et  en  déduire  une 
propriété  géométrique  de  celui-ci. 

Prenons  pour  axe  Or  la  perpendiculaire  OC  abaissée  du  point  0  sur  AB  et  pour  axe  Oy  la  paral- 
lèle à  la  droite  AH  menée  par  le 
point   0. 

Posons  OC  =  n  ;  les  coordonnées 
des  points  A  et  B  sont  alors  respecti- 
vement (a,  a)  et  (a,  —  a). 

Les  droites  OA,  OB  et  AB  ont  res- 
pectivement pour  équations 

x^y  =  0,  X  -I-  )/  =  0, 

X  ~  a  z=  0. 
L'équation    générale    des    coniques 
circonscrites  au  triangle  OAB  est 

(C)  x-  —  y-'+'ix  —  a)(kT -i- [ly)  —  0, 
À  et  a  désignant  deux  paramètres  va- 
riables. 

La  tangente  à  l'origine  à  la  conique 
C  a  pour  équation 

(1)  Xa;-t-iJiy  =  0; 

celles  des  normales  en  A  et  R  sont 
(2)  2{x  _  a)  -h  (X  -h  H+  2)(;/  -  a)  =  0, 

(3)  2{x-a)-{X_^  +  2)(y  +  a)  =  0. 
Éliminons  x  et  ;/  entre  ces  trois  relations,  nous  obtenons 

(4)  ).().  -f-  ;^  -h  2)(X  -  ,jL  4-  2)  —  2a(X  —  IX  +  ->)  -H  2(X  -+-  ii)(l  +  2)  =  0. 

C'est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  trois  droites  précédentes  concourent  en  un 
même  point  M  ;  le  lieu  de  ce  point  s'obtient  d'ailleurs  aisément  on  éliminant  X  et  jji  entre  les  trois 
érjuations  (1),  (2)  et  (3). 

On  trouve  ainsi 

,^..  ,        aa;(2n  —  .t) 


C'est  l'équation  d'une  courbe  du  troisième  degré  symétrique  par  rapport  à  rax(î  des  ,r,  tangente  à 
l'ori5ine  à  l'axe  des  y  et  admettant  comme  asymptote  la  droite     2.i-  —  o  =  0. 

La  courbe  se  compose  de   deux   liraneiies  :  la  première    s'étend    du    côté  des    .r     nt'gatifs,    et   est 
asymptote  à  la  parabole 

'n/-  -t-  -2ax  -  3n-  =  0  ; 

la  seconde   est  comprise  entre    l'asymptote     2.r  —  a  =;  0    et   la  droite     x  —  2rt  =  0     ,'i   laquelle    elle 
est  tangente  au  point  de  l'axe  des  ,r  ayant  pour  abscisse  2a.  Cette  branche  passe  par  les  points  A  et  B. 
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2°  La  polaire  d'uti  point  N(a,  ^)  par  rapport  à  la  conique  C  a  pour  équation 

ar[2i  -+-  Xa  -h  u^  +  /.(a  —  aV  H-  y'ji{a  —  a)  —  li]  —  a(),a  -(-  [iflj  =  0. 
Pour  que  le  point  N  soit  le  pôle  de  la  droite  AB,  il  faut  que 
(6)  2a -i-À(a-a)  =  0, 

(7;  jx(a  — a)  — 23==0. 

Le  lieu  du  point  N  s'obtiendra  donc  en  éliminant  >  et  ;ji  entre  les  équations  (4),  (6)  et  (7). 

On  trouve  ainsi 

,        fla(2a  —  i) 
P'  =        2a— a      ' 
ce  qui  prouve  que  les  lieux  décrits  par  les  points  M  et  N  coïncident. 

Le  quadrilatère  ABMN  est  in=criptible  dans  un  cercle  de  centre  <j>  situé  sur  Ox  ;  les  points  M  et  N 
sont  diamétralement  opposés  sur  ce  cercle;  il  en  est  de  même  des  points  M'  et  K'  respectivement  symé- 
triques des  précédents  par  rapport  à  Ox  et  qui  appartiennent  aussi  à  l'intersection  du  cercle  w  et  de  la 
courbe. 

La  propriété  géométrique  demandée  résulte  de  la  remarque  que  nous  venons  de  faire,  et  peut  s'é- 
noncer ainsi  :  si  l'on  joint  un  point  de  la  courbe  aux  deux  points  A  et  B  et  qu'en  ces  points  on  élève  des 
perpendiculaires  aux  droites  ainsi  obtenues,  ces  deux  perpendiculaires  se  coupent  en  un  point  qui 
appartient  aussi  à  la  courbe. 

Autrement  :  Tout  cercle  passant  aux  points  A  et  B  coupe  la  courbe  en  quatre  nouveaux  points  .M, 
M',  N,  N'  qui  sont  les  sommets  d'un  rectangle  dont  les  cùtés  sont  parallèles  aux  axes. 

BKOS,  à  .\lbi. 

Bonnes  solutions  :  MM.  G.  Péussieb,  à  Toulouse  ;  M.  Lalrence  ;  Parrod;  G.  Foicry,  à  Roanne. 


Mécanique. 

1351.  —  Un  point  parcourt  une  ellipse  avec  une  accélération  totale  parallèle  au  petit  axe. 
Calculer  la  grandeur  de  celte  accélération  en  fonction  de  la  distance  nu  grand  axe,  connaissant  la 
vitesse  V  que  possède  le  point  à  son  passage  à  l'extrémité  du  petit  axe. 

X-         y'  rf-j 

Soit ]-— 1  =  0      l'équation  de  l'ellipse.  Les   données  de  1  énoncé  sont     — ; —  =  0      et 

a-         h'  ^  ^  dl- 

—7—  =  —  V.    pour    T  =  0.     y  =  h.     11  en  résulte  donc  que    —7—    est  constant  et  égal  à     — v;     le 

point  mobile  ne  pourra  d'ailleurs  parcourir  ainsi  que  la  moitié  de  l'ellipse,  du  sommet  de  droite  au 

dx 
sommet  de  gauche.  Si  l'on  avait  pris     — ;—  =  v.     cette  même  moitié  ou  l'autre,  suivant  le  sommet  du 

at 

petit  axe  que  Ion  suppose  atteint,  eût  été  parcourue  du  sommet  de  gauche  vers  le  sommet  de  droite; 

encore  faut-il  exclure  les  sommets  eux-mêmes,  ou  mieux  deux  petits  arcs  d'ellipse  se  terminant  en  ces 

points,  car  en  ces  points  eux-mêmes  la  vitesse  totale  devrait  être  inlinic. 

Cela  posé,  différentions  l'équation  de  l'ellipse  par  rapporta  t.  nous  aurons 

±_^.JL  EL  -  () 
a*    dt        6»    dt 

du         b-x 
puis.  _2-=  i,. 

dt  a'y 


Différentions  une  seconde  fois,  nous  aurons 
â^  ~Tt 


l   /dxy       y    d'y         i  /  dyy_ 
a^-\dt  I         ftï    dt-        b'\dt  .1 
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et  comme  nous  connaissons    -; — ,    — —    et    — ;— .    le  calcul  s'achève  sans  aucune  difficulté  et  donne, 
dl-        dt  dt 

en  tenant  compte  de  Téqualion  de  l'ellipse, 

d^!/  6'y- 

dt-  a'-ij'^ 

Tel  est  le  résultat  demandé. 

AMBLARD,  conducteur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  lUiines  (Cantal). 

Solutions  semblables  :  MM.  Bnos,  k  .\lbi  ;  Parrod  ;  M.  Laurence  ;  G.  Foucrï,  h  Roanne. 

♦ 

ÉCOLE  NÂTIO.NALE  DES  PONTS  ET  CHAUSSÉES  (Cours  spéciaux.) 
Concours  de  1904. 


1353.  —  Trouver  l'équation  d'une  courbe  C  telle  que  sa  normale  MN  reste  à  une  distance  constante 
PQ  (ou  a)  du  pied  P  de  son  ordonnée. 

Effectuer  In  rectification  de  celte  courbe. 

Prenons  la  base  donnée  OX  pour  axe  des  x,  un  point  quelconque  de  cette  droite  pour  origine  et 
une  perpendiculaire  à  celte  droite  pour  axe  des  ly  ;  désignons  en  outre  par  x  et 
y  les  coordonnées  du  point  M  et  regardons  x  comme  variable   indépendante, 
,  y  comme  fonction  de  x.  La  normale  au  point  M  aura  pour  équation 

\q  \-x  +  y\Y-y)  =  Ù 

9^\  uy' 

N n-     et  la  distance  du  pied    P(a;,  0)  de  l'ordonnée  à   cette  droite  sera 

"  *^         \n     ■  ^  v/l-t-?/'- 

L'équalion  différentielle  à  laquelle  1'*/  de  la  courbe  satisfait    est  donc,   dans  le 
système   d'axes   choisi, 

yy' 

,  =  a. 

\fi^y" 

Nous  en  déduisons  îy'^(!/^  —  «^)  =  «' 

ou  y'^y'  —  «^  =  a: 

par  conséquent 

a{x  —  Xa)  =  1  'Jy'^  —  a-dy, 

en  désignant  par  x^  une  constante  arbitraire  et  par    j  ^y-  —  a- dy    une  des  intégrales  indéfinies  de  la 
différentielle     \/y*  —  a'dy.    Soit  J  cette  intégrale  ;  en  intégrant  par  parties,  nous  avons 

1       /-. — ^'     C-i^ï—. 
J  ^y-  —  a' 

Ajoutons  et  retranchons  —a-  sous  le  signe  /  au  niiinérateur,  celte  intégrale  deviendra 


[lant  celle 
2J  =  y^y'  —  (1*  —  rtMj 


Celle  dornii^ro  intégrale  est  connue,  et,  en  prenant  celle  qui  s'annule  pour    ;/  =  a,     nous  avons 

;/  +  s/y-  —  «• 
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L'équation  de  la  courbe  est  donc 


(i) 


2a{x  —  a;,,)  =  y>Jy-  —  a*  —  '(-L 


y  -f-  v/y-  _  a- 


Portons  les  axes  au  point  do,  0);  cette  équation  deviendra 


2ax  =  yi/y^  —  a-  —  a'L 


y- 


Mais,  pour  étudier  la  courbe,  il  vaut  mieux  exprimer  .;•  et  y  en  fonction  d'un  paramètre  ;  à  cet  effet, 
nous  poserons  


=  ', 


ce  qui  nous  donnera 


■  \'y- 


Nous  aurons  alors  immédiatement 

y—  v/</-  —  a^  = 


et  par  suite, 


{e' 


—  acht  : 


de  même 
et 


(2) 


)/y- —  a-  =  asht. 
2ax  =  a^ch/sli(  —  aH. 
Les  équations  paramétriques  de  la  courbe  indiquée  sont  donc  finalement 

x  =  ^  (sh2<  —  20, 
;/  =  acht. 

Si  on  change     l  en   -  t,     x    change  de  signe,    y    ne  change  pas  ;  la  courbe  est  donc  symétrique 
par  rapport  à    Oy,    et  en  tenant  compte  de  cette  symétrie,  il  suffit  de  faire  varier    t  de  0  à   +x  . 
Nous  voyons  de  suite  que  pour     /  =  0,     j  =  0    et    y  —  a;    puis,  que  t  croissant  jusqu'à  l'infini, 

.r  et  y  croissent  aussi  jusqiià  rinliiii.  Au  surplus,  le  rapport    —    a  pour  limite  0   pour  t  infini,  la 

branche  infinie  est  une  branche  parabolique  dans 
la  direction  Ox.  D'autre  part,  le  coetïicient  angu- 

lain^  de  la  tangente,     .ut  =  -i^,    a  pour  valeur 


2sh/ 


shi 


l 

sh/ 


ch2/— 1 
il  décroît  de  -h  oo  à  0,  quand  t  augmente  de  0 
a  -i-x  ;  la  concavité  de  la  branche  envisagée  est 
toujours  tournée  vers  les  y  négatifs  et  la  forme  de 
cette  branche  résulte  sans  aucune  ambiguïté  de  la 
discussion  rapide  que  nous  venons  de  faire. 

Soit  AB    cette  branche  et    M    un  de  ses  points. 
Orientons  la  courbe  dans  le  sens  des  l  croissants 
et  calculons  l'arc  AM  :  nous  avons    cls  =  £»/l  -i-  y'dx,     et,  comme  ds  et  dx  sont  positifs  en  même 


temps  que  dt,    e  =  -+-  I, 


ds_ 
dx 


—  >J\  -i-y'--     Or,  d'après  l'équation  difTérentielle  de  la  courbe, 
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si  nous  supposons,  comme  nous  l'avons  fait  d'ailleurs  implicitement  dans  tout  ce  qui  précède,     a  >  0, 
nous  voyons  que     ï  =  +1,     car  y  et  y'  sont  aussi  positifs  ;  donc  finalement 

ds  =  -^-^  et  s  =  -^  -t-  c^«. 

D'après  le  choix  fait  pourl'origine  des  axes,  s  est  nul  pour    y  —  a,     la  constante  a  donc  pour  valeur 

,    et  nous  avons  enfin 

2' 

arc  AM  =  s  =  — iii'  —  a^)  =  —  sh''. 

2a  ^^  '         2 

Ceci  nous  montre  qu'on  peut  encore  exprimer  s  en  fonction  de  j^,     s  =  -;; — ^■ 

Le  lecteur  pourra  comme  application  numérique  calculer  la  valeur  de  «  qui  correspond  au  point  M 

pour  lequel      tji  =  tg  IC'. 

BROS,  à  Albi,  et  PARROD. 

Bonnes  solutions  :   MM.  Amblabii,  conducteur   des  Ponts  et  Chaussées  à  Ruines  ;   M.  Laobenck  ;  ("■.   Fodcrt,  à  Roanne  : 
Magbon,  h  Nancy  :  Fbiz*c. 
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4  354.  —  Délerminer  un  poli/nome  du  Iroisièine  degré  (juipassr  par  un  minimum  pour     x  =  1,     par 
un  maximum  pour     a;  =  2.     Il  y  a  une  infinité  de  solutions. 

Montrer  que  les  trois  racines  de  ces  polynômes  sont  fixées  quand  on  connaît  l'une  d'elles, 
déterminer  l'un  d'euxpar  la  condition  qu'il  s'annule  pour     x  =  A     et  qu'il  soit  égal  à  Wpour     1  =  2. 
Etudier  les  variations  de  ce  polynôme. 

Soit   y    ce  polynôme  du   troisième  degré;  sa  dérivée   y'  s'annule  pour     a- =  1     et     j' =  2  ;     de 
plus,  elle  est  négative  avant  la  valeur  1  et  positive  entre  1  et  2  ,  elle  est  donc  visiblement  de  la  forme 

y'  =  6A(a;  — l)(a;  — 2), 
A  étant  une  constante  négative. 

Par  conséquent,  le  polynôme  cherché  est  une  des  primitives  de  y', 
y  =  A(2a;'  —  9.r=  -+-  12x)  -i-  B, 
B  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire.  II  y  a  donc  une  double  infinité  de  polynômes  y. 

Soient  x,,  r.,,  x.  les  trois  racines  de  ce  polynôme;  nous  avons  entre  x„  x,   et  Xj  les  deux  relations 

9 

X,+X.-lrOC3  =  -^, 
.TlT.j+Xi.TaH-  XiX3  =  6  ; 

ces  relations  sont  indépendantes  de  A  et  B  et  nous  montrent  que  si  l'on  se  donne  l'une  des  racines 
X,.  les  deux  autres  racines  x,  et  x,  sont  parfaitement  déterminées  :  ce  sont  les  racines  de  l'équation  du 
second  degré 

x=  -  d  -  x.y  4-  6-  -^  +  .t;  =  0. 

Hn  supposant  X;,  réelle,  les  deux  racines  de  cotte  équation  sont  réelles  ou  imaginaires  conjuguées, 

B 

et  l'on  a  le  l'as  (]iii  correspond  à  la  réalité  du  rapport    —  • 

Voyons  ce  qu'il  faut  pcMir  que  x,  et  xi  soient  réelles  aussi  :  il  faut  que  l'on  ait 


't  \=  9x1  \ 
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ou 

ou  enfin 

Cette  condition  revient  à 


lo 
—  3*3  -h  9x3 77  >  0. 

-ij;!  — 12x3-1-3  <  0. 

*('.-4-)(--l-)<'>. 


et  nous  voyons  que  x^  doit  rlie  compris  entre    —    et    — - 

Dans   les  hypothèses  de  l'énoncé,  les  deux  constantes  A  et  B  sont  liées 
par  les  relations 

32A  +  B  =  0, 
4A-^B  =28; 
les  valeurs  de  A  et  B  sont  donc    A  =  —  1     et     B  =  32. 
Le  polynôme  cherché  est  finalement 

>l  =  —  !2x^  -1-  Qx-  —  1 2ar  -H  32, 

et,  comme  il  a  une  racine  réelle  supérieure  à    —,    nous  sommes    siirs  que 

les  deux  autres  sont  imaginaires. 

Les  variations  du  polynôme  ainsi    déterminé  résultent  immédiatement 

des    conditions    imposées. 

BROS,  àAlbi. 

Remarque  de  M.  Mngron.  —  La  courbe  représentative  du  polynôme  admet  pour  point  d'inflexion  le 

point    (  — ,    27,  5  )    et  ce  point  est  centre  de  la  courbe,  comme  il  est  facile  de  s'en  assurer  tn  portant 

les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes  en  ce  point.  Cette  remarque  s'applique  à  toute  courbe  de  la  forme 
y  =  f[x),    f{x)  désignant  un  polynôme  du  troisième  degré. 

Bonnes  solutions:    MM.   Laorence  ;  G.  Pélissibb,  à  Toulouse;    W.  Mërigot  ;   Gérard,  lycée  Janson  ;   Magron,  à   .Nancy; 
CortT  ;  FoucRY  ;  Fbiz/ic  ;  H.  Janois,  à  Nantes. 
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1355.  —Enveloppe  des  coniques  qui  passent  par  tmis  points  fixes  A,  B,  G,  et  qui  sont  semblables  à 
une  conique  donnée. 

Soit  V  l'angle  constant  des  asymptotes  d'une  de  ces  coniques  S.  Transformons  S  par  inversion 
par  rapport  au  triangle  ABC  :  S  se  transforme  dans  une  droite  A,  et  la  droite  de  l'infini  dans  le 
cercle  (0)  circonscrit  au  triangle  .\BC. 

Les  deux  points  à  l'infini  de  S  décrivent  deux  divisions  homographiques  dont  les  points  doubles 
sont  les  points  cycliques  I  et  J.  Ces  points  s'échangent  l'un  dans  l'autre  dans  la  transformation.  Donc 
A  coupe  le  cercle  (0)  en  deux  points  qui  se  correspondent  homograpbiquement,  les  deux  points  doubles 
étant  I  et  .1.  Donc  a  enveloppe  une  circonférence  (0')  concentrique  à  (0  . 

L'enveloppe  cherchée  est  l'inverse  de  (0')  :  c'est  donc  une  quartique  qui  admet  pour  points  doubles 
les  trois  points  A,  B.  G. 

De  plus,  (0')  touche  en  I,  J   les  droites  isotropes  issues  du  centre   O  de  [0'  .    Donc  l'enveloppo 
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passe  en  I  et  J  et  touche  en  ces  points  les  droites  isotropes  issues  du  transformé  de  0,  qui  est  l'ortho- 
centre  H  du  triangle  ABC. 

Cas  particulier.  —  Si  l'angle  V  est  droit,  l'homographie  ci-dessus  devient  une  involution.  A  passe 
par  un  point  fixe  qui  est  le  centre  0.  Donc  S  passe  par  H  :  c'est  le  cas  oîi  S  est  une  hyperbole  équi- 

latère. 

L.  BIGKART. 
Bonnes  solutions  :  MM.  Laurence  :  Parbod. 
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1346.  —  On  considrre  le  quadrilatf're  formé  par  les  tangentes  menées  de  deux  points  M,  et  M;  à  une 
ellipse.  Chercher  dans  quelles  conditions  ce  quadrilatère  est  à  la  fois  inscrit  dans  un  cercle  (C)  et  circonscrit 
n  un  cercle  (C).  Montrer  que  si  Von  se  donne  M,,  il  y  a  quatre  points  correspondants  M2.  Dans  quelle 
région  du  plan  doit  se  trouver  te  point  Mi  pour  que  les  quatre  points  Mf>  soient  réels  ? 

L'équation  de  l'ensemble  des  tangentes,  menées  du  point  M,  (x,,  ;/,)  à  l'ellipse,  étant 
T,  ^  [yl  —  b-)x'-  —  ixiyixi/  -+-  [x-  —  a-]ij-  -h  ■  ■  =0, 
nous    exprimerons  que  le  quadrilatère  est  inscriptible  en  écrivant  que  la  conique     Ti+XT?  =  0     est 
un  cercle  : 

i    xj  —  ;/;  —  c'-h  /.{xl  —  yl  —  '■-)  =  0, 

}  x,i/i  H-  Ix^yi  =  0. 

On  voit  que  M,  étant  donné,  le  point  Mi  doit  se  trouver  sur  la  conique  dont  on  obtient  l'équation  en 

éliminant  ).  et  remplaçant  x;,  y,  par  les  coordonnées  courantes, 

,                                                   /            x:  —  yi  —  c^  \ 
a.-_  ,/-  _  /,xy  __  c^-  :^o,  (    k=  j^^ )  • 

C'est  l'hyperbole  équilatère  (H)  passant  en  Mi  et  aux  quatre  foyers  de  l'ellipse. 

On  sait  d'autre  part  que  pour  que  le  quadrilatèresoit  circonscriptible,  il  faut  et  ilsulîit(iue  Mo  soit  sur 
une  des  deux  coniques  homol'ocales  à  l'ellipse  et  passant  en  M, 

A         B 
avec 

l    A  — li  =  c- 

(»)  -l'î      ?/r      . 

(T^"-b-=*' 

Les  points  M.  sont  les  points  d'intersection  de  (H)  avec  (E,)  (ellipse  homofocale),  et  de  (11)  avec  (H,) 
(hyperbole  homofocale).  En  écartant  le  point  Mi.  ces  courbes  se  coupent  en  M',,  symétrique  de  M,  par 
rapport  au  centre  de  l'ellipse,  et  en  quatre  autres  points. 

La  solution  M;  est  étrangère.  Des  égalités  x,  =  —  x,,  y.,  —  —  ;/,,  on  conclut  X  =  — 1,  et 
l'équation    T,  +  XT,  =  0      ne  représente  plus  un  véritable  cercle,  mais  une  droite. 

Cherchons  maintenant  les  conditions  de  réalité  des  quatre  points. 

L'une  des  cordes  communes  à  (H)  et  à  l'une  des  coniques  (E,),  (H,)  est  la  droite  M, M,.  L'autre  se 
trouve  aisément. 

Si  on  élimine,  en  ciïet,  la  variable  d'homogénéité  entre  les  équations  des  deux  courbes,  on  a 
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ou    comme 


B 
B  A 


-B-^ 


y- -h  kxij  —  0, 


qui  doit  être  identique  à 
On  a  donc 


(j/ii  —  x,y)(itx  +  vij)  =  0. 

_E_  A_ 

Ai/i  '  Bx, 

La  deuxième  corde  commune  a  dès  lors  pour  équation     B^r,x  -f-  A^'/iy  =  0. 

Les  points  d"intersection  de  cette  droite  avec  (E,)  (ellipse)  sont  toujours  réels.  Les  points  d'intersec- 
tion avec  l'hyperbole  (H,)  peuvent  être  réels  ou  imaginaires.  Ils  sont  réels  si  le  coefficient  angulaire  de 
la  corde  est,  en  valeur  absolue,  inférieur  a  celui  des  asymptotes  de  l'hyperbole 


B 


A'vr 


A 


m     (positif), 


ou,  en  posant 

(2)  y'I  >  mVj. 

Or,  en  formant  une  combinaison  homogène  en  A,  B  des  équations  (1),  et  remplaçant  A  et  B  res- 
pectivement par     1, —  m,     il  vient 

OT-Xf  ■+■  jnKi  —  1/f  =  0, 
avec  la  notation  x^  —  yj  —  c^  =  K,. 

Si  l'on  porte  la  valeur  de  wi,  tirée  de  cette  équation,  dans  l'inégalité  (2),  il  vient,  après  élévation  au 
carré  et  suppression  des  termes  semblables, 

KJ  -+-  4x,-î/iK|  +  c-x-,y\  >  0. 

La  courbe  séparatrice,  K(K-  +4x-i/-)  -t-  c-x'-y-  =0,  est  une  courbe  du  sixième  ordre  ayant  pour  axes 
de  symétrie  les  axes  de  l'ellipse,  pour  points  doubles  les  points  cycliques  et  les  quatre  foyers  de 
l'ellipse.  La  forme  de  l'équation  montre  qu'elle  est  tout  entière  dans  la  région  négative  de  l'hyperbole 
K  ==0. 

On  peut  discuter,  d'ailleurs,  en  résolvant  par  rapport  à  a-  et  y-  les  équations 

y-  —  vi^x-  =  0,  (y- —  mx'-){ï  -t-  m)  -+-  c-m  =  0  ; 

ce  calcul  donne 


(i-t-m)-(l  — m) 
dx-  c-(3m  — 1) 


dm         (l-+-w)\l— m)2 


•'         (l+m)-(;i  — m) 
dy-  c\3  —  m)m- 

dm 


(l-f-m)'(l— m)= 


d'où  le  tableau  suivant: 


dx- 
dm 

y- 

dm 


0 

1 

3 

1 

c' 

décroit 

27c- 
32 

croit 

oc 

- 

0 

-1- 

0 

0 

croit 

"32 

croit 

00 

0 

-t- 

- 

0 

\\.     \ 

y 

/    /// 

\  '\ 

/    / 

\  \. 

%    \. 

/ 

'// 

w     ^• 

/ 

' 

\\     \. 

/ 

' 

l]\       ^■ 

/ 

'il 

V             \ 

/ 

1  \i 

fA  I                  > 

\ 

i  r  F 

///                 /■ 

\ 

'7      -^ 

\ 
■\ 

//       / 

//      / 

■^    \ 

//     / 

\     \n 
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La  réalité  de  x  et  ?/  exige  que  m  soit  compris  entre  Û  et  1. 

Pour      OT  =  1,      on  a  lim.   A-  =  1,     etlim.    v — x- = 

Les  bissectrices  des  axes  sont  donc  asymptotes. 
D'ailleurs 

2       3c-         c-  (m  —  1')- 

est  toujours    >0;    de  sorte  que  la  courbe  est  dans  la  région  positive  de  l'iiyperbole   x-  —  y-  —  - —  =0. 

4 
Les  foyers  de  l'ellipse  sont  des  rebroussements. 

La  courbe  partage  le  plan  en  deux  régions. 

Dans  la  région  qui  contient  l'origine,  le  premier  membre  de  l'équation  de  la  courbe  est  ■<  0 
(pour    X  =  0,  y  =  0,    il  se  réduit  à     —  c*). 

Si  le  point  Mi  est  dans  cette  région,  les  deux  points  d'intersection  des  hyperboles  (H)  et  (Hi)  sont 
réels. 

On  peut  remarquer  que  Mi  étant  donné,  les  quatre  points  M2  sont  les  mêmes  pour  toutes  les  coni- 
ques homofocales  à  l'ellipse  donnée. 

VASNIER. 
Bonnes  solutions  :  MM.  Boutaist  ;  M.  Laurence. 


1362.  —  iJe  chaque  point  M  de  la  conique 

X-        y- 
a-         y 
on  ahaisse  sur  les  axes  les  perpendiculaires  MP,  .MO-   I^es  droites  telles  que   PQ  sont  normales  à  la  conique 

X-         y-  a-b^ 

Si  on  désigne  par  5  l'anomalie  excentrique  du  point  M,  l'équation  de  la  droite  PQ  est 

o  cos  o         0  sm  a 
Rien  n'est  plus  aisé  que  d'avoir  l'enveloppe  de  cette  droite  :   il  suffit  de  dériver  par  rapport  à    o  et 
d'éliminer  a  entre  la  première  équation  et  la  nouvelle.  Or,  en  dérivant  par  rapport  à    o,  sans  modifier 
la  forme  de  l'équation,  on  obtient 

X  sin  ip        y  cos  <?    _  f, 


a  cos'-  0 

6 sin*  0 

cos' 

0         sin'  0 

X 

y 

a 

h 

ces'  ç> 

sin-  œ 

X 

y           ' 

ou  enfin 

I- 

a  cos  <p  6 sine 

On  déduit  de  là  sans  peine 

et  par  suite  l'enveloppe  est 


œ"-(i)'='- 
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Nous  reconnaissons  là  de  suite  l'équation  d'une  dévfloppée  d'ellipse  rapportée  à  ses  axes. 
Pour  avoir  l'ellipse  elle-même,  nous  lui  supposerons  l'équation 


^  +  y  =  »       {-r^^-n 


Nous  savons  qu'alors  la  développée  est 

h' 


(?)*-(?)■  = 


1, 


et  l'identification  avec  l'équation  précédente  nous  donne 

a    _   ±1  J__    ±  1 

■(■2  a  Y^  /» 


Par  conséquent. 


T  =  r 


1  1  \_         7*t- 


a-b' 
nous  voyons  donc  que     y^  = —     et  que  l'on  doit  prendre  le  signe  —  dans  les  équations  précé- 

dentés.  Ceci  nous  donne     a  =  — — ,      (i  == »     et  I  ellipse  cherchée  est 

c-  c- 

X-         y-         a'b- 

b'^         a-  c* 

BROS,  àAlbi. 

Bonnes  solutions  :  MM.  G.   PÉLissTEn.   à  Toulouse;    Frizac;  A.  Dabmon,  à  Alger;  Parbod  ;  E.-N,  Babisies  ;   M.    Laurknce  ; 
J.  ÏEnNADX,  à  Mons;  G.  Ootty.  à  Dijon  ;  H.  .Ianois,  à  Nantes. 

Solution  géométrique.  —  En  regardant  l'ellipse  comme  la  projection  orthogonale  du  cercle 
.v^-\-y-  —  «2  —  0  décrit  sur  le  grand  axe  comme  diamètre,  nous  voyons  que  le  point  M  correspond  au 
point  M'  (a  cos  tp,  a  sin  o)  et  que  la  droite  PQ  correspond  h  la  droite  PQ'  dont  les  segments  à  l'origine  sont 
a  cos  tp,  a  sin  o.  Or  celle-ci  est  une  droite  de  longueur  conslante  dont  les  extrémités  glissent  sur  deux  droites 
rectangulaires  ;  elle  enveloppe  donc  une  hypocycloïde  à  quatre  rebroussements  dont  l'équation  est 

"3'  ,        ï         T 

X     -{-y     :=   a     . 
Par  suite,  la  droite  PQ  enveloppe  la  projection  orthogonale  de  celle-ci,  qui  s'en  déduit  par  le  changement 

de  y  en  —  y,  et  l'on  sait  qu'une  projection  orthogonale  d'hyporycloïde  à  quatre  rebroussements  est  une  déve- 
loppée d'ellipse. 

C.  JOLRDAN  et  PARROD. 


CONCOURS  DE  i90.^  (Sui/p.) 


ECOLE  NATIONALE  SUPÉRIEURE  DES  MINES 

Mathématiques. 

GÉOMÉTniE  analytique. 
1430. —  Soient  deux  axes  rectangulaires,  Oa;  et  Oy;  on  considère  une  parabole  P,  de  paramètre  donné  p, 
qui  se  déplace  de  manière  que  son  foyer  reste  sur  l'axe  des   y   et  que  la  corde  interceptée  par  elle  sur  cet  axe 
ail  pour  milieu  l'origine  0. 

1°  Trouver  et  construire  le  lieu  du  sommet  de  la  parabole  P. 

P  .,  P 


2°  Calculer  l'aire  comprise  entre  ce  lieu  et  les  deux  parallèles  à  Oi/  dont  les  abscisses  sont  -j-  et 
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MÉCANIQUE. 

I.  —  1431.  On  considère  un  champ  de  forces  défini  par  les  équations 
X  =  (/-,  V  =  :.-•,  l  =  xy. 

(X,  Y,  Z  désignant  les  composantes  de  la  force    F    appliquée  au  point  dont  les   coordonnées   rectangulaires 
sont  X.  y,  z.) 

On  demande  : 

1°  Les  équations  des  lignes  de  force: 

2°  L'équation  différentielle  des  surfaces  de  niveau  ; 

3»  Les  positions  d'équilibre  d'un  point  assujetti  à  demeurer,  sans  frottement,  sur  la  droite 
X  ^=  a:  -\-p,  y  :=  a:  —  p. 

(a  et  p  étant  des  constantes),  et  sollicité  par  la  force  F. 

IL  —  1432.  Un  point  M  se  meut  dans  un  plan  de  telle  façon  que  sa  distance  à  un  point  fixe  0  du  plan 
croisse  proportionnellement  au  temps  et  que  le  rayon  vecteur  OM  tourne  autour  de  0  avec  une  vitesse 
constante. 

Trouver  en  fonction  du  temps  la  vitesse  v  et  l'accélération  j  du  mouvement  du  point  M.  Exprimer  en 
outre  j  en  fonction  de   v. 

I.  —  1433.  Un  rayon  lumineux  linéaire,  situé  dans  un  plan  horizontal,  vient  frapper  un  écran  vertical 
perpendiculaire  à  sa  direction.  Sur  le  trajet  du  rayon  et  à  1  mètre  de  distance  de  l'écran,  on  place  un  petit 
prisme  de  verre  dont  les  arêtes  sont  verticales  et  dont  la  section  droite  est  un  triangle  équilatéral.  Le  point 
lumineux  se  déplace,  sur  l'écran,  d'un  intervalle  qui  dépend  de  la  déviation  subie  par  le  rayon. 

Si  on  fait  tourner  le  prisme  avec  une  vitesse  uniforme  d'un  tour  par  seconde,  autour  d'un  axe  vertical 
passant  à  égale  distance  de  ses  trois  arêtes;  si  en  même  temps  on  imprime  à  l'écran  un  mouvement  de 
translation  verticale  avec  une  vitesse  d'un  mètre  par  seconde,  le  point  lumineux  va  décrire  sur  l'écran  une 
courbe  qui  représentera  les  variations  de  la  déviation  en  fonction  du  temps  ou  de  l'angle  de  rotation  décrit  par 
le  prisme. 

L'indice  du  verre  étant  supposé  égal  à  \/2,  on  demande  : 

i"  De  calculer  les  limites  entre  lesquelles  variera  la  déviation,  et  les  valeurs  de  la  déviation  qui  correspon- 
dront k  une  discontinuité  de  la  courbe. 

2°  De  discuter  la  forme  générale  de  la  courbe.  (On  n'aura  pas  àt  chercher  l'équation,  mais  seulement  à  se 
servir  des  points  correspondant  aux  valeurs  spéciales  de  la  déviation  déjà  calculées.  On  admettra  d'ailleurs  que 
vu  la  petitesse  du  prisme,  tous  les  rayons  émergents  rencontrent  sensiblement  l'axe  de  rotation.  On  ne  tiendra 
pas  compte  des  rayons  qui  pourraient  émerger  après  avoir  subi  des  réflexions  intérieures). 

3°  Supposant  la  courbe  enregistrée  par  un  procédé  photographique,  chercher  si  l'étude  de  cette  courbe 
permettrait  de  vérifier  que  les  angles  du  prisme  sont  bien  égaux,  d'en  calculer  l'indice,  ainsi  que  les  vites.ses  de 
rotation  du  prisme  et  de  translation  de  l'écran. 

II.  —  Définir  les  deux  coefficients  de  dilatation  des  gaz  et  montrer  romnient  leur  dift'érence  se  rattache  aux 
inexactitudes  de  la  loi  de  iMariottc. 
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1434.  On  donne  une  cubique  circulaire  ;i  point  double  et  l'on  envisage  toutes  les  hyperboles  (H)  ayant 
une  asymptote  parallèle  à  celle  de  la  cubique  et  une  autre  p(M[)etidiculaire  et  passant  par  le  point  double  0. 
On  demande  : 

i'  Le  lieu  des  centres  des  hyperboles  (H)  tangentes  à  la  cubi()ue. 

2»  Le  lien  des  centres  de  celles  de  ces  hyperboles  qui  coupent  la  cubique  en  deux  points  vus  île  0  sous  un 
angle  droit. 

3°  Ce  demie"  lieu  est  un  cercle  dont  on  demande  l'enveloppe  et  le  lieu  ducenlri'  ijuaml  les  tangentes  à  la 
cubique  au  point  double  varient  en  faisant  entre  elles  un  angle  constant. 

J.     11^.^0. 
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1435.  —  Intégrer  l'équation  différentielle 

x{x  —  a)  -£^  +  b^  —  {x -h  a)tf  =  0. 

Montrer  que  les  courbes  intégrales  sont  des  hyperboles,  adnaettant  une  asymptote  tixe,  et  une  autre  passant 
par  un  point  fixe.  Enveloppe  de  leurs  axes. 

G.  P. 

1436.  —  Soit  un  segment  de  droite  OP,  la  cote  de  P  étant  inférieure  à  celle  de  0.  L'n  point  matériel 
pesant  M  est  assujetti  à  se  mouvoir  sans  frottement  sur  OP. 

1»  On  suppose  le  point  matériel  M  abandonné  à  lui-même  en  0  et  le  point  P  variable  sur  une  droite  D. 
Étudier  les  variations  du  temps  employé  par  M  pour  descendre  de  0  en  P.  Montrer  que  ce  temps  est  minimum 
pour  un  point  de  D  dont  on  cherchera  le  lieu  quand  la  droite  D  passe  par  un  point  fixe  on  reste  parallèle  à  une 
direction  fixe.  * 

2°  Le  point  M  est  toujours  abandonné  à  lui-même  en  0  mais  le  point  P  décrit  un  cercle  C  .  Montrer  que 
deux  points  de  ce  cercle  sont  atteints  au  bout  du  temps  t  et  que  la  droite  les  joignant  passe  par  un  point  fixe 
quand  t  varie. 

3°  On  suppose  de  nouveau  que  le  point  P  décrive  une  droite  D  mais  que  le  point  matériel  ait  une  vitesse 
initiale  f».  Combien  de  points  de  la  droite  D  peuvent-ils  être  atteints  au  bout  du  temps  t!  —  Le  temps  t  étant 
donné,  la  droite  D  se  déplaçant  dans  un  plan  passant  par  0,  lieu  du  milieu  de  PiPj  quand  OPi  et  OPj  sont  rec- 
tangulaires. 

Th.  L. 


DEUXIEME    PARTIE 


ALGEBRE 


1360.  —  Déterminer  rin  polynôme  du  cinquième  degré  f{x)  qui  satisfasse  à  l'identité 

bfix)  =  (x  —  1  )f'(x)  H-  x ^  —  2x  -I-  3 
et  qui  soit  nul  pour     x  —  '2. 

Le  problème  proposé,  tel  qu'il  est  énoncé,  ne  présente  que  l'intérêt  d'un  calcul  numérique  et  se 
résout  immédiatement  par  la  méthode  des  coefficients  indéterminés.  On  trouve  ainsi 

—  w^'  +  •^•^*  —  2ia;' -4-  Six'  _  Hx-h  li  ■ 
20  4  o 

Plaçons-nous  à  un  autre  point  de  vue  et  désignons  par  y  une  fonction  quelconque  satisfaisant  à 

l'équation  différentielle 

5y  =  (x—  l)-/--Hx'-2xH-3, 


rfx 


dy  .5  x^  —  -2x  -+-  3 


=  0. 


dx         X  —  1  X  —  I 

Nous  chercherons  alors  la  solution  la  plus  générale  de  cette  équation  différentielle  et  nous  en 
déduirons  le  polynôme  demandé.  Or  l'équation  privée  de  son  second  membre  est 

dy  b 

-r-=  '/ 

dx         X  —  4  ■' 

dy  adx 


y        J^  — 1 

elle  donne  L  —  =  L(x—  1)', 
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puis  y=c{x  —  l)K 

Appliquons  alors,  pour  intégrer  réquation  complète,  la  méthode  de  variation  des  constantes.  Nous 
aurons 

dx  dx 

et.  en  portant  cette  valeur  dans  l'équation  proposée,  elle  deviendra 

de         a,-'  —  2a; H-  3  _ 
17  '"'        (X  -  1)0      ^  "■ 
La  fonction  inconnue  c  est  donc  fournie  par  une  intégration  de  difTérenlielle  rationnelle. 
Si  nous  posons     x  —  l=u,     la  fraction  rationnelle  envisagée  devient 

9  _^.  u -i- "Su"- -h  u^  2  1  3  1 

r =  — tH -\ T-H r; 

U  M  U'  W  U' 

nous  avons  donc  finalement 

2rfx  dx  3dx  dx 


de 


{x—if         {x—\f         (x  —  i)''         {x—lf 
puis 

2  111 


5(i_l)s  4U--1.*  (x-1)^  2(.r  — 1)- 

k  étant  une  constante  arbitraire. 

La  solution  générale  de  l'équation  différentielle  est  donc 

2         x—i  ,,,       (x-iY 

y  =  /i{x—  1)="+  —  H T \-  (X—  \y-i 

Nous  aurons  A'  en  écrivant  que  y  est  nul  pour    x  —  2, 

20 

W.  MÉRIGOT. 

Bonnes  solutions  :  MM.  G.  Pélissier,  à  Toulouse  ;  Amblaru,  à    Ruines  ;  E.-N.  Iîarisiex  :  Rros,  à  Albi  ;  G.  Cottt  :  Magron,  à 
Nancy  ;  G.  Fobcrv  ;  A.  IVANCiAiin  ;  A.  Dedid,  à  Bucarest. 


1368.  —  Soit  P„  le  polynonip  que  l'on  trouve  dans  la  n'  dérivée  de  la  fonction  e~'-,  démontrer  que 
l'équation 

a  toutes  ses  racines  réelles. 

La  fonction  z  =  e~'''  a  pour  dérivée  première  :'  =  — 'ixe~''\  pour  dérivée  seconde  ;'' =  (4.t-  —  2)e~^'; 
ces  deux  dérivées  sont  donc  de  la  forme  Pie"''  et  P»*"'',  Pi  et  Pa  étant  deux  polynômes  du  premier  et 
du  second  degré.  Nous  allons  montrer  que  :"  est  de  la  forme  :'"=«""?„,  P»  étant  un  polj'nome 
du  w  degré.  Pour  cela,  il  suffit  d'admettre  la  loi  pour  un  indice  quelconque  et  de  la  vérifier  pour  l'indice 
suivant.  Adnieltons-la  pour  l'indice  ;r:  nous  aurons     :  "'  =  e"''P„     et  alors 

j,,..,  =  e-'(_  2xP„ -(- P;,"). 
La  parenthèse  est  bien  un  polynôme  de  degré     h  -+-  1  ;     la  loi  est  donc  généralisée .   D'ailleurs  il  suf- 
fit de  regarder  la  façon  dont  le  premier  coefficient  se  modiOe  à  chaque  fois  pour  apercevoir  que  le  pre- 
mier coedicient  de   P,i  est  (—2)" 

Cela  posé,  considérons  la  fonction     i/  =  >■  ':     et   appliquons-lui    la    formule  de    Leibnilz.   Nous 
aurons 

n{n  —  i) 
1.2 


r  =  .{."-f   :" 
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r  n  n(n-l)    „  T 


-Qn. 


Il  suffit  maintenant  d'appliquer  le  théorème  de  RoUe  à  la  fonction  !/  et  à  ses  dérivées  successives 
pour  obtenir  le  théorème  énoncé  :  la  fonction  y  est  nulle  pour  x  =  —  ao  et  pour  x  =  —  x  ;  de 
même  y';  donc  y'  a  une  racine  a  autre  que  —  x>  et  +oc  .  Alors  >i"  a  une  racine  a,  comprise 
entre  —  x  et  a  et  une  6,  comprise  entre  a  et  -t-x  ;  elle  a  donc  les  quatre  racines  —  x,  a„  b, 
et  +x;  y' admet  de  même  — »  et+»  et  une  racine  a,  comprise  entre  —  »  et  a,,  une  racine 
62  comprise  entre  a  et  A,  et  enfin  une  cinquième  c,  comprise  entre  6,  et  +  w  .  Et  ainsi  de  suite  ; 
le  raisonnement  se  poursuivra  jusqu'au  polynôme  Q„,  dont  les  n  racines  sont  réelles  et  distinctes. 

C.  JOURDAN. 
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1348.—  On  donne  deux  droites  fîtes  OD  et  OD',  et,  par  un  point  fixe   A,  on  mène  une  sécante  varia- 
ble qui  rencontre  ces  deux  droites  en  B  et  en  B.    On  considère  alors  les  denv  cercles  (jui  passent  par  0 
el  qui  sont  tangents  à  la  sécante  ABB'   respectivement  en   B  et  en  B'. 
1°  Trouver  les  lieux  des  centres  de  ces  cercles. 
2°  Trouver  l'enveloppe  de  la  ligne  droite  qui  joint  leurs  centres. 
3°  Trouver  aussi  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  ces  deux  cercles. 

1.  Prenons  pour  axes  des  x  et  des  y  respectivement  les  droites  OD  et  OD'  :  désignons  par  '>  l'angle 
DOD'  et  par  x,„  j/o  les  coordonnées  du  point  A. 

Imaginons  une  sécante  quelconque  ABB'   passant  par  le  point  A, 
et  soit  a  l'abscisse  du  point  B  :   nous  allons  chercher  l'équation  du 
cercle  passant  par  les  points  0  et  B  et  tangent  en  B  à  la  droite  AB. 
Un  cercle  quelconque  passant  par  0  et  B  a  une  équation   de   la 

forme 

X-  +  ''2xy  cos  9  -4-  y-  —  ax  —  m;/  —  0  : 

la  tangente  au  point  B  a  pour  équation 

«(2x-h2j/ cosS  —  a)  —  ax  —  my  =  0 
ou 

a{x  -!-  2)/  cos  •*  —  a)  —  m;/  =  0. 

Écrivons  que  celte  tangente  passe  au  point  A,  nous  avons 

a( j-u  -I-  2i/o  cos  0  —  a)  —  my.,  =  0. 

d'oià  nous  tirons 

a{xo  -+-  2i/o  cos  fi  —  a) 

m  =  ' , 

I/o 

et,  par  suite,  l'équation  du  cercle  cherché  s'écrit 

ay(r„-l-2i/„cosO—  a)   _ 


(C)  X-  -h  2xy  cos  0  +  y- 

Son  centre  est  défini  par  les  équations 


yo 


2x  -t-  2i/  cos  f>  —  a  =0, 

flfxo-i-2vo  cosO — a) 
2x  cos  0  -(-  2v ^ =  0. 

y« 

et,  pour  avoir  le  lieu  de  ce  point,  il  suffit  d'éliminer  a  entre  ces  deux  équations. 

La  première  nous  donne     a  —  -2{x  -^  y  cos  9),    et,  en  portant  cette  valeur  dans  la  seconde,   nous 
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avons 

2(x  +  y  cos  6)'-  —  {x-hy  cos  9)(a-„  -f-  2!/„  cos  9)  -i-  yo(x  cos  9  -f-  j/l  =  0  ; 
celle  équation  représente  une  parabole  dont  Taxe  est  perpendiculaire  à  Qx. 

On  aurait  un  résultat  analogrue  pour  le  lieu  du  centre  du  cercle  (Ci  passant  par  0  et  B',  et  tangent 
en  B'  à  la  sécanle  ABB'. 

2.  Si  nouf  désignons  par  b  l'ordonnée  du  point  B  ,  l'équation  du  cercle  iy.')  se  déduit  de  celle  du 
cercle  (C)  en  remplaçant  x  par  y,  y  par  x,  x^  par  y^,  y„  par  x„  et  a  par  h.    Nous  avons  ainsi 

,„„  „      «  l'xiva  -+-  2t„  cos  9  —  b] 

(C)  a'  -H  2.T»/  cos  6  H-  )y2  —  by ^-^ " '-  =  0. 


Comme  la  droite   BB'  passe  parle  point  A,   on  a 

a  b 


a-o—  a  = f- 

0 


par  suite,  dans  l'équation  du  cercle    (C)  le  coefBcient  de  ;/  peut  s'écrire 
—  a{xo  -H  2t/o  cos  9—  a) 


=-"( 


2  cos  0  — . 


et  le  coefficient  de  .r  dans  l'équation  de  (C) 

—  b(yo  -+-  2ar„  cos  9  —  b)            ,  /„                 6  \ 
•'  ^=  — Al  2  cos 0 , 


ce  qui  nous  donne  des  formes  plus  simples  pour  les  équations  de  ces  cercles 

(C)  x^  -H  2x</  cos  'i-\-  y-  —  ax  —  a»/ 1  2  cos  0 —  )  =  Q, 

(C)  x'  -+-  2x1/  cos  a  -h  y-  —  by  —  bxf^  cos 0 -^—  G. 

Nous  allons  former  l'équation  de  la  droite  qui  joint  les  centres. 

Les  centres  <"  et  ^'  de  ces  deux  cercles  sont  définis  respectivement  par  les  systèmes  d'équations  : 

I    P  ^  2x  -t-  2y  cos  0  —  n  =  0, 

*"  )  Q  =  2xcos9-h2y  — 0^2  cos9— -^j=  0: 

,1    P'  =  2x-t-2v  cos'j— ft(2cos9 ^  )=  0, 

f  Q'  S5  2x  cos  0-i-2y  —  b  =  0. 

On   voit  aisément  que  les  deux  équations     nP  -+-  bQ  =  0,     (7p'  +  /<0'  =  0     représentent   la  même 
droite  ;  c'est  donc  la  droite  «"u'. 
Cette  droite  a  pour  équation 

aP  +  hQ  =  2o(x  -I-  y  cos  9)  -  u  2i(x  cos  0  n-  i/l  —  2rti  cos  9  =  0 
ou,  en  remplaçant  ab  par  bxo  +  ay„, 

"[^  "+■(!/  —  I/o^  cos  9]  -\- b  [y  -h  {x  —  Xo)  cos  9J  =  0. 
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On  voit  ainsi  que  la  droite   „,w'   passe  par  un  point  fixe   F    défini  par  les  équations 

^'-^{y—  î/o)  ces  0  =  0,  y-h  {x  —  xj  ces  0  =  0. 

Il  est  aisé  de  construire  ce  point.  Pour  cela,  menons  par  le  point 
A  les  parallèles  AM  et  AM'  aux  axes.  L'équation 

■J-  +  (y  —  'Jo)  cosO  =  0 

représente  la  perpendiculaire  à  Ox  menée  par  le  point  M',  et  l'équa- 
tion 

y  +  {x  —  xo)  ces  0  =  0 

représente  la  perpendiculaire  à  Oy  menée  par  le  point  M.  Le  point 
F  est  à  l'intersection  de  ces  deux  droites. 

i'  3.  Les  cercles  (G)  et  (C)  se  coupent  d'abord  au  point  0,   puis 

en  un  deuxième  point   E,    nous  allons  chercher  le  lieu  de  ce  point. 

L'équation  de  la  droite  DE  s'obtient  en  retranchant  les  équations  des  deux  cercles;   elle  s'écrit 


après  simplification 


-i=«- 


Pour  avoir  le  lieu  du  point    E,  nous  éliminerons   «  et  />    entre  cette  équaliLin,  la  suivante 

I  =  0, 


a  b 


et  l'équation  du  cercle   (Cj. 

Des  deux  premières,  nous  tirons 


x/Zo  +  yxg 

y 


x]h  +  y^o 


et,  en  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  du  cercle  (C),    nous  avons 

X-  -+-  2xi/  cos  'J  -)-  7/-  —  2(xj/„  -H  i/Xu)  cos  0  =  0; 

c'est  l'équation  d'un  cercle  passant  par  l'origine. 

Ce  résultat  est  une  conséquence  immédiate  du  précédent. 

En  effet,  la  droite  OE  rencontre  la  ligne  des  centres  oj^j'  à  angle  droit  en  un  point  I  milieu 
de  OE.  Comme  mui  passe  par  un  point  fixe  F,  le  lieu  du  point  I  est  le  cercle  de  diamètre  OF  ; 
par  suite,  le  lieu  de  E  est  homothétique  de  ce  cercle  dans  le  rapport  2,  le  centre  d'honiothétie  étant 
le  point   0. 

Assez  bonnes  solutions  par  MM.  Bros,  à  Albi  ;  G.  Fodcrv,  à  Koanne  ;  Dnallor   Lecram. 


1359.  —  Lr  sommet  A  d'un  amjb;  variable,  décrit  une  droite  U  et  ses  deux  côtés  AB  et  \C  passent 
par  deux  points  fixes  B  et  C.  Soit  M  le  point  de  rencontre  des  perpendiculaires  BM  et  C.\l  m  B  et  C  à 
AB  et  AC. 

On  demande  le  lieu  du  point  M  et  l'enveloppe  de  la  droite   \M . 

Prenons  pour  origine  le  milieu  de  BC,  pour  axe  des  x  une  parallèle  à  la  droite  D  et  pour  axe 
des  y  une  perpendiculaire.  Désignons  par  a,  b  les  coordonnées  du  point  B,  par  —  a,  —  6  celles  du 
point  C  et  représentons  la  droite  D  par     y  —  h  =0. 

Les  coordonnées  du  point  A  seront  X  et  h,  celles  du  point  M,  a  et  p.  .\lors  le  cercle  de  dia- 
mètre  AM  aura  pour  équation 

{X  —  a)(a;  -  X)  +  {y  -  ?jl.y  -  h)  =  0, 


3oa 
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et,  en  écrivant  qu'il  passe  aux  dtux  points  B  et  C,   nous  aurons  les  deux  relations 
(a  —  a)(a  -X)  -+-  (é  —  p)(6  —  h)  =  0, 
{a  -+-  a)(a  H-  X)  +  (6  -H  ?)(*  -+■  h)  =  0. 
Celles-ci,  combinées  par  addition  et  soustraction,  nous  donnent 

aX  -h  SA  -t-  a-  -(-  è-  =  0, 
et  aa  -H  è^  -i- ((À  H-  Ijh  =  t). 

Dès  lors,  il  n'y  a  plus  qu'à  éliminer  À  entre  elles  pour  avoir  l'équation  du  lieu  du  point  M  ;  nous  trou- 
vODS  ainsi 

(I)  <i[ax-\-bp)^bhyi  —  ah?'  —  a{a--hb')  =  0. 

Cette  équation  représente  une  hyperbole  passant  aux  points  B  et  C  et  ayant  une  asymptote  parallèle  à 
0;/,  l'autre,  perpendiculaire  à  la  droite  BC.  Nous  placerons  plus  tard  cette  hyperbole  d'une  faron  plus 
complète  dans  la  solution  géométrique. 

Pour  former  l'équation  de   la  droite  AM,  nous  éliminerons  x  et  i  entre  l'éciuation   d'une  droite 

joignant  ces  deux  points, 

a(î/  —  /()-+-  ^[l  —  x)  -h  hx  —  ly  =  0, 

et  les  deux  relations  tiouvées  plus  haut  enire  a  et  ^  ;  nous  aurons  ainsi 
1/  —  h  '/■  —  X  hx  —  ly 

À  h  o-  H-  i2      =  0 . 

(I  b  aX  -H  bh 

L'équation  trouvée  linalemenl, 
[aX^  -h  tbhl  —  a{a-  -t-  6*  -+-  h-)]x  -f-  [-  b'>?  -h  2aAX-  b{a^  -i-  A^  —h-)y] 

—  a)?  -  bhr-  -+-  al{a^  -+-  b-  -  h')  h-  è/i(o=  -h  b'  -  h')  =  0, 
e>t  du  troisième  degré  en  X.  Cela  prouve  que  l'enveloppe  de  AM  est  une  courbe  de  troisième  classe. 
On  aurait  d'ailleurs  aisément  les  équations  paramétriques  de  cette  enveloppe  en  prenant  la  dérivée 
par  rapport  à  X  et  résolvant  les  deux  équations  par  rapport  à  x  et  à  j/;  mais  ce  calcul  est  assez  com- 
pliqué et  ne  présente  pas  d'intérêt,  pas  plus  que  celui  qui  consiste  à  exprimer  que  l'équation  en  X  a  une 
racine  double  et  qui  donne  l'équation  cartésienne  de  l'enveloppe. 


Solution  géométrique.  —  Les  deux  faisceaux  BA  et  CA  sont  honiOi^raphique.s  ;  il  en  est  alors  de  iiiènie 

des  faisceaux  B.M  et  CM,  qui  sont  respectivement  égaux  à  ceux-ci; 
donc  le  lieu  du  point  M  est  une  conique  qui  passe  aux  points  B 
et  C.  Pour  que  le  point  M  aille  à  l'infini,  il  faut  que  l'angle  lîAO 
soit  nul,  et  ceci  arrive  dans  deux  cas  :  lorsque  A  est  ù  l'infini  sur 
(D),  car  alors  les  deux  droites  UA  et  CA  sont  parallèles  à  (D)  ;  et, 
lorsque  le  point  A  est  sur  BC,  car  alors  les  deux  droites  HA  et  CA 
sont  confondues.  Celle  conique  a  donc  deux  directions  asvrnploli- 
ques  réelles:  l'une,  perpendiculaire  à  la  droite  1»;  et  l'autre,  per- 
pendiculaire à  BC.  Cette  conique  est  uni'  livpcrbole. 

Les  quatre  points  A,  B,  C,  M  sont  sur  un   cercle  avant  pour 
(lianiétrc  .\M. 
Le  point  M  viendra  sur  la  droite  (D)  quand  ce  cercle  aura  son  centre  sur  la  droite.  Si  donc  nous  élevons 
au  milieu  de  BC  une  perpendiculaire  à  cette  droite,  elle  rencontrera  la  droite  (D)  en  un  point  0,  centre  d'un 
cercle  passant  par  B  et  C  et  qui  rencontre  la  droite  (D)  en  deux  points  appartenant  à  Ihvperbole. 

Les  cercles  du  faisceau  linéaire  déterminé  par  les  points  B  et  C  donnent  d'ailleurs  une  construction  élé- 
gante de  l'hyperbole  :  il  suffit  de  prendre  sur  l'un  d'eux  les  deux  points  dianiétralenienl  opposes  aux  points  de 
ren<'ontre  avec  la  droite  pour  avoir  deux  points  de  cette  conique.  On  a  ainsi  une  construction  par  points  com- 
mode à  appli(|iier.  Les  deux  cercles  du  faisceau  tangents  à  l'hyperbole  sont  ceux  qui  sont  tangents  à  la  droite  D. 
Il  y  a  en  outre  ceux  qui  sont  tangents  aux  points  B  et  C  et  qu'il  est  facile  de  déterminer. 

Il  est  inutile  maintenant  d'insister  davantage:  on  \oit  combien  il  serait  aisé  de  déterminer  tous  les  élé- 
ments principaux  de  cette  hyperbole,  et  par  suite  de  la  placer  exactement. 
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Il  est  moins  facile  de  placer  exactement  l'enveloppe  de  la  droite  AM.  Cependant,  on  peut  remarquer  que 
les  deux  séries  décrites  par  les  points  A  et  M  sont  reliées  homographiqiiement  ;  et,  comme  la  série  A  est  du 
premier  ordre,  la  série  M,  du  second  ordre,  on  voit  de  suite  que  le  faisceau  engendré  par  la  droite  AM  est  du 
troisième  ordre,  cest-à-dire  que  l'enveloppe  de  cette  droite  est  une  courbe  de  troisième  classe. 

En  outre,  la  droite  AM  vient  deux  fois  sur  la  droite  (H)  quand  le  point  A  coïncide  avec  l'un  des  points 
que  l'hyperbole  a  sur  cette  droite.  La  courbe  est  donc  doublement  tangente  a  la  droite  (D)  en  ces  deux  points. 
Elle  est  tangente  à  la  droite  de  l'infini,  car  lorsque  le  point  A  s'éloignea  l'infini  sur  la  droite  (D),  le  pointM  s'é- 
loigne aussi  à  l'infini  sur  la  direction  perpendiculaire  à  cette  droite.  Il  serait  facile  d'en  avoir  un  grand  nombre 
de  tangentes  particulières. 

Il  résulte  toutefois  des  remarques  déjà  faites  que  cette  enveloppe  est  une  courbe  du  quatrième  ordre  ayant 
trois  points  de  rebroussement.  C'est  une  transformée  homographique  de  l'hypocycloïde  à  trois  rebroussements. 

BHOS,  à  Albi. 
lionaes  solutions  :  MM.  G.  Cour,  à  Dijun  :   H.  Janois,  à  Nantes. 

♦ 


MECANIQUE 


1374.  —  Unpoinl  se  meut  dans  un  plan  suivant  la  loi  des  aii-es  (vitesse aréolaire  constante)  ;  on  sait  en 
outre  que  la  courbe  indicatrice  des  vitesses  {hodaffraphe)  est  circulaire.  Démontrer  que  la  trajectoire  est  une 
conique. 

Soient  r  et  0  les  coordoanées  d'un  point  M  de  la  trajectoire,  ci  et  <)i  celles  du  point  Mj  corres- 
pondant de  riiodograplie  relative  au  point  0.  La  vitesse  du  point  .Mi  est 
parallèle  k  O.M,  puisque  l'accélération  est  centrale,  et,  en  désignant  par  y 
cette  accélération,  on  a 

dsi 

D'autre  part,  l'angle  de  contingence  au  point  M,  est  rfo,  et  par  suite 
le  rayon  de  courbure  R  de  l'hodographe  au  point  .M,  est  donné  par  la 
formule 


OU,  en  remplaçant  ds^  par  -^dt,  ''  rfe  ' 

d'i  dt  ;■' 

Mais  on  a  par  hypothèse     /■-  —r-  =  C,     d  où    — ;—  =  — ;     et  par  suite 
^        -  ^  dl  '  di)  C  ^ 

Vf- 

Si  1  hodographe  est  un  cercle,  R  est  constant,  ou 

_   CR  _    k 

On  en  conclut  que  raccélération  est  inversement  proportionnelle  au  carré  du  rayon  vecteur;  et, 
par  conséquent,  la  trajectoire  est  une  conique  ayant  pour  foyer  le  point  0. 
Autres  solutions  par  MM .  Parbod  et  Cotty. 

♦' 

CONCOURS  DE  1905 


ECOLE  iNATlONALE  DES  PONTS  ET  CHAUSSEES  (Cours  préparatoires.) 

Mathématiques. 

Algèbre. 
I.  —  1437.  Calculer  avec  trois  décimales  exactes  les  racines  de  l'équation 
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QUESTIONS  PROPOSEES 


L'ne  au  moins  des  racines  est  comraensurable. 

H.  —  1438.  On  considère  un  tronc  de  cône  de  hauteur  /*  et  dont  les  bases  ont  pour  rayons  R  et  r. 
On  suppose  que  l'on  attribue  des  valeurs  constantes  au  volume  V  du  tronc  de  cône  et  à  la  somme  H  +  r  =  m 
des  rayons. 

Étudier  les  variations  de  la  surface  latérale  S  du  tronc  quand  h,  R,  r  varient  en  restant  assujettis  k  ces 
conditions.  Cette  surface  S  comporte-t-elle  des  maxima  ou  des  mininia  '.' 

Calculer  avec  deux  décimales  la  valeur  des  maxima  et  minima,  s'il  y  en 
a,  quand     m  =  2™,     V  =  9ra';,4248.     On  prendra    -  =  3,1416. 

(Durée:  3  h.   112.) 

GÉOMKTRIE    A^ALYTIQLE. 

1439.  —  Étant  donnée  une  conique,  on  demande  le  lieu  des  points  M 
tels  que  les  deux  tangenl,es  issues  de  ce  point  à  la  conique  détachent  sur 
une  droite  donnie  D  un  segment  ST  de  longueur  donnée. 

Discuter  les  cas  particuliers  et  notamment  celui  où  la  droite  D  est  tan- 
gente à  la  conique. 

[Durée:  3  h.  112.) 

É pure  de  Géométrie  descriptive. 
(feuille  d/4  grand  aigle). 

1440.  —  On  donne  les  points  (o,  o')  et  (p,  p')  délinis  par  le  croquis  ci-contre. 

On  considère  :  1°  la  sphère  de  centre  (o,  o')  qui  a  un  rayon  de  61°"  ;  2»  le  cône  de 
révolution  d'axe  (op,  o'p')  dont  le  sommet  se  trouve  sur  la  sphère  entre  les  points  (0,  0') 
et  (p,  p')  et  dont  l'angle  au  sommet  est  de  6O0. 

Représenter  le  solide  commun  à  cette  sphère  et  à  ce  cône  (les  lignes  qui  limitent  ce 
solide  en  noir,  celles  qui  sont  cachées  étant  pointillées  ;  les  lignes  de  construction  en 
rouge). 

On  déterminera  directement  les  points  de  contact  des  projections  de  la  courbe 
d'intersection  des  deux  surfaces  avec  leurs  contours  apparents. 

Lavis. 
(feuille  i/S  grand  aigle). 
Exécuter  à  l'encre  de  Chine,   k  teintes  plates  ou   k   teintes  fondues,    le  lavis  d'une 

sphère  de  U'"'  de  diamètre. 

[Durée  :  3  li.  1/2.) 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


1441.  —  Par  l'un  des  points  de  rencontre  de  deux  cercles,  on  mène  une  sécante  variable  qui  rencontre  à 
nouveau  les  deux  cercles  en  .\  et  B.  Trouver  le  lieu  du  conjugué  harmonique  du  premier  point  par  rapport  aux 
deux  points  A  et  B. 

V.  ABR.4MESCU,  professeur  au  lycée  de  Ploesti  (Roumanie). 

1442.— On  donne  un  polynôme  du  troisième  degré  f{x)  ^  ax'^-i-bx--\-cx  +  d,  et  on  demande  de  déter- 
miner un  polynôme  du  .second  degré    x'  +  px  +  q    tel  que  pour  les  racines  de  ce  polynôme,  x'  et  a^,  on  ait 

f(x')  =  x",  f(x")  —  X. 

Indiquer  le  nombre  des  solutions  et  le  moyen  de  calculer  p  et  q. 

Trouver  dans  quel  cas  on  a     — ^  H ;?  =  1     et  donner  alors  les  valeurs  de  /*   et  q  à  l'aide  de  <i,  b,  c,  d. 

E.  H. 


bAn-LK-UUC. 
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